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Obecny problém dekompozice - Divisilv pfistup a feSeni

Odlisny zpusob k problematice indexnich Cisel uplatnil v poloving 20.let 20.stoleti francouzsky
matematik Francois Divisia'. Formuloval Ulohu nalezeni agregatniho indexu tak, ze hledal - pro
libovolné Casové obdobi t - multiplikativni rozklad ,makroagregatu” P(t) [Q(t) reprezentujiciho soucin

cenového a kvantového indexniho ¢isla do tvaru
N

(4.1) P(t)0(r)= zp, (e) ()
l:

tj. tak , aby ve v8ech okamzicich spojité uvazovaného Casu platila aditivni dekompozice agregatu na
dilCi souCiny pfislusné cenové a kvantové ,,mikrofunkce“ vsech komodit. Funkce P(t) jako indikator
vSeobecné cenové Urovné ma pfitom co nejlépe vystihovat pohyb cenové hladiny, podobné
funkce Q(t) jako reprezentant souhrnného fyzického objemu vyvoj mnozstevniho indexu.

O ,mikrofunkcich® cen a kvantit p, (t) resp. q; (t) Divisia predpokladal, ze maji:

- spojité prvni derivace (podle ¢asu),

- kladné hodnoty na celém uvazovaném intervalu <0,7° >,

- koneénou variaci na kazdém podintervalu < ¢ —1, ¢ > spadajicihodo < 0,7 >.

Takto obecné formulovana uloha vSak neni bez dalSiho jednoznacné feSitelna, coz snizuje jeji
uplatnitelnost pro reainé potreby. Je ziejmé, ze spolu s funkcemi P(t) a Q(t) je feSenim Ulohy také

()

kazda dvojice tvaru ¢ [P(t) a pro néjakou kladnou konstantu ¢ .

4.1 Spojity pristup
Vzhledem k derivovatelnosti funkci P(t) a Q(t), mUzeme derivaci (4.1) zapsat jako (4.2)

Q(t)aapﬁ+P(t)BaQﬁ=§ q")(t) il), § pl) qugt(t).

o o 2pl(t (0N 2pl( )0 (1)

Predpokladame-li kladnost funkci P(r) a O(t) na celém intervalu <0,7 >, mizeme délit
souginem P(¢)[O(r) > 0. Dostaneme (4.3)

1 9P(), 1D@Q g (¢) Eépk pilt)  94,(t)
Ple) o ot zp,()um() o “zpl()w) or

Déle samostatné uvazujeme aditivni rozklad cenové zmény v (4.3) na

(4.4A) 1 DQP N 6]k(t) Eﬁpk(t)
o AL 0wl

resp. kvantové zmény v témZe vyrazu na

! Divisia, F.: L'indice monétaire et la Theorie de la monnaie-revue d’Economie politique (1925)
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(4.4B) Lg‘@:g _ pilt)  Palt)
om0

Aditivnim rozkladem zmény cenové a kvantové situace a dale Upravami vyuZivajicimi aparatu
Stieltjesova integralu (pro funkce s konecnou variaci) 1ze dospét k aproximativnimu tvaru

l_

(45 ﬂiP P(-1)]= ng )i ()= e e - 1)

pro néjaké body t*,tk zintervalu <¢ —1,¢ > anéjakou vahovou funkci g,  napf. tvaru
* t

(4.6A) gL (tk)= < 9: 1)

S p (@)

i=1

Pokud za oba tyto body vezmeme levy krajni bod intervalu, {;. t = t;: =t —1 apodobné dosadime za

funkei g (t;:)= gk( —1) vyraz

(4.6B) gk (t;: ) =y Tk (t - 1) : obdrZime po
glpi(f ~1)G;(e-1)
Upraveé vztah
N
> pi (), (£ -1)
(47) P(t) — i=1 ,

Plt-1 N
(t-1) lek(t ~1)G, (e -1)
1=
neboli Laspeyresovo cenové indexni Cislo vztazené k bodim # —1, ¢ intervalu. Cenové indexni Cislo
pro celé uvazované obdobi< 0,7" > pak ziskame zfetézenim, tedy

(48 P = Pl = P (RS L. (PL,
Nahrazenim ¢ =¢, =¢ a dosazenim g, (tZ)= g, () vyrazu
4
“9) g ()= ()
Elpi (t) Lg; (t)

odvodime timto postupem zietézené Paascheho cenové indexni Cislo PTo1. Podobng Ize jinymi
specialnimi volbami ziskat i jina zfetézena indexni Cisla, napf. Edgeworthovo.

Kvantova indexni Cisla bychom ziskali obdobné z rozkladu kvantové zmény v (4.4B). Dosazenim
= t;: =t —1 obdrzime QtL_L, a jiz popsanym naslednym zfetézenim QOLt :
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4.2 Diskrétni pristup

Postup Ize obdobné pouzit také na diskrétni pfipad, kdy v intervalu<0,7 > uvazujeme mnozinu
ekvidistantnich izolovanych bodli ¢ = 0,1,2,....,7 . Opét uvazujeme rozklad agregatu

(4.10) P(t) EQ(t) = gpi (t) Lg; (t) t=0,1,2,.....,7 v T +1 okamzicich.
i=1

Nejprve vyjadfime levou stranu zmény agregatu mezi obdobimiz —1 a ¢ (libovolnymi nasledujicimi):

P(t)10(t)- P(r 1)1 O(r — 1) v podilovém vyjadreni (4.11)

[P{e) - P(e - 1)]t0(r) +[0lr) - Ol - 1)]LP(e - 1) _ [P(e) - P(-1)] , [O() - Ol - 1))
P(t—1)10() Plt-1) ()

Odpovidajici souhrnnou zménu N dilich zmén cen a kvantit napravo vyjadfime jako

@12 5 i (€)= P (1= D] g 6) 5 lax () -ax 1)

k=1 gpi(f—l)mli(t) o= glp"(t_l)mh(t)

i=1 =

Pfijmeme-li, Ze se cenova a mnoZzstevni zména hodnotového komplexu odehravaji nezavisle na sobg,
mUZeme porovnat "stejnolehlé" cenové a kvantové slozky samostatné.

Pro relativni cenovou slozku dostaneme rozklad tvaru

N CORAGHEN)

(4.13) =pX;, -1,

S ie=1) i)

Kde P,I_Jl ; predstavuje Paascheho cenove indexni Cislo pro zménové obdobi ¢ —1,7 .

Obdobné odvodime pro relativni kvantovou zménovou komponentu vyjadfeni

" Q(t)—Q(t—])_E][qk(t)_qk(t_1)]@k(t_]) :]_(QtL_U)_]’ "

¢ B N
o) S pile-1) a0
i=1
QtL_Lt zastupuje Laspeyresovo kvantové indexni ¢islo pro zménové obdobi ¢ —1,¢ .
P) _ e ()

( Po odstranéni —1 na obou stranach dostaneme m =Rl a — =05, )

ot -1)

Sestavime-li fetézové indexy %@ P(T_l) P(T) a tyto vynasobime, dostaneme

P(0) P(1)” " P(r-2) P(T-1)

P v o v v , ;o ,
= P or, C0Z je zfetézené Paascheho cenové indexni

t-1,t

o(r)

vs *«P v ’ . v 4w . ;s ’ wr *xL
Cislo P or . Podobné bychom ziskali pro W zfetézené Laspeyresovo kvantove indexni Cislo O or .

o P\T
vyjadreni % =pl P, O.PL,, CPE
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Poznamka Pokud bychom vychazeli z dekompozice hodnotového makroagregétu zptisobem
(4.17) [P(e) - Pl - 1)]t0(e - 1) +[0() - o - 1)] T P(e) |
obdrzeli bychom analogickou cestou dvojici zfetézenych indexnich Cisel P*ér, Q*gr .

Postupem podle Divisiova schématu obdrzime pro spojity i diskrétni pfipad zfetézené indexni Cislo
splriujici axiom zamény faktord. Nevyhneme se vSak nejednoznaénosti uréeni v disledku neurgitosti
volby multiplikativniho rozkladu (diskrétni pfipad), resp. odhadu aproximujiciho Stieltjesova integralu
(spojity pfipad).

Problém spojeny s praktickou aplikaci Divisiova pfistupu je ten, Zze ceny akvantity nelze méfit
kontinualng, ale vzdy jen v urcitych odstupech. Pro praktické uZiti by musely byt Divisiovy indexy se
spojitym Casem aproximovany diskrétnimi, pficemz existuje vice moznosti jak takovou aproximaci
proveést.

E.Diewert [1980] ukazal, Ze kromé Laspeyresova a Paascheho indexu mohou byt ziskany jako
specialni aproximace P(1)/P(0) dalsi indexy, napf. Térnquistiv index, pokud vezmeme

Inp," = 1/2%‘,(&- (0)+s, (1))-1n(pi—(1())) , kde Ucasti s, (1) :M
: e > p,04,0)

Postup, ktery pouZil Divisia v pfipadé indext se spojitym Casem, uplatnil jiz o néco dfive anglicky
statistik T.L.Bennet? az na to, ze neuplatnil v (4.1) déleni vyrazem p(¢).q(2).

T.L.Bennet [1920] navic navrhl nasledujici diskrétni aproximaci k méfeni diferenci (nikoliv tedy podill
jako Divisia) na agregatnich cenovych a mnozstevnich Urovnich:

(4.18) AP = P(1) = P(0) =1/2.3 (q,(0) +¢,(1).(p, ()~ p,(0)) ,

i=1

(4.19) AQ=0(1)-0(0) = 1/2~Z (p:(0)+ p;(1).(¢;() ~¢,(0)) -

N N
Ukazal pfitom, Ze rozdil vydaji mezi obdobimi z p;(Dg, (D) - z p,;(0)g,(0) dava pfesné vyraz rovny
i=1 i=1

AP +AQ, kde AP a AQ jsou definovany pravymi stranami (4.18), (4.19).

Poznamka Obecna definice Divisiova spojitého indexu je Cisté matematickou konstrukci a nemusi mit
Zadnou souvislost s rozklady indexnich Cisel, dokonce ani nemusi mit Zadny vztah k ekonomickému
prostiedi.

Jean Villé [1951-52] a C.R.Hulten [1973] analyzovali Divisiovy indexy v prostfedi cen a spotfebovanych
mnozstvi za pfedpokladu, Ze spotiebitel optimalizuje své chovani (z hlediska minimalizace nakladl) a
Ze pfislusna uzitkova funkce je linearné homogenni 3.

Protoze se indexy 2,,",R,", P, mohou li§it, Divisiiv pfistup nevede k jednoznaénému navodu, jak
feSit problém. Jiné navrhy, jak aproximovat Divisiliv index se spojitym ¢asem pomoci diskrétnich dat
podali Paul A. Samuelson a Subramanian Swamy [1974].

2 Bennet,T.L.: The Theory of Measurement of Changes in Cost of Living. Journal of the Royal Statistical Socierty
83/1920 s.455-462

% Linearné homogenni funkce N — proménnych x = (x4,..., Xn) splfiuje vlastnost F(A x) = A.F(x) pro libovolné
skalarni A > 0.
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