4 - Modely makroekonomického ristu

Zamérem tohoto oddilu je popsat nékolik - z pohledu souCasné ekonomické védy klasickych -
makroekonomickych modell, jejichZz hlavnim smyslem ve své dobé bylo vystihnout vlivy pasobeni
zakladnich makroekonomickych proménnych na podstatné tendence vyvoje narodnich ekonomik (s
akcentovanim zvlasté ekonomického ristu), a s pomoci adekvatniho matematického aparatu se pokusit
vysvétlit procesy probihajici v realném makroekonomickém prostfedi .

Vétsina modelu, které budou v tomto oddilu zminény, ma dynamicky charakter. Znamena to, Ze tyto
modely pfipoustéji moznost dopadl vzajemného ovliviiovani nékterych makroveliCin (obvykle
jednosmérnym zpUsobem) projevujicich se nikoliv okamzitg, ale s uréitymi asovymi odstupy. Modely
tohoto typu proto obsahuji Casova zpozdéni, jejichz délka vyplyva z poznatkli podkladové ekonomické
teorie (zpozdéna reakce spotfeby domacnosti na aktualni Uroved pfijmu ale naopak také moznost
chovani spotfebiteltl podle oCekavanych budoucich pfijmu) nebo jsou tato zpozdéni vyvozena z urcité
racionalni hypotézy, kterou do modelu vlozil jeho tvirce. Stanoveni skute¢né délky tohoto zpozdéni
(nebo odhadu této délky) je nasledné zaleZitosti statistického testovani zalozeného na konkrétnich
makroekonomickych datech. V tomto sméru hraje ustfedni ulohu dnes jiz velmi bohaty rejstfik
specialnich metod vyvijenych (jiz vice nez pulstoleti) v ekonometrii.

V' matematické formé zapisu modelu se dynamizace projevuje tim, Ze nékteré z uvazovanych
makroveli¢in se v modelu vyskytuji se zpozdénymi hodnotami, tj. ta-ktera zpozdéna veliina mé ¢asové
pfifazeni k nékterému pfedchozimu obdobi. Neni pfitom rozhoduijici, zda se v zapise modelu objevi (pfi
zpozdéni mezi vysvétlovanou proménnou Y a o jedno obdobi zpoZdénou vysvétlujici proménnou X)
vztah Y(t+1) = X(t) nebo Y(t) = X(t-1).

Nékteré modely, s nimiz se seznamime, jsou formulovany v diskrétnim ¢ase, jako bychom vybirali
pouze hodnoty proménnych v uritych pevnych okamzicich (zpravidla vzatych ve stejnych
odstupech od sebe), jiné budeme naopak uvazovat ve spojitém case, kdy Ize zvolit kterykoliv
okamzik v rdmci uvazovaného obdobi jako vhodny pro reprezentaci popisovanych ekonomickych
vztah(. Diskrétni piipad vede k rovnicim diferenéniho typu, druhy (spojity pfipad) zpravidia
znamena vyjadreni trajektorie popisované ekonomické makroproménné (nejcastéji ekonomického
rustu) diferencialni rovnici (prvniho fa&du nebo i vyS8Sich Fadd). Existuji i smiSené modely
(diferencialné-diferencniho typu), s témi se vSak v tomto Uvodnim pojednani seznamovat nebudeme.

V' zapise diskrétniho modelu pouzijeme k oznaceni Casu symbol Casové proménné ,t“ jako index u
makroproménné vpravo dole (napf. ,,Ct “, pljde-li o spotiebu ), pfi spojittm vyjadfeni pak zapiSeme
¢asovou proménnou v zavorce ,(t)* za pfisluSnou makroproménnou - pro spotfebu domacnosti tedy
»C(t)“. Vyklad nicméné uvedeme nejjednodussim - statickym - modelem, v némz se bez Casové
proménné obejdeme. Vystacime pfitom s témito zakladnimi makroveli¢inami : Y - produkce/dichod
(napf. hruby narodni ¢i domaci produkt), | - investice podnik (o jejich pfipadném Clenéni az nize), C -
spotieba obyvatelstva a A - bud’ pouze autonomni investice, popf. autonomni vydaje vibec (tedy
vCetné spotiebnich vydaji). Autonomni vysvétlujici veliinou budeme rozumét tu, ktera nezavisi na
urovni ddchodu ( tj. na velikosti zavisle proménné) a je tedy v podstaté nezavisla na stadiu (expanze Ci
deprese), ve kterém se ekonomicky systém pravé nachazi.

4.1 Jednoduchy staticky multiplikator



Vyjdéme z nejjednodusdiho mozného rozdéleni produkce (z hlediska poptavky, resp. uziti) na spotfebu
a investice, t].

(4.1) Y=C+I,

v némz uvazujeme, Ze spotfeba je popsana spotiebni funkci s jedinym argumentem Y tj. C = C(Y) s tim,
Ze na strané investic pfipustime pouze autonomni investice (fj. tu Cast investic, ktera je nezavisla na
velikosti produkce), tedy | = A. U vytvofené produkce predpokladame jeji nasledné Uplné uziti,
provedeme tedy ztotoZznéni velikosti produkce (jako nabidkové slozky) s dichodem (ktery tvofi
poptavkovou slozku). Pokud toto ztotoZnéni odpovida skutenému stavu ekonomického systému, Ize
mluvit o tom, Ze se (pfinejmensim v tomto hlavnim sméru) ekonomicky systém nachazi v rovnovaze.

Vztah (4.1) tedy pfejde v
(4.2) Y-C(Y)=A ,

ktery podrobime diferencovani podle A, nebot budeme vySetfovat uCinek malé konecné zmény (napf.
rustu) veli¢iny autonomnich investic A na produkci C. Dostaneme relaci

dY dC dY . .dY 1 1
(4.3) ——=—.,—=1 neboli polpravé —=——=—
dA dY dA dA 1-c s

Zde jsme oznacili symbolem ¢ vyraz dC/dY tzv. mezni sklon ke spotiebé a symbolem s analogicky
dopliikovou veli¢inu do 1 tj. mezni sklon k Usporam. Jak znamo, plati ¢ + s = 1. Obé veliCiny c, s jsou
nezaporné (a zpravidla kladné), takze pro jejich hodnoty plati omezeni 0 <c<1, 0<s<1.

Nahradime-li diferencialy konecnymi (malymi) pfiristky, dojde k modifikaci pfedchoziho vztahu na vyraz

(4.4) ay=2A _0A :
1-¢ s

coZ je obecné vyjadieni statického multiplikatoru. Vyraz (4.4) mizeme slovy charakterizovat takto :

Zvysi-li se hodnota autonomnich investic o uréitou (malou) hodnotu AA, zvysi se rovnovazny
dichod o soucin AA a ¢isla 1/(1-c), které je vétsi nez 1. Konstanta c je pravé meznim sklonem ke
spotiebé. Z uvedeného vztahu je patrné, Ze (pouhé) zvySeni hodnoty autonomnich investic mize vést
(pfi takto zjednoduSeném modelovém pojeti) k prirGstku produkce, tedy, Ze investice (byt jen
autonomni) pasobi s kladnym smérem vlivu na ekonomicky rist. Dale Ize dovodit, ze pfi zapisu této
konstanty jako 1/s bude pfirustek dichodu (pfi stejném AA ) tim vétsi, ¢&im bude hodnota s mensi. To
ovSem plati jen pro pfiméfeny rozsah Urovné spofeni a neznamena to, Zze by hlavnim cilem bylo
minimalizovat Uspory obyvatelstva (ve prospéch maximalizace spotfeby) za jakoukoliv cenu.

Konkretizujme dale tvary makroekonomickych vztaht (4.2) tim, Ze predpokladame jejich linearitu. U
spotfebni funkce tedy uvazujme vztah

(4.5) C=d+cY, coz pro funkci tspor znamena podobu S=(1-c)Y-d=-d+sY.

Kromé mezniho sklonu ke spotiebé ¢ vystupuje zde ve spotfebni funkci konstanta d, ktera oznacuije tu
Cast spotieby, ktera neni pfimo ovlivnéna diichodem. Nazvéme ji proto autonomni spotiebou. U funkce
uspor se tato konstanta projevi zapornou hodnotou, coz mize mit dusledek v tom, Ze pfi nizké urovni
produkce mohou byt Uspory zaporné. (konstanty ¢ a d pfedpokladame kladné).

Ekonomicka realita tuto situaci pfipousti napf. v krizovych Ci kratce pokrizovych (ne nutné jen v
povale¢nych) obdobich, kdy obyvatelstvo realizuje svou nezbytnou spotfebu vybérem Uspor (ma-li je k



dispozici), nebot (nizka) uroven pfijmi neumoziuje (pfinejmendim ne vétsiné obyvatelstva) ukladat
penézni prostredky do uspor. Takovato situace je zpravidla viceméné doCasna.

Podminku ekonomické rovnovahy nyni obdrzime ve tvaru

(4.6) Y—(d+cY)=A ,
tj. pro Uroved rovnovazného diichodu Y dostaneme

A+d A+d
(4.7) Y= =

1-c s

Zapis (4.7) takto vyjadfuje vyraz pro linearni staticky multiplikator, ve kterém na rozdil od obecného
vyjadfeni multiplikatoru (4.4) vystupuje vedle autonomnich investic A téZ autonomni spotfeba d.
Viyplyva z néj dale, ze rovnovazna Uroved dichodu (vyrovnani nabidkové a poptavkové stranky na
makroUrovni) je dana podilem autonomnich vydaji (v souctu investiCnich a spotfebnich) a mezniho
sklonu k Usporam s.

Vzhledem k tomu, Ze oba tyto druhy vydaju ovliviiuji produkci stejnym zpisobem (nikoliv v8ak obecné
stejnou mérou), zahrneme je v dalSim vykladu do spole¢né veliCiny. A bude tedy nadéle vyjadfovat (bez
rozliSeni) celkové autonomni vydaje.

Klasicka podminka makroekonomické rovnovahy
(4.8) Y=C+I+A

tak pfejde (v disledku konkretizace C==¢.Y a pii stavajici absenci uvazovani jinych investiénich
vydaju nez autonomnich, tj. Ineautonomni = 0 ) ve tvar

(4.9) Y=cY+A ,
z ¢ehoz pro rovnovaznou uroven dichodu obdrzime odvozeni :
A A
(4.10) Y=—=—.
1-¢c s

K vyrazu (4.10) se v nasledujicim textu (jako k vychozimu vztahu charakterizujicimu rovnovaznou
uroveni dichodu pfi linearnim statistickém multiplikatoru) je$té pozdéji nékolikrat vratime.

4.2. Model s dynamickym multiplikatorem

V modelu z pfedchozi &asti [4.1] jsme neuvazovali Zadné zpozdéni mezi spotfebou a dlichodem ; v
ekonomické realité vSak spotieba zpravidla za dichodem zaostava, nebot spotiebitelé (jak prokazaly



empirické studie) zpravidla pfi svych spotfebnich (ale nejen téchto) zvyklostech spiSe vychazeji z
urovné duchodu dosazené v nékterém z (nepfili§ vzdalenych) minulych obdobi. Toto oCekavani
mUZeme interpretovat, jakoby se mezi obdobim bezprostiedné minulym (t-1) a sou€asnym (t)
oCekavana droveri dichodu nezménila (v okamziku realizace své spotfeby v Case t totiz spotfebitelé
obvykle pfesnou uroven diichodu z téhoz obdobi jesté neznaji).

Lze tedy vyslovit hypotézu, ze ofekavana spotieba v Case t C: (tedy vyjadfenad ex ante) je funkci
dichodu z bezprostfedné predchazejiciho obdobi t-1, tedy Ceoyante = C(Yi—q), s disledkem pro

Uspory . Seyante = Yi—1 —C(Yi)

Déle predpokladejme, Ze se tato oCekévana uroven spotieby pfece jen uskutecni, tedy ze spotfeba
(realizovana ex post) je rovna této veliCiné ex ante a Ze veSkeré investice jsou autonomni investice
(navic neménici se v ¢ase), tzn.

(4.11) C, =C(Y,_) a |, = A1,
Za této konkretizace tedy miZeme rovnovazny vyvoj dichodu v ¢ase ( Yi = Ci + i) vyjadfit jako
(4.12) C,-C(Y,.)=A

coz ve svém dusledku vede k diferenéni rovnici 1. fadu pro Yi Jeji konkrétni podoba pfitom bude
zaviset na tvaru, ktery pfijmeme pro spotiebni funkci C (obsahujici zpozdéni o 1 obdobi).

Jestlize je tato spotfebni funkce linearni ( Ct = c.Yw1 ) a pfijmeme stejné jako dfive zjednoduSeni, Ze
investice jsou v modelu pfitomny pouze jako autonomni (tj. pro vyvolané investice plati I =0), a ty

~

zachovavaji po celou sledovanou dobu konstantni Uroven (A; =A), dostaneme identitu pro
rovnovahu

Y, =C; +l; + A,
ve tvaru

(4.13) Y,-cY,_ =A .
Hledejme nyni feSeni tohoto vztahu, ktery ma platit pro libovolné obdobi t.

Jako jednu z moznosti (viz matematicky dodatek o diferencnich rovnicich) pfedpokladejme, Ze takové
feSeni existuje v podobé konstantni trovné produkce, tj. ve tvaru Yy =Y (Y néjaka konstanta).

Pokud takové feseni (4.13) Y" bude existovat, bude soucasné platit

* * ~ * K
(4.14) Y -cY =A neboli Y =—— ,
1-¢
kteryzto vyraz vyjadfuje pravé rovnovaznou Uroven dlchodu pfi statickém multiplikatoru.2
Zkoumejme nyni dale, jak se bude - pfi tomto rovnovazném stavu - vyvijet odchylka skute¢né Urovné

dachodu Yy od této rovnovazné (konstantni) trovné Y. Oznagme tuto odchylku & =Y, -y

' Vinkou nad A budeme v dal3im znadit pfipady, kdy jsou autonomni vydaje konstantni.
2 Tim jsme vlastné ukazali, Ze FeSeni pro staticky multiplikator vyhovuje i modelu dynamického
multiplikatoru reprezentovaného rovnici (4.13) .



Dosadime-li opacné Y; = Y + € do (4.13), zjistime, Ze leva strana (4.13) tj.
Y* + 8t - c.(Y* + 8t—1) = 8t - C.Et_1 + (1 - C)Y* = 8t - C.Et_1 + R

Ma&-li se ziskany vyraz shodovat s pravou stranou ( = A), vyplyva odtud tvar analogické diferencni
rovnice zapsané v odchylkach €&

(4.15) €t =C.E¢ .
Nalézt (netrivialni) feSeni této soustavy je velmi snadné (je jim zfejmé vztah

g, = €.’
pro néjakou pocatecni uroven odchylky €o ), takze celkové feSeni muzeme zapsat ve tvaru

(4.16) Y, =Y +(Y,-Y')c! (pro 0<c<1).

Ziskany vztah mizeme popsat slovy takto : dichodova trajektorie Yi se sklada z konstantni Casti -
rovnovazné Urovné Y* o velikosti (4.14) - a ze slozky tvofené geometrickou posloupnosti (jejimz
kvocientem je mezni sklon ke spotfebé ¢ ) vynasobené rozdilem pocatecnich hodnot skute¢né urovné
duchodu Yo a rovnovazné urovné Y*. V disledku omezeni na hodnotu ¢ (0 < ¢ < 1) sméfuje skute¢na
uroven duchodu Yimonoténné k rovnovazné rovni Y* ( a to tim rychleji, ¢im je ¢ mensi ). Odstup Y od
Y* je pfirozené tim mensi, ¢im jsou k sobé& pocatecni urovné Yo a Y* blize.

Lze tedy dovodit, ze tento model predstavovany pouze pfitomnosti dynamického multiplikatoru, je
charakterizovan stabilni rovnovahou: pfi vychyleni diichodu z rovnovazné drovné Y* se duchodova
trajektorie Yt monotonné vraci k této rovnovazné urovni.

4.3 Princip akcelerace

V této Casti ukazeme, Ze podobné jako muze investi¢ni podnét vyvolat sam o sob& zménu v Urovni
produkce, je uskuteénitelny i impuls s obracenou kauzalitou. Skute¢nost, Ze dojde ke zvySeni produkce,
mUZe mit zpétny efekt na investi¢ni pobidku.

V nasledujicim vykladu jiz budeme dlsledné odliSovat autonomni investice od vyvolanych.



Nejprve vSak vyslovme nékolik vysvétlujicich poznamek, jejichz smyslem je mj. odliSeni vSech
zjednodusSeni, kterych se pfi takovéto formulaci makroekonomického modelu dopoustime védomé, od
pfipadnych specifikaénich problém0 (tj. téch, které jsou spojeny s uvazovanim odliSnych modelovych
specifikaci) .

P1. Formulace dynamickych modelli musi umoznovat disledné rozliSeni autonomnich a
vyvolanych investic. Prvé z nich budeme dUsledné znacit A, druhé pak |.

P2. V ekonomickém prostiedi je velmi dulezité rozliSovat mezi fixnim a obéznym kapitalem. Jak
znamo, prvni predstavuji potencialni vyrobni faktory jako budovy, stavby, stroje, zafizeni, pida apod,
zatimco hlavnimi sou¢astmi druhého jsou zasoby, meziprodukty a nedokonéend vyroba. V nasledujicim
se predevsim soustfedime na fixni kapital, pficemz védomé zanedbame prechodné obdobi zmén v
kapitalu obézném.

P3 Investice do fixniho kapitalu budeme chapat jako Cisté investice, tj. od hrubych investic
odecteme opotiebeni kapitalovych statkii (amortizaci). MiZzeme to zdGvodnit tim, Ze zmény v
produkci vyvolavaji pravé tyto Cisté investice, které mohou ostatné nabyvat kladné i zaporné hodnoty.

P4. Cisté investice vyjadiime jako derivaci funkce udavajici mnozstvi kapitalu. Tak tomu bude u
kapitalu fixniho i obéZného.

P5. Zanedbame skutecnost, ze zpravidla v kterémkoliv obdobi existuji (aspof v &asti vyrobniho
sektoru) prebyteéné vyrobni kapacity. ZvySena poptavka po produkci pak vede nejprve ke zvySeni
miry vyuziti stavajicich vyrobnich kapacit a az poté si (zpravidla s ¢asovym odstupem, nebot’ vyrobni
zafizeni je vétSinou tfeba objednat u vyrobcu a Cekat na jejich zhotoveni, které si ¢asto vyzada fadu
mésicu) vyzada nové kapitalové investice.

Princip akcelerace: rostouci tok produkce vyzaduje vétSi mnozstvi kapitélu a sekundarné vyvolava
investice.

Konkrétni matematické vyrazy pro akcelerator (nemusi jit vzdy o stejny tvar) uvedeme pfi vykladu
jednotlivych modelovych specifikaci.

4.5 Harrod -Domartv rastovy model (s akceleleratorem)

Jak jsme v pfedchozim ukézali, pfipad statického multiplikatoru vede k rovnovaznému stavu, ktery je v
Case stabilni, pfitomnost akcelerdtoru naopak vyvolavé spiSe explozivni tendence. Vznika otazka, co
Ize oCekavat od kombinace obou téchto faktorl ?

Takto formulovany problém v minulosti zkoumali nejdfive Lundberg [1937], poté Harrod [1948] a
Domar [1946]. Jejich model pfedpoklada nasledujici rozdéleni produkce na slozky :



C - (neautonomni) spotieba
| - neautonomni  investice
A - autonomni vydaije (a to spotfebni i investicni ).

Dekompozice produkce/diichodu Y v Harrod-Domarové modelu vypada nasledovné :
(4.17) Y(t) =C(t) +1(t) + A(t) . kde A(t)=A =Kkonst.

pficemz zde pfedpokladdme nasledujici zavislost spotfeby a (vyvolanych) investic na produkci, resp. na
jejim pfirGstku :

(4.18A) C(t) =c.Y(t) (linearni spotfebni funkce), kde ¢ [ <0,1>
(4.18B) I(t) = v.%ﬁt) (akcelerator s investiénim koeficientem v>0).
Sloucenim (4.18A ) a (4.18B ) dostaneme vztah
(4.19) Y(t) =c.Y(t) + v.%ﬁt) +A , nebol po Upravé
(4.20A) %it).v =Y(t).(1-c)=A, resp. po vydéleni v
(4.208) davir) Y(t). (1-c) A nebo jests strucndj
dt \
(4.20C)
% = p{Y(t) —%], kde p= i (s = 1-c je mezni sklon ke spotfebé).
v

Vztah (4.20C) predstavuje diferencialni rovnici 1.fadu, jejimz vyfeSenim dostaneme trajektorii pribéhu
vyvoje produkce Y v gase t. Uvazujme v této souvislosti zejména dva pfipady :

* ~
Poznamka: | zde je ,konstantni rovnovazna trajektorie‘ tvaru Y = A/ S feSenim modelu, coZ je
okamzité zfejmé z dosazeni do (4.20) :

dv =0 arovnéztaké p. Y*—A =p. A_A =0. o.
dt s s s

Pripad 1: Autonomni vydaje jsou konstantni v ¢ase t, tj. A(t) = A*.

Vy$etfeme nejprve vyvoj odchylky €(t) od konstantni rovnovazné rovné Y = K/ )

Pro g(t)=Y(t) —% dostaneme mj, ze



de(t) _ dY(t
J = J , v dusledku &ehoZ Ize (4.20C) piepsat do tvaru

dt dt
(4.21) aelt) _ o eqt) ke p=1-S%50
dt \
Obvyklym pievedenim na derivaci logaritmu €(t) ziskame ze (4.21) vztah
(4.22) dl%ts(t) =p a po navazuijici integraci pak
(4.23) loge(t) =p.t + K , kde K je néjaka konstanta.

Reseni rovnice (4.23) je tedy dano vztahem
(4.24) £(t) = K.exp(p.t) , pricemz

multiplikativni konstantu K = exp(K) ur¢ime nasledovné z pocateéni podminky €(0) = K.exp(0),
tzn. K je rovna pocateéni Grovni odchylky €(0) od rovnovazné arovné produkce Y(0) =Y *(0).

Jak jsme z pfedchoziho vyvodili, pfi konstantnich autonomnich vydajich roste produkce
progresivné s konstantni intenzitou ristu p, ktera zavisi (pfimo) na meznim sklonu ke spotiebé s
a (nepfimo) na investicnim koeficientu v. Pohybujeme-li se v konkrétnich hodnotéach, shledame, ze
hodnota investi¢niho koeficientu v je relativné velka vici (malé) hodnoté mezniho sklonu ke spofeni s.
To znamena, ze podil p = s/v nabyva pomérné nizké hodnoty : napf. pro s = 0,08 a v = 2,0 bude
dichodova trajektorie pfedstavovana exponencialnim pribéhem se 4% roéni ristovou intenzitou.

Toto priblizeni ndzorné ilustruje povahu akceleratoru : | kdyZ udrZzujeme autonomni vydaje (pouze) na
konstantni vysi, vyvolava kombinované plsobeni multiplikatoru-akceleratoru staly progresivni rdst
produkce, jehoz intenzita zavisi na podilu strukturnich parametrd s a v. Dokumentuje to tedy pfevazeni
explozivniho vlivu akceleratoru.

Pfipad 2 : Autonomni vydaje rostou exponencialné s intenzitou ristu .

Tentokrat budeme predpokladat exponencialni (kvantitativné vak mirny) rist autonomnich vydaju s
intenzitou rdstu > 0, neboli

A(t) = A(0).exp(u.t),



kde A(0) vyjadfuje pocatetni Uroven autonomnich vydaji. Rovnice (4.20C) se pro tento pfipad
modifikuje na tvar
ep.t

(4.25) dar =p| Y(t)—A(0).— | ,kde p= s shodné jako dfive .
dt s v

Vyslovme hypotézu, Ze by netrivialnim fesenim této rovnice mohla byt trajektorie Y(t) = Y*(O).e”'t ,

kde Y*(O) pfedstavuje pocateCni rovnovaznou uroven. Pfi ovéfovani pfijatelnosti tohoto feSeni
(dosazenim do (4.25) ) obdrzime vztah

dY eH!
(4.26) — =pn.Y*(0).e* =p| Y *(0).e*! - A(0).—

dt s
Tato rovnice ndm umozriuje vypocitat poCate¢ni rovnovaznou uroven Y*(O), ktera - je-li ji dosazeno -
vede k diichodové trajektorii pfedpokladaného typu Y(t) = Y*(O).(-:‘”'t . Upravou, mj. kracenim obou

stran (4.26) vyrazem e"t dostaneme

. A0
Y Ou-p)=-p 0
z &ehoz wyjadiime Y (0) jako Y (0) = p.ﬂ a jedté ddle (dosazenim P =) pak
s(p—H) v
vysledek
* A(0

Pokud tedy je pocateCni Uroven duchodu prévé Y*(O) z (4.27), roste duchod exponencialné s
intenzitou ristu .

Zbyva nicméné jesté vySetfit, jak bude vypadat dichodova trajektorie, pokud pocateéni hodnota Y(0)
nebude praveé rovna vyrazu v (4.27). Uvazujme za timto ucelem pribéh odchylky

g(t) = Y(t) - Y (0).e" . Na pocatku mame ziejmé €(0) = Y(0) =Y (0).

Vyjadieme dale rozdil mezi (4.25) a (4.26) a vSimnéme si, ze pro derivace plati :



de(t) _ dY(t) OV alit

4.28 —Z ==Y (0).e*

(4.28) gt gt Y Qe

Upravme pii této skutecnosti postupné levou stranu (4.28):
de(t)  dY(t) - 4 eMt . eMt
— L ==Y (0).pe*' =p.Y(t)- p.A(0).— —p.Y (0).e¥ A(0).— =
&t dt (O)ue™ =pY(t) = pA(0).———p.Y (0)}e™ +p.A(0)——=
= pY()-pY (0)e =pl¥()-Y'(0)e*)

de(t)

do niz jsme dosadili za z(4.28) adaleza Y * (0).,ue“'t

.t
wY *(0).et = p.{Y *(0).e" — A0 ).i} z (4.26).
S

protoZze druhy a Ctvrty Clen pfedposledniho vyrazu se vzajemné vyrusi. Zavorka posledniho Clenu
ov8em dava pravé hodnotu odchylky € (t) . Pak tedy

(4.29) deft) = p.g(t) s feSenim
dt
(4.30) g(t) = £(0).eP!

Tento vysledek je formalné podobny dfive ziskanému feSeni (4.24) pfi konstantnich autonomnich
vydajich, tentokrat vSak vypoCtend diference g(t) predstavuje odchylku od trajektorie
exponencialniho rastu dichodu Y(t) = Y*(0). e, nikoliv od konstantni rovnovazné urovné Y*(t) =
A*ls. Jinymi slovy : jde o exponencialni rist (s parametrem p) odchylky od exponencialniho ristu
produkce (s parametrem ).

Obecné (uplné) feseni prislusné diferencialni rovnice je tedy nasleduijici :

(4. 31) Y(t) = Y (0).e"t +(Y(0) - Y (0) ) ke
pocCate€ni stav ,dlichodového systému* je urCen Urovni
(4.32) = (4.27) Y'(0)= _AO

v.(p—H)

4.5 Phillipstiv model multiplikatoru

Zavedeni Casovych zpozdéni poskytuje realistiCtéj$i obraz vztahl mezi (makro)-ekonomickymi
veliCinami. Jednim z predstaviteld modelli tohoto typu je Phillipsv model multiplikatoru. Jde o model
spojittho typu s linearni spotiebni funkci a obsahuje multiplikator odpovidajici exponencialné
rozdélenému zpozdéni (mezi skute¢nou drovni dichodu Y a jeho potencialni hodnotou Z).
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Poptavkova strana strana modelového schématu (rozdéleni dichodu na spotfebu a autonomni vydaje)
neobsahuje zpozdéni : prfedpoklada se zde, Ze se uskutecni planovana spotfeba vyjadiena linearni
spotfebni funkci C =¢.Y a Ze spotfebitelé maji své autonomni vydaje shrnuty v modelové proménné
A . Celkovou poptavku Ize tedy vyjadiit jako z(t) = ¢.Y(t) + A(t) neboli

(4.33) Z(t) = (1-s).Y(t) + A(t)

Nabidkova strana tohoto agregovaného makroekonomického modelu obsahuje multiplikator
formulovany v podobé (teoreticky délkou neomezeného) exponencialné rozlozeného zpozdeéni :

(4.34) d:;it) -A[Y(t)-2Z(t)]

kde A je velicina udavajici rychlost reakce multiplikatoru - rychlost pfizpisobovani skutetné velikosti
dichodu Y jeho potencialni hodnoté Z . Slougenim (4.33) a (4.34) dostaneme

(4.35) dz?)m Y(t) = A.Z(t) = A.(1=5).Y(t) + AA(H) nebol

dy(t)

(4.36) +As.Y(t) = MA(t)

Viyraz (4.36) predstavuije, jak patrno, linearni diferencialni rovnici 1. fadu, jejiz feSeni nyni nalezneme.

Nejprve snadno ovéfime, Ze feSeni nalezené pro pfipad statiického multiplikatoru, tj. FeSeni

dy(t)
dt

~

=0 (autonomni investice se v Case

* * A
Y (t)=Y =— vyhovuje této rovnici: Skute¢ng, zde
S

neméni) a As.Y' =A.A zcelave shodé s pravou stranou (4.36).

Reseni Phillipsova modelu multiplikatoru
Vyjadieme nyni opét rozdil €(t) =Y(t)—Y* tj.odchylku skutecné hodnoty Y od rovnovazného
stavu Y :

dY(t) _ ds(t)

Dost Y(t)=Y" +¢(t hoZ pl
ostaneme Y(t) = (t), z tehoz plyne —— m m

a dale pfepisem (4.36) vztah

9Et) | ps(Y +(t) = AA

~

v A
Odtud (protoze Y =—) dospé&jeme k homogenni linearni diferencialni rovnici
S

de(t
437 d(t )4 hselt) =
jejiz feSeni snadno nalezneme. Standardni Upravou (pfevedenim na derivaci logaritmu y) obdrzime
ding(t
(4.38) dt( ) =-A.s , jejimzfedenim je prub&h odchylky
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(4.39) g(t) =&,.exp(—Ast)

Celkové feseni (dichodovou trajektorii Y(t) popsanou diferencialni rovnici (4.36) dostaneme tedy ve
tvaru:

(4.40) Y(t) = Y (1) + [Y(0) - Y' (0)} exp(-Ast)

Charakterizujme nyni dosazeny vysledek : Trajektorie, ktera popisuje skute¢nou Uroven dichodu Y(t) je
dana souétem rovnovazné urovné duchodu Y*(t) a odchylky predstavované soucinem
Y(0) —Y*(O) a zaporné exponencidly eXp(—Ast). Vzhledem k zaporosti argumentu v
exponenciale (A > 0, s > 0, t > 0) je patrné, Ze s rostoucim ¢asem se odchylka Y od rovnovazné

*
hodnoty Y  postupné zmensuje, pficemz rychlost konvergence skutecné Grovné k rovnovazné zavisi
na parametru rychlost reakce A a na koeficientu mezniho sklonu k Usporam §. Odchylka v Case t je

*
rovnéz zavisla (pfimo uméme) na vzdalenosti pocatetni hodnoty Y(0) od Y .

Jestlize se tedy systém na pocatku nachazi v pocatecni Grovni Y(0), sleduje produkce ve spojité
uvazovaném Case prubéh popsany trajektorii (4.40), dle niz produkce monoténné sméfuje k rovnovazné
Grovni dané konstantou Y~ = A/ S.

4.6 Phillipsiiv model akceleratoru a multiplikatoru

Tento model se li$i od pfedchoziho pfedevsim tim, ze je do néj zaveden akcelerator charakterizujici
podnét pro zvySeni investic (jako zavisle proménné) podniceny ristem produkce (v minulém obdobi)

Oznacime-li jako | veli¢inu (Cistych) vyvolanych investic, bude mit akcelerator tvar
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@.41) % (I(t) d:;it))

v némz konstanta v predstavuje investicni koeficient a konstanta K rychlost reakce. Vyraz v.dY(t)/dt
mUZe byt povazovan za ur€itou potencialni Urover vyvolanych investic, za niz se opozduje skute¢na
veli¢ina |. Makrospotiebni funkce je opét lineami, neobsahujici ¢asové zpozdéni:

(4.42) C(t) =c.Y(t) = (1-5)Y(t)

Nabidkova stranka modelu je pfedstavovana vztahem identickym s (4.34)
dy(t) _
dt

Model multiplikatoru-akceleratoru tedy sestava ze tfi rovnic (4.41),(4.42),(4.43), pficemz jeho
integrujicim prvkem je opét identita rozdéleni poptavky

(4.44) Z(t) = C(t) +1(t) + A(t) =(1—s).Y(t) +1(t) + A(t)

Jak je z definiCnich vztah( (4.41) - (4.44) patrné, v modelu se vyskytuji dvé rozlozena zpozdéni
spojitého (exponencialniho) typu. Jedno z nich je na nabidkové strané: poptévka reaguje na rozdil mezi
skutetnou a potencialni hodnotou produkce s rychlosti A , druhé zpozdéni je na strané akceleratoru:
pfirGstek investic reaguje na zmény v produkci s rychlosti K .

(4.43) = A(Y(t) - Z(t)

Poznamka: Vyrazy (4.41) pro akcelerator a (4.43) pro multiplikator jsou odvozeny na zakladé teorie
modell rozloZenych zpozdéni (konkrétné modelu s (nekone¢nym) exponencialnim zpozdénim). Zde
je levostranna proménna — tzn. v (4.41) zména vyvolanych investic, v (4.42) zména dichodu — popsana
funkci zahrnujici vzdy skutenou a potencialni Uroven této proménné. Vyraz v.dY(t)/dt v (4.41)
pfedstavuje takovouto potenciélni Uroven investic, zatimco v (4.43) je potencialni Uroveri duchodu
ztotoznéna s celkovou poptavkou Z(t). Konstanta K se nazyva rychlost reakce akceleratoru,
konstantaA rychlost reakce multiplikatoru. Obé jsou kladna Gisla, nulova hodnota by znamenala, ze
k zadnému pfizpGsobeni (skute¢né hodnoty hodnoté potencialni) nedochazi.

DalSi krok v analyze tohoto modelu spociva v nalezeni jeho FeSeni, které - jak je z povahy vztahl patrné
- bude predstavovano diferencialni rovnici vy$8iho nez prvniho fFadu. Abychom tuto rovnici zformulovali
a prisludné feSeni nalezli, dosadime nejprve vztah (4.43) do (4.42). Dostaneme

(4.45) int) -AY(t)+A. [(1 -s).Y(t) +(t) + A(t)] coZ po Upravé vede k
(4.46) i) = 1 IO ov)-A®R)  respk
(4.47) dit) _ 1 d2Y(t) SdY(t) |

dt AT dt? O dt
nebot i zde pijimame predpoklad, Ze velicina A(t) je v modelu uvazovana jako konstantni A(t) = A.
Vyrazy pro I(t) a dI(t)/d(t) nyni dosadime do (4.41):

1 d? Y(t) dY(t) _ [1 dy(t)
+S. =—K.
A dt? dt A dt

+s.Y(t) - Ai|+KVi(t)
dt
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Pfeskupenim jednotlivych ¢lenl do poradi s klesajicim stupném diferencialnich ¢lend dostaneme
1 d?Y(t K dy(t ~

(4.48) —:—él+(s+——KN}—il+K&Wﬂ=KA
A dt A dt

kteryzto vyraz predstavuje lineérni diferencialni rovnici 2. fadu obecného tvaru

d?Y(t)  dY(t)

+a.
dt? dt

(4.49) +b.Y(t)=c

v niz jednotlivé konstanty maji konkretizaci a=A.s+K—-K.A.V , b=A.K.s ,¢c= AKA |

Poznamka: Jednim z feSeni rovnice (4.48) je opét trajektorie Y(t) odpovidajici rovnovaznému stavu

~

« A dy(t
Y(t)=Y =—, o ¢emz se Ize snadno pfesvédcit pfimym dosazenim: zde plati # =0 atedy |
S
v | A _
dT =0, takze leva strana (4.48) je rovna K.s.; , tedy pravé strané. o.

Zaméfime-li se dale na vyvoj odchylek od rovnovahy tzn. €(t) = Y(t) — Y', ukaze se opét jako v fadé
pfedchozich pfipadu , Ze i zde Ize dospét k linearni diferencialni rovnici 2. Fadu tvaru pro tyto odchylky.:
d%e(t)  de(t)
o ta.
dt dt

(4.50) +b.g(t)=c

Reseni Phillipsova modelu akceleratoru-multiplikatoru

Reeni této rovnice ma - na rozdil od predchozich pfipadt - nemonoténni, osciladni charakter. Ten déle
mUZe jak tlumeny (se zmen3ujici se amplitudou). tak explozivni (amplituda v ¢ase roste), pfiCemz tyto

oscilace kmitaji kolem rovnovazného bodu Y = A/ S.

Pokud bychom toto feSeni zkoumali podrobnéji, zaznamename, Ze je nutno uvazovat
dvé pocatecni podminky:

Prva z nich charakterizuje stav ve vychozim bodé ,0° tj. pro t = 0, kde zfejmé Y(0) = 0, druha pak

popisuje v témze Casovém okamziku ,0“ situaci prfed zapoCetim plsobeni akceleratoru. Tato druha

podminka, ktera je dana multiplikatorem, ma tvar

dv(t)
dt

Pribéh dichodu od jedné rovnovazné urovné ke druhé je tedy popsan rovnici (4.48) s poCateCnimi

podminkami Y(0) =0 a (4.51).

Reseni linearni diferencialni rovnice 2.fadu (4.50) nyni ve struénosti popiseme:

(4.51) =AA prot=0

Uvédomme si, ze zde vystupuje Ctvefice parametrd, jmenovité S,V,A, K, kterd maze ovlivnit ( a také
silné ovliviuje) charakter vystupni diichodové trajektorie.
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Vysledkem analyzy , pfi které (aspon pro ¢astecné zjednoduseni pokladame K =1) je nasledujici®

1
A) pro pfipad X < [\/V - \/g] 2 bude vysledna trajektorie neoscilujici explozivni
1
B) pro [\/V - \/E] 2< X <V-S bude vysledna trajektorie oscilujici  explozivni
1
C)pro V=§ << [ﬁ + \/E] 2 bude vysledna trajektorie oscilujici  tlumena

1
D) pro pfipad [\/V+\/§]2<X bude vysledna trajektorie neoscilujici tlumena

S ohledem na velikost parametr(i v realité , kde plati § <<V , budou v§echny meze kladna Cisla.
Vysvétlivky:

Oscilujicim prabéhem rozumime nemonoténni periodicky se opakujici rist stfidany klesanim (jako u
funkci sin ¢i €0s) . Opaény prabéh trajektorie (monoténni) nazveme neoscilujici.

Explozivnim pribéhem rozumime takovy pribéh, kdy se odchylky od konstantniho rovnovazného
stavu postupné zvétSuji. Pokud se tyto odchylky postupné zmenSuji (a trajektorie se pfiblizuje
konstantni drovni) , pak mluvime o tlumeném priabéhu. Neni-li pribéh ani explozivni, ani tlumeny, pak
jde o setrvani na konstantni odchylce od rovnovéazného stavu. Tomu budou odpovidat pfechodové stavy
mezi A), B), C), D), kdy relace “<*mezi horni a dolni mezi budou nahrazeny rovnostmi.

% Podrobné odvozeni Ize nalézt napi.R.G.D. Allen: Matematicka Ekonomie str. 250-255.
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