3 Klasické funkcni tvary v teorii produkce
3.1 COBB- DOUGLASova produkcéni funkce

Tento funkEni tvar popisuje vztah mezi produkci a vyrobnimi faktory prace a kapital
mocninnym vyjadienim #{j.

(3.1) Y =By x5 b

kde se pro parametry pf,,[, zpravidla pfedpoklada omezeni hodnot na interval
0<p,B, <l. Parametr [, musi byt pfirozené kladny.! Souget obou mocninnych
parametru je obvykle blizky hodnoté 1, pfiCemz empirické ekonometrické analyzy
naznacuji spiSe situaci g, + B, <1. Jak ukazeme, pfiblizeni souCtu mocninnych pa-
rametrd hodnoté 1 (zvlasté, je-li jich vice nez 2) Ize dobfe zdlvodnit, pokud vyvoj
produkce v tomto funkénim tvaru je popsan vyrobnimi faktory vy€erpavajicim zpulso-
bem.

Nékdy se a priori pfedpoklada presné spinéni identity B, + 3, =1, coz vSak ma
opravnéni jen v urcitych situacich. V takovémto pfipadé lze chovani produkce vy-
stihnout zavislosti

(3.2) Y=p, k7,
pricemz po vydéleni praci L ziskdme vztah
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a tim i ekonomicky nazorné interpretovatelny vztah o zavislosti veli€iny 7 ( prdmérna

produktivita prace) na intenzitnim faktoru % (vybavenost prace kapitalem)

.Pritazlivost tohoto funkéniho tvaru Ize spatfovat i v nékolika dalSich smérech :

1. Cobb-Douglasova funkce spliiuje vSechny Shephardem formulované axiomy
(S1) - (S6), az na posledni (S7*) poZadujici ohranidenost t&inné podmnoziny E(y)
produkéni mnoziny vstupu, Lze se o tom snadno pFesvédcit pfimo, navic Cobb-
Douglasltv nelinearni tvar je pfi pfijatych omezenich na mocninné parametry
0< 5,5, <1 konkavni funkce.

2. Ekonomické charakteristiky Cobb-Douglasovy funkce Ize snadno spocist, coz po-
stupné ukazeme :

1 Cobbova-Douglasova funkce byla poprvé uvedena v ¢lanku Cobb-Douglas : “A Theory of Producti-
on” uvefejnéném v American Economic Review (1928), kde byly pomoci ni ekonometricky zkoumany
kvantitativni vztahy mezi produkci, praci a kapitalem na agregované urovni americké ekonomiky po-
Catku 20.stoleti.



a) mezni produktivity

oY _
(3.4) mK:—:aHﬁU(ﬁ‘ lLﬂz :ﬁlEIZ
0K
Podobné dostaneme m, = £, D}Li ; mezni produktivity jsou tedy S, resp. B, nasobky
primérnych produktivit r resp r
Y K L

b) koeficienty pruznosti produkce
vzhledem ke kapitalu

(3.5A) eg =mg 9[;:51 9[%9[; = b

a obdobné vzhledem k praci

(3.5B) ey =mLBé=ﬁ1BZGé=ﬂ2,

Y LY
Jsou tedy pfimo rovny mocninnym koeficientdm funk&niho tvaru. Parametr S, vyja-
dfuje procentualni miru vlivu kapitélu a podobné& parametr [, procentualni miru vlivu

prace na hodnoté produkce. Pokud bychom jiz neuvazovali pusobeni zadnych jinych
vyrobnich faktorl na produkci, Ize pfijmout tezi o (zhruba) jedniCkovém souctu obou
parametru (koeficient( pruznosti produkce vic¢i obéma faktordm).

PovSimnéme si, Ze oba koeficienty elasticity jsou konstantni v celém faktorovém pro-
storu.

c) Uéasti vyrobnich faktord na produkci ziskame rovnéz velmi snadno :

(3.6) vg = 1Y apodobné v = pr 1Y

Také odtud vyplyva logicky pozadavek, aby soucet koeficientd S, + B, byl (pfiblizné)
jednickovy.

d) Vynosy z rozsahu produkce Ize u dvoufaktorové Cobb-Douglasovy funkce vyvo-
dit z vyjadfeni :

(3.7) F(LK,2.L)=a(iK)P daL)P2 =284 P r(k L),

Odtud je jednak patrné, Ze tato produkéni funkce je homogenni stupné S, + S, , jed-
nak z ného pfimo vyvodime povahu vynoslU zrozsahu produkce, ktera je urCena
souctem mocninnych parametrd. Jestlize g, + B, <1, jde o klesajici, pro S, + 5, =1
obdobné o konstantni, resp. pfi S, + 3, >1 vykazuje Cobb-Douglastv tvar rostouci
vynosy z rozsahu produkce. Posledni pfipad lze v ekonometrickych aplikacich za-
znamenat jen zfidka.

e) Mezni mira substituce r,, se opét snadno ur¢i zdefiniéniho vztahu
rKL :m—L,

mg



jehoz naplnénim pro Cobb-Douglasuv tvar obdrzime
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Mezni mira substituce mezi praci a kapitalem u Cobb-Douglasovy produkéni funkce
tedy zavisi na poloze bodu, v némz ji ve faktorovém prostoru vyc€islujeme. Je pfimo
umérna vybavenosti prace kapitalem ( tj. podilu K/L ) a podilu elasticit 8, /8, .

(3.8)

f) Pruznost substituce s,, urCime tentokrat jinym postupem nez pomoci nékterého
z dfive uvedenych vypocetnich vzorcl, a to pomoci nasledujiciho obratu :

Logaritmujme vztah (3.8), pfiCemz podil % oznaCme strucnéji jako «. Nejprve do-

staneme
(3.9) Inrgr = ln(ﬂ—zj +iho
b
a naslednym diferencovanim
(3.10) dinrgr = Olnrky gyl Pa) Ok gy
o) dlnw

0 ln(’BZJ
b
nebot jiné zmény nez obou aditivnich komponent pravé strany (3.9) neuvaZzujeme.

Jak blize patrno, vyraz dln(ﬁ—z] jako zména konstanty (nezavislé na ménicich se

1

Olnrgy

Inw
li parcialni derivaci (podle /n @) vztahu (3.9). Diferencial d Inrg; vyjadieny aditiv-
nim rozkladem (3.10) se timto redukuje na vztah

(3.11) dinrg; =dlno

K ,L) jenulovy a obdobné podil je roven jedné, coz je ziejmé, vyjadfime-

Vzhledem k tomu, Ze podil pravé a levé strany (3.11) neni nic jiného nez ,logaritmic-
ka“ definice pruznosti substituce s, - viz definiéni vztah (2.7A) - , znamena to, zZe
s, =1. Stejny vysledek bychom obdrzeli pomoci vypocetniho vzorce (2.8) nebo —
za podminky g, + B, =1 — pres vztah (2.17). Ziskany vysledek znamena mj. to, ze
Cobb-Douglastv funkéni tvar predstavuje pfiklad produkéni funkce, u niz je elasticita
substituce s,, nezavisla na poloze faktorové kombinace na pfislusné izokvanté (s,,

je tedy konstantni).

3. Jesté se struéné zminime o ekonometrické Uloze odhadu parametri Cobb-
Douglasovy produkéni funkce. Logaritmovanim vychoziho tvaru (3.1 ) ziskame

(3.12) InY=Inpy+p1nK+prInL



Pfipojenim nahodné slozky u; s pfisuzovanymi vlastnostmi ( centrovanost, homos-
kedasticita a nekorelovanost s jednotlivymi vysvétlujicimi proménnymi) pfejdeme k
regresnimu vztahu (v zapise pro vektory pozorovanych hodnot Y,, K, a L,)
t=12,..,T,vnémz T je délka vzorku pozorovani :

(3.12A) InY,=lnfy+p1InK; +prinL; +Inu,.

PovSimnéme si vSak, Ze pfi této specifikaci by ve vztahu (3.1) nahodné slozky muse-
ly byt pfipojeny multiplikativné, tzn. stochasticky vyjadfena Cobb-Douglasova funkce
by musela mit tvar

(3.13) Y=o K/ f2e

a exponencialné vazané nahodné odchylky by napf. jiz nemohly byt zaporné.

Pfi odhadu parametri Cobb-Douglasovy funkce Ize na linearné-aditivni tvar (3.12a)
uplatnit napf. prostou metodu nejmensich &tverci (MNC, OLS). Jako zavisle pro-
ménna bude v regresi vystupovat logaritmovana hodnota produkce InY,, jako neza-

visle proménné pak logaritmované hodnoty prace InZ, a kapitalu InK,. Uvedenym
postupem ziskame pfimo (konzistentni) odhady parametrd S, a S, a téz odhad lo-
garitmované hodnoty uroviiového parametru Cobb-Douglasova tvaru ,6’0* =Inp,.
Odhad g, plvodniho parametru pak ziskame snadno zpétnou exponencialni trans-

r 0*
formaci B, =e” .

Pro Uplnost je tfeba uvést, Ze timto zplsobem ziskany odhad parametrd g,, 3, g,

nebude (ze statistického hlediska) nejlepsi mozny. Jak patrno, minimalizaénim krité-
riem pfi vySe uvedeném postupu je vyraz

T T
> (ln Y, —In Y*t)2 nikoliv pavodni soucet étverca >’ (Yt - Y*t)2 , kde
t=1 t=1

Y,* oznacuje vyrovnané hodnoty. Méreni odchylekY, od Yt* zde probiha v “logarit-

movaneé®, nikoliv v ptivodni ,metrice”. Pokud bychom trvali na pavodnim kritériu, mu-
seli bychom k pfesnému odhadu parametrt uplatnit nelinearni metodu nejmensSich
&tverct (NLMNC, NLLS). Dodejme soudasné, Ze v fadé praktickych situaci nebudou
rozdily mezi jednim resp. druhym zpusobem odhadnutymi parametry pfrilis velké.
Cobb-Douglasova produkéni funkce je z tohoto hlediska jen ,slabé nelinearni®, nebot
po logaritmické transformaci jde o funkéni tvar, ktery jiz je v parametrech linearni.

Podobu izokvant Cobb-Douglasovy funkce ovliviiuji v8echny tfi parametry. Parametr
B, ma vliv na ,vzdalenosti“ izokvant o rdznych hladinach produkce, miru zakfiveni

pak urCuji mocninné parametry f[,,5, . V pfipadé rovnosti obou parametrd S, 5,
budou izokvanty symetrické vici ose/paprsku vychazejiciho z po¢atku pod uhlem
45°. S ohledem na multiplikativni tvar funkce nemohou izokvanty (pro koneéné hod-
noty vyrobnich faktort ) pfilnout k soufadnicovym osam (blizi se k nim vSak asympto-
ticky), tzn. ze jak prace L tak kapital K jsou podstatné (,essential“) vyrobni faktory.
Nejsou-li pfitomny v kladnych mnoZstvich, nelze dosahnout ( ani pfi jakkoliv velkém
nasazeni ostatnich vyrobnich faktort ) kladné hodnoty produkce.



3.2 LEONTIEFova produkéni funkce

Tato produk¢ni funkce nese pojmenovani po vyznamném americkém ekonomu a
ekonometru ruského plivodu Vasiliji Leontjevovi (v anglické transkripci psano Wassil-
ly Leontief) a pfedstavuje vici Cobb-Douglasové produkcni funkci zcela protikladny
pripad (v bézné ekonomické realité vSak nijak Fidky).

Timto zpdsobem vyjadfena vyrobni technologie nepfipousti viibec Zadnou substituc-
nost mezi vyrobnimi faktory. Mluvime o tzv. pevnych technickych koeficientech, jiny-
mi slovy o vyrobnim procesu, ktery racionalné probiha pouze pfi pevnych proporcich
nasazeni vsech vyrobnich faktort. Tato produkéni funkce ma méné obvykly, nicméné
jednoduchy tvar :

(3.14) Y =MinlaK;pLl
kde o> 0, >0 jsou vhodné kladné konstanty.

Leontjevova produkcéni funkce je na prvni pohled charakteristicka tim, Ze jeji izokvan-
ty maji podobu dvou hran (levé a dolni) neomezenych pravouhelnik(, pficemz styény
rohovy bod je pravé jedinym bodem ucinné podmnoziny (produk&ni mnoziny vstup)
a jeho soufadnice udavaji pravé pozadovany pomér nasazeni vyrobnich faktor. Pro
ruzné hodnoty produkce lezi tyto vrcholy na polopfimce vychazejici z poc€atku, jejiz
smérnice je rovna podilu g.
Obdobny obraz obdrzime u vicefaktorové Leontjevovy funkce s tim, Ze geometricka
podoba zavisi na poctu faktoru (v pfipadé tfi faktord je ucinny bod ronem neomeze-
ného kvadru). Zadna moznost substituce mezi vyrobnimi faktory se ani zde nepfi-
pousti.

Pfipad pevnych vyrobnich koeficientl je pfedevsim na mikrourovni a v situacich, kdy
jde o modelovani technickych &i chemickych vztahu, dosti bézny. V metalurgii je fada
vyrobnich procesu charakteristicka tim, zZe se pfipousti nanejvy$ nepatrna variabilita
pouzitych kovu/prvkl : vyroba nerezovych oceli, slozeni specialnich slitin (délovina,
zvonovina). Podobné se chova cela fada chemickych procesul, u kterych dosazeni
Zzadouci chemické slou€eniny (slitiny) (krakovani ropy, vyroba barviv apod.) vyZaduje
dodrzeni pfesného poméru v nasazeni vyrobnich faktorl. Podobné téz ve zlatnictvi
mame sice moznost sméSovat cenné kovy (stfibro, zlato, paladium, platina)
v Sirokém rozmezi vzajemnych proporci, avSak zvyklosti trhu vyzaduji dodrzeni tra-
di¢nich poméru (viz napft. 14, 18 nebo 22-karatové zlato).

Probereme postupné ekonomické charakteristiky Leontjevovy produkcni funkce:

Y Y
a) Mezni produktivity prace mj =3—L a kapitalu mg =Z—K uréime limitnim zpa-
sobem vypoctu derivaci. Plati :
o _ Min|a(K + AK); BL] - Min|oK ; BL]
0K 4K -0 AK

=0 pro pfipad, Zze minima se nabyva v hodnoté AL
=qa pro pfipad, Zze minima se nabyva v hodnoté ak

(3.15A)




or _ . Min|aK ; B(L + AL)| - Min|aK ; L]

0L 4L -0 AL
=0 pro pfipad, Ze minima se nabyva v hodnoté ak
= S pro pfipad, Ze minima se nabyva v hodnoté AL

(3.15B)

Jedinym bodem, kde jsou obé& mezni produktivity kladné, je tedy zminény vrchol pra-
vouhelnika (zde plati rovnost SL = aK ).

b) Koeficienty pruznosti produkce odvodime nyni jiZ snadno: vzhledem ke kapita-
lu maji tvar

K K
(3.16A) ex =mg 7 = a7 pro pfipad, Ze minima se nabyva v hodnoté ak, jinak
0.

a vzhledem k praci

L L
(3.16B) ey =my ? = ,b’? pro pfipad, Ze minima se nabyva v hodnoté AL, jinak0 .

c) Uéasti vyrobnich faktort na produkci uréime stejné lehce :
(3.17) vg =mg [K =alK apodobné v; =m; [L=pI[L

se stejnymi omezenimi na minimalizujici faktor v produkéni funkci jako tomu je u
meznich produktivit (v opacnych pfipadech je pfislusna faktorova ucast nulova).

d) VySetfeni povahy vynost z rozsahu vyroby u dvoufaktorové Leontjevovy pro-
dukéni funkce pfinasi tento vysledek :

(3.18)  F(AK,AL)= Min|aK ; pAL| = AMin|aK ; BL|= A1 F(K L)

z Cehoz je patrné, Ze funkce je linearné homogenni a tudiz ma konstantni vynosy z
rozsahu.

e) Mezni miru substituce r,, rovnéz snadno ur€ime z defini¢niho vztahu r,, = L2y
mK

ktery nabyva jedinou “standardni” hodnotu g v bodé, kde plati aK = L. V jinych

bodech izokvant je hodnotar,, bud nulova (na horizontalnim useku izokvanty, kde i

velmi maly pfiristek mnozstvi kapitalu nelze substituovat jakkoliv velkym mnozstvim
prace) nebo naopak nekonecné velka (na svislém useku izokvanty staCi nepatrné
mnozstvi prace ke zvySeni produkce, coz neni dosazitelné samostatné zadnym ko-
necnym mnozstvim kapitalu). Faktory maji vlastnost tzv. limitovatelnosti, o niz bude
pojednano v Casti [4].

f) Konecne velikost pruznosti substituce s g; vyvodime nasledovneé :

V rohu nekonecneho pravouhelnika je mezni mira substituce rg; rovna §(¢ 0). Vy-

jdeme li z tohoto bodu, pak jakykoliv posun po izokvanté implikuje vZzdy skokovitou
zmeénu r,, , a to bud na hodnotu + « (smér nahoru) nebo na hodnotu O (smér dopra-



va). Proto dr,, =+ o ,atudiz drg; /ry; =+ . Vyraz dIn(K /L) bude mit pfi pohy-
bu po izokvanté vychazeje z téhoz bodu naproti tomu vzdy konecnou velikost, nebot’
pomér faktorl se méni spojité. Proto bude s,, =0. Vypocetnich vzorcl, které obsa-
huji vypocty derivaci (ac je Leontiefova funkce linearné homogenni), nelze k urCeni
s, pouzit, nebot parcialni derivace na izokvanté neexistuji (jsou rizné zleva/zprava

resp.shora/zdola) .

3.3 ACMS (ARROW - CHENERY- MINHAS - SOLLOWova) produk¢ni funkce

ACMS-funkce byla vyvinuta za ucelem postihnout obecny tvar funkce vykazujici
vlastnost konstantni pruZnosti substituce.? Z tohoto dtvodu byva také &asto oznaco-
vana jako CES-funkce (z anglického “Constant Elasticity of Substitution”). Toto
oznaceni vSak neni zcela pfesné, nebot - jak jsme vidéli - také Cobb-Douglasova
funkce ma zminénou vlastnost. Zejména v 60. a 70.letech 20.stoleti byl nize uvedeny
funkCni tvar produkéni funkce pfedmétem zevrubného teoretického zkoumani a —
jako alternativa ke Cobb-Douglasové funkci — mnohokrat nasazen v empirickém
ekonometrickém vyzkumu.

V puvodnim zapise pro dva vyrobni faktory prace L a kapital K ma tvar
1

(3.21) Yzy[(éﬂ(‘p +(1—5)E‘p)p,
pficemz kazdy z jejich tfi parametrd y, 0, p ma svij specificky vyznam, omezeni
pripustnych hodnot i pojmenovani.

- parametr y (vzdy >0 ) udava vztah mezi méfitky jednotek vyrobnich faktord a pro-

dukce a
nazyva se proto parametr urovné,

- parametr o ( situovany do intervalu (0,1)) separuje vliv kazdého vyrobniho faktoru

samo
statné a je pojmenovan distribu¢ni parametr a

- parametr p je nazyvan substitucni parametr, nebot jim (a jen jim) je urCena veli-
kost pruznosti substituce s, . Tento parametr mize nabyvat pfipustnych hodnot ze
sjednoceni intervald <— 1, O) O (0,+00).

Pfes ponékud komplikovanéjsi definic¢ni vyraz Ize na ACMS-funkci jednoduseji pohli-
Zet jako na vazenou stfedni hodnotu (dvou vyrobnich faktord K,L) stupné o . Polo-

zime-li totiz o = —p a zapiSeme-li r jako Q, lze pak vyraz (3.21) zapsat jako
4

(3.22) 0" =k +(1-06)17),

PfitaZlivost tohoto funkéniho tvaru vyplyva mj. ze skuteCnosti, ze ACMS-funkce pred-
stavuje (spolu se svymi ,krajnimi“ pfipady ve vztahu k substituénimu parametrup : p
= -1, p = + o ¢i limitnim“ pfipadem p =0) Uplnou tfidu funkénich tvara vykazujicich

2 ACMS funkcni tvar produkéni funkce byl poprvé publikovan autory K.Arrow, H.B.Chenery, B.Minhas
aR. Sollow v ¢lanku Capital-Labor Substitution and Economic Efficiency uvefejnéném v Review of
Economics and Statistics (1961).



konstantni pruznost substituce sg; béhem pohybu po kterékoliv izokvanté. Jednic-

kova hodnota této charakteristiky u Cobb-Douglasovy funkce je totiz z hlediska pre-
vazujici naro€nosti substituce (a to nejen prace kapitalem) pfilis ,pfizniva“. Ve sku-
te€nosti probiha proces nahrazovani jednoho faktoru druhym (a vice versa) obtiznéji.

Konkrétné pro hodnotu p = —1 nabyva ACMS-funkce tvar prosté linearni produkéni
funkce (jak patrno po pfimém dosazeni).

(3.23) F(K,L)=p1.K+pr.L , kde p1=96>0, pr=9(1-0)>0.

Dale Ize ukazat oboustrannym limitnim pfechodem pro p - 0, ze pii p=0 ACMS
funkce prechazi v Cobb-Douglasovu funkci, konkrétné tvaru
(3.24) F(K,L)=yx° O™

Konec¢né v limitnim pfipadé p - +co nabyva ACMS-funkce tvar charakterizovany
Leontiefovou produkéni funkci

(3.25) F(K,L)=Min[6.K:(1-0)L].

Je tedy pozoruhodné, ze ACMS-funkce pokryva jak substituéni pripady tak i typicky
“nesubstituéni”, komplementarni situaci.

Nejprve se presvédCime, ze ACMS-tvar predstavuje skute€né produkcni funkci. To
opét provedeme postupnym vysSetienim Shephardovych axiomu, coz je nepatrné ob-

rv  wiwvos

(S1)PropO(-1,0) plati lim 0K =0i lim (1-0)L™” =0 a proto

lim F(K,L)=0
K,L -0+

Jestlize naopak p [ (O,+00), potom take

lim 6K P =+ i lim (1-8)[L™” =+w ,coZvsak opét znamena, e
K -0+ L0+
- 1/
im o +1-0)x ) =0
K,L -0+

Spojitym dodefinovanim hodnotou 0 Ize tedy pro oba intervaly p zajistit platnost
podminky F(0,0) =0.

Funkce ( 3.21) je zfejmé konecna pro kone¢na K,L a spojitd v celém definiénim
oboru, z ¢ehoz vyplyva spinéni axiomu (S2) a (S5).

K ovérfeni (S3) sta¢i ukazat, Zze ACMS-funkce je rostouci v obou argumentech :

Je-li totiz p 0(~1,0), pak 6 [K ™7 je rostouci v K a shodné (1—5)L™" je rostouci
1
v L. Nasledné sloZena funkce y (& *, kde z = (6 K~ +(1-06) E_p)je rostouci v



K i L. Jestlize opacné p[0(0,+), potom d[K ™ je klesajici v K a obdobné
1

(1-0)” je Kesajici v L, v dusledku &ehoz funkce y[k 7, kde
z= (5 [K~* +(1—5)EL_p)je opét rostouci v K i L .

Pro ovéreni (P4) pouzijeme vysetieni proporcionalni umérnosti (s néjakym kladnym
A ):(3.26)

F(AK,AL) =y E(é [AK)™® +(1-8){AL) ™ )':» =y [ﬁA‘P (6K'P +(1-3)L° )]'; = NF(K,L)

Z toho jednak plyne, ze pro vSechny kombinace vstupl poskytujici kladny vynos (ij.

pro —1<p<0jdeo x=0apro p>00 x>0)plati [lim F(x):+00,jednakje
X — +0o

tim prokazana linearni homogenita ACMS-funkce.

Kvazikonkavnost (P6), ktera se pfimo dokazuje (zejména pro vice vyrobnich faktor()
nesnadno, zde vyplyva z konkavnosti ACMS-funkce. VySetfujeme-li konecné platnost
podminky (P7%), zjiStujeme, Ze pro p vybrané z intervalu (O,+oo) nejsou ucinné pod-

mnoziny E(YO) ohrani¢ené. Pro—1< p <0 se tato slabina neprojevuje, avsak z
empirickych Setfeni (a nasledné odhadnutého p) vyplyva, zZe typictéjSi je pravé
opacny pfipad. Navic s ohledem na to, Ze rozsah kladnych hodnot p je nepomérné

,2bohat$i“ nez interval zapornych, neni vtomto sméru pfednost ACMS —produkéni

funkce pfed Cobb-Douglasovym tvarem nijak zfetelna.

Nyni se budeme vénovat vycisleni podstatnych ekonomickych charakteristik u tohoto
typu dvoufaktorové produkcni funkce (za vyrobni faktory ve shodé s (3.30) povazu-
jeme praci L a kapital K ):

a) mezni produktivity

prace
1

_o0Y _ _y - I ~p-1

(3.27A) mg =—=-L5K P +(1-0)L?| » |-6pK”
0K p
resp. kapitalu
1
_oY _ vy -p -p| -p-1
(3.27B) mp = - = PK +{-0)”| » |0-1)p@
P

ziskdme snadno derivovanim, pfiemz ziskané vyrazy Ize dale upravit s vyuZitim de-
finicniho vztahu
1

Y = y[a K~ +(1-0) E_p]_p na



(3.28AB) mg = r E ! resp. myp = r E !

K 1+(1_5)w/) L, 0
(1-6)w?

b) ucasti faktoru na produkci nasledné pfijimaji tyto vyrazy

(3.29A) vy =my L = Yé pro ucast prace |,
1+
(1 - 5)a)p
Y - L
(3.29B) vg =mg [K = pro Ucast kapitalu .
1+ (1-6)w”

0
Jak je patrné, jak mezni produktivity, tak faktorové ucasti zavisi na poméru faktort

% i na vSech parametrech ACMS — funkce. S ohledem na pfipustné hodnoty para-

metrl ACMS-tvaru jsou kladné.

c) koeficienty pruznosti produkce obdrzime stejné snadno .Vzhledem ke kapitalu
dostaneme

(3.30A) exg =mg BIS = !
Y (1 —5)a)p
1+ 7=
0
elasticitu vzhledem k praci pak jako
N
(3.308) ey —my - 5
Y 1+
(1-6)w”

Takeé koeficienty pruznosti, jak je vidét, zavisi na poméru faktord w = %

d) Charakterizaci vynost z rozsahu vyroby jsme v podstaté jiz podali v prabéhu
vySetfovani axiomu (S4). Konstatovali jsme, ze ACMS-produkcni funkce vykazuje
konstantni vynosy z rozsahu vyroby v dusledku homogenity 1. stupné (bez ohledu na
velikosti uroviioveho a substituc¢niho parametru).

m
e) mezni mira substituce je dana podilem —L 4 jako takova ma vyjadreni
mg
1
A
(1-0)w”
I ’
_ o
4 (1-0)w
o

1+
(3.30B) re, =

LS
i
které muze byt dale zjednoduSena na vyraz
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(3.31A) re =" d?Té

ey . K . .
zavisejici opét na podilu w =f proménlivém ve faktorovém prostoru.

f) pruznost substituce Ize urCit opét vhodnym obratem snadnéji nez z defini¢niho
vztahu (3.10): Vyjdéme ze vztahu (3.31A ) pro mezni miru substituce, ktery zloga-
ritmujeme. Dostaneme

(3.32) Inrgy = (p + 1)ln w+ ln(%)

Po uplatnéni rozkladu diferencialu mame

dp+1)Inw 1-6 )
din e

) predstavuje, jak je zfejmé, “zménu” konstanty (pfi pohybu faktort

Clen a’ln(1 0
o)

alanL

Ap+1)nw
strané (3.33 A) je roven 1, nebot’ de o derivaci levé strany (3.32) podle prvniho ¢lenu
v tomtéZ vyrazu napravo. Po tomto zjednoduseni mame dlnrg; =d(p+1)nw |

K, L ve faktorovém prostoru), a je tedy roven nule. Clen na stejné

nebot (p +1) je konstantni hodnota a zména faktort se odehrava toliko v «. Odtud
dale plyne

alanL _

3.34
( ) 0lnw

ptl
Elasticita substituce s,, je z definice rovna reciproké hodnoté levé strany (3.33A),
takze plati :

1
3.35 Sy = ——
(3.35) KL Py

sk, tedy u ACMS-produkcni funkce zavisi vyluéné na velikosti substitu¢niho para-
metru p .

Poznamka Vzhledem ktomu, ze CD-funkéni tvar je specialnim pfipadem ACMS-
funkce v limité pro p — 0, Ize pozorovat plnou shodu i v hodnotach s, , kde rovnéz

pro p =0 dava vyraz (3.35) velikost 1.

Obdobné pfi p — +o (pfipad Leontjevova funkéniho tvaru) plati  lim sg; =0 a
p_>+oo

kone¢né [im sk =+, odpovida pfipadu ,nekonecné dobré substituce faktor(
p--1
u linearni produk¢ni funkce .
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3.4 Produkéni funkce typu ADDILOG
(3.36) Y =K% + B, L*"

muZze byt rovnéz jako funkce vystihujici vyrobni proces z ur€itych hledisek akcepto-
vana.> Obvykle se pfitom pfijima zUZeni pFipustnych hodnot parametrli na :
B.6,>0, a,, a, D(O,l) , Zzejména s tim cilem, aby ekonomické charakteristiky (co
do znamének a sméru vlivu) nabyvaly realistickych hodnot. U funkéniho tvaru (3.27)
snadno spocteme:

a) mezni produktivity vyrobnich faktoru :
(3.37) mg = ﬂIOClKal _1, myp = ﬁzazLaz _1,

odkud vyplyva potfeba omezeni hodnot parametrd do vySe vymezenych intervald,
maji-li byt mezni produktivity kladné a mit klesajici pfirustky.

b) Vyrazy pro koeficienty pruznosti produkce nabyvaji tvaru

K% Bg %2
resp. ey =m = a
v p- e =my I Baran v

c) ucasti vyrobnich faktoru na produkci

(3.38A,B) exg —=mg [—g = ﬁlal

(3.38A,B) v = pa K%, vy = Bron L2 ,
coz rovnéz musi byt kladné veliCiny .

m
e) Mezni miru substituce rg; odvozenou jako podil L neboli
mg

_Bray !
progK ™!

f) Elasticitu substituce spo¢teme tentokrat podle obecného vypoctového vzorce (
3.8):

( 3.39) rgr,

ZFejméFK =mK,FL =my, FKK =ﬂ1a1(a1 —I)Kal_z,

Frp, = Brag(an =1)L%7%, Fyp =0,
coz dosazeno do ( 3.8 ) vede k vyrazu

SKL

3 Uvedeny tvar pfimého ADDILOGu poprvé pouzil ( byt jako uZitkovou funkci) Holand’an Hendrik
S. Houthakker v r. 1960 v ¢lanku Additive preferences viz Econometrica Vol.28/No2 (1960).
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Brar L™ + prag K™ O Proa KD pras L% 7!
_ _ _ Y
K Brog (og —1)K“ 2(520‘2La2 1)2’“,32052(052‘1)L0!2 2(510511<m1 1)

Ten muze byt ponékud zjednoduSen, napf. na tvar
1

_oaqutayy

(3.40) SKL —

1
utv

vnémz u = Biog K%, v =BrarL*?

g) Pokud jde o vynosy z rozsahu vyroby, je zfejmé, Ze k dosazeni homogenity je u
ADDILOGu nutna restrikce y =0, po niz dostaneme

FK,AL) = B (AK)™ + By (AL)*2 =% iK™ + )™ B, L2 . Dale vidime, Ze
funkce maze byt homogenni jen pfi spinéni podminky a; =a, =a, kde a je pfi-
slusny stupen homogenity.
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