REDUKOVANY TVAR EKONOMETRICKEHO MODELU

REDUKOVANY TVAR modelu je takova forma ekonometrického modelu, v niz
kazda rovnice popisuje zavislost jediné bézné endogenni proménné toliko na
predeterminovanych proménnych a na nahodnych slozkach modelu. Koeficienty,
které tento tvar obsahuje, vyjadruji primo kvantitativni zavislosti vysvétlovanych
béznych endogennich proménnych na vysvétlujicich predeterminovanych
proménnych.

Matematicky zapis redukovaného tvaru zavisi na tom, zda vychozi strukturni tvar
zapiseme v ,symbolickém tvaru“ nebo v zapise ,,s pozorovanimi“ a rovnéz na
tom, ktery ze zapist strukturniho tvaru uzijeme.

1. Redukovany tvar odvozeny ze strukturniho zapsaného ,,symbolicky*
Vezmeme-li strukturni tvar v podobé

(1) y=By+Cx+e , potom

dospéjeme kredukovanému tvaru prevedenim matice béznych endogennich
proménnych nalevo a nasobenim vzniklého vztahu zleva matici (I - B )_1 ), 0 hiz
jsme dfive pfedpokladali, ze je regularni: Dostaneme

2) y=(I-B)"'Cx+(I-B)"¢ , vV némz

jednotlivé vyrazy jsou sloupcovymi vektory, jak je patrné z dimenzi jednotlivych vyraz(
Vimij = (1 _B)_l[m,m] C[m,q]x[q,zj +(1 _B)_][m,m] €rm1]

Redukovany tvar zapsany ,,symbolicky” Ize zapsat typictéji jako

(3) y=IIx+v , Vnémz

(4A) II=(1—-B) Ic je matice parametrd redukovaného tvaru rozmért [m;q] .

(4B) v=(-B) I¢  je vektor nahodnych slozek reduk. tvaru rozmérd [m;1].

Poznamka



2. Redukovany tvar odvozeny ze strukturniho zapsaného ,,v pozorovanich*
Vyjdeme-li ze strukturniho tvaru modelu zapsaného ,,v pozorovanich” jako :
(11) Y=YB+XC+E , kde
Y[T;m ;] Je matice T pozorovani m b.endogennich proménnych soustavy
X [T:q] J& matice T pozorovani q predeterminovanych proménnych soustavy
B[m,.m ] Je matice koeficientl prislusnych béznym endogennim proménnym
C [m:q] e matice koeficientu pfislusnych predeterminovanym proménnym
E [T;:m] Je matice ,pozorovani“ m nahodnych slozek ( poruch) soustavy ,

pak ziskame redukovany tvar prevedenim béznych endogennich proménnych
nalevo a nasobenim vzniklého vztahu zprava regularni matici (l -B )_1 :

(12) Y[T,m](l _B,)[m,.m] - X[T,q]C’[q,m] +E[T;m]
(13) Y=XC'(I-B ) "+E(I-B')"
Ve svétle predchoziho zna€eni je matice C: (/ —B')_1 matici transponovanou k

[1. O vyznamu prvku této matice ¢asto nazyvanych multiplikatory byla fe¢ jiz
dfive.

Redukovany tvar zapise ,,s pozorovanimi“ (13) zapiSeme ve vyjadieni

(13a) Y =X+

[M"=C'(l-B )_1 je matice parametr(i redukovaného tvaru rozméri [q;m] .
V'=E'(I-B' )_1 je matice nahodnych slozek redukovaného tvaru rozmérd [T;m].

Prirozenou otazkou, mame-li redukovany tvar zapsan v pozorovanich, je, jak je
mozno z pozorovanych hodnot obsazenych v maticich X,Y pofidit néjaky odhad
matice 1 ?*

Odhad matice koeficientl redukovaného tvaru ziskame nejsnaze pomoci
prosté/obycejné metody nejmensich ¢tvercti OLS jako

Mig:m) =XX)7' XY

' Obecné feceno, je statisticky odhad matice 77 vzdy jednodussi, nez odhad strukturnich parametri matic B,C.
Intuitivné i proto, Ze je jich poCtem zfetelné méné a dostupna informace obsazena v maticich XY je pro oba
pfipady shodna: .



tzn. pomoci OLS-regrese vSech m béznych endogennich proménnych na vSech q
predeterminovanych proménnych. ( Matice X,Y maiji shodny vyznam jako dfive)

Kovarianéni matici nahodnych slozek v redukovaného tvaru oznaéime (). Ma tvar
Q=(1-B)'z(1-B)™ , protoZe plati

Q =Cov(v) =E(v.v') = (I-B) " E(¢,¢').(1-B)" "= (1-B)~'Z(1-B)""

Jiny mozny zapis redukovaného tvaru vychazi ze zapisu strukturniho tvaru
( zapis pres vsech m rovnic pro pevné pozorovanit) :

(I=B)yt =Cxt +¢4 neboli po Upravé
yt =(1=B).Cx; +(1-B) "¢

yt =[xg+v¢ , kde nyni zapiSeme

—/q_n-!. — (| —R)-"
Mim;q) =(1=B) "1m:a)-Crm:qp Vigray =08 . tr 1)
Vektor vy nahodnych slozek redukovaného tvaru definovany (pro pevné t) jako

Ve =(I —B)_1.£t ma tyto vlastnosti :
a) E(v;)=0, protoze E(vq)=E[(I-B) 'e,]=(1-B) 'Ee; =0.

b) Cov(vs)=(1-8)7"5(1-B)7" protoze
E[vy.v¢'1=(1-B)""E(e,.,').(1-B) "= (1-B)'Z(1-B) "= 0

¢) E(vy,vs)=0, protoze Efvs.vs']=E[(1-B) ep.e5'(1-B)""]
prot#s =[(1-B)"E(e;.£5")(1-B) "1 =0

Parametry matice redukovaného tvaru, kterych je dohromady m.q (vEetné
pfipadnych nulovych hodnot parametru) oznacime 17;; . Lze je vyjadfit jako

m ,
7T,'j - ZY,’k.,Bkj , kde
k=1

BY je prvek k-tého Fadku a j-tého sloupce matice (/ — B)_1

Poznamka 1 Vztah mezi parametry strukturniho tvaru (matice B,C) a parametry
redukovaného tvaru (matice M) neni rovnocenny : Z prvki matic B,C Ize jednoznacné
urcit prvky matice I, protoze matice (I-B) je nesingularni. Naproti tomu z prvkd matice 1
neni mozné jednoznacné urcit prvky obou matic B,C) :



Porovnani poCet parametru strukturniho tvaru je celkem m.(m-1) + m.q
poCet parametr(i redukovaného tvaru celkem jen m.q .

Ve schématickém vyjadreni :

cj1 €12 €13 €14 Clg
C2] €22 €23 Coq4 Clq
C=|c37 €32 €33 (€34 C3q

71'” 71'2] 71'31 ....... 71'5q
Ty %) Ty ... 7r2q
1= T3] T30 T3 eenen 7r3q
7[m] 7l'm2 7Zm3 ...... n-mq

Matice parametrd redukovaného tvaru 77 je obecna matice. Zatimco matice Ba C
budou mit zpravidla vétsi pocet nulovych prvku, pocet nulovych prvku matice 77
bude relativné maly.



Priklad: ilustrujici postup vypoctu je maximalné zjednodu$en?

Uvazujme jednoduchy tfirovnicovy makroekonomicky model se dvéma rovnicemi
chovani a jednou identitou ve tvaru

C,=c;+b)Y, +u, - linearni spotrebni funkce (1)
I, =c3+b,Y, +c,Y,_; +w, - lineérni investi¢ni funkce  (2)
Y, =C, +1, +G, - bilanéni identita dichodu  (3)

Vyznam jednotlivych proménnych :

C; .. spotieba domacnostiv ¢ase t
I, ...investice do soukromého sektoru v ¢ase t
Y, ...narodnidichod v Case t

jsou 3 bézné endogenni proménné (m* = 3)3

"]" ..... jedni¢kovy vektor

Y._; ... narodni diichod v (pfedchazejicim) ¢ase t-1
G, .. verejné (vladni) vydaje v ¢ase t

jsou 3 predeterminované proménné (q = 3)

(/P nahodna slozka 1. rovnice

Wi e nahodna slozka 2. rovnice

jsou 2 nahodné slozky dvou stochastickych rovnic

Linearni spotrebni funkce (1) vyjadiuje zavislost aktualni spotreby na aktualni
urovni duchodu (uZ ne na zpozdénych hodnotach dichodu a spotreby).

Linearni investicni funkce (2) vyjadfuje zavislost aktualnich investic na soucasné a
o jedno obdobi zpozdéné hodnoté dichodu. Zanedban je mozny vliv dichodu
zpozdéného o vice obdobi.

Bilancni identita duchodu(3) propojuje dichod s investicemi, spotfebou a
objemem verejnych vydaijt pfi zanedbani salda zahrani€nich vztahu(export-import)
(obchodnich, penéznich) a bilance mimoradnych vynosi/ztrat.

2 Ve spotfebni funkci napf. chybi zpozdéna hodnota spotfeby Cy 4, v investiéni funkci nevystupuje
urokova mira, identita dlichodu je ,ochuzena, o Cisty export, pfirlstek zasob, saldo ztrat atd.

3 vetsi vyznam pro operace s modelem (pfi kvantifikaci parametrd) ma vSak nikoliv celkovy pocet
rovnic (zde oznaeny m*), ale pocet stochastickych rovnic m (ziskanych po vylou€eni identity).



Redukovana forma modelu je takové vyjadreni, ve kterém jsou bézné endogenni
proménné popsany jen pomoci predeterminovanych proménnych “/" , Y,_, , G,

a nahodnych slozek u,, w; .V disledku pfitomnosti identity pdjde vzdy pouze o 2
bézné endogenni proménné.

Postup vypocétu redukované formy modelu

V avahu pfichazi vypocet bud’ prostym dosazovanim (postupnou eliminaci) nebo
maticovymi operacemi. Pfitom musime nejprve zvolit, které 2 ze 3 pritomnych
béznych endogennich proménnych nechame v redukované formé :

3. bézna endogenni proménna se vylou€i pfi eliminaci identity.

Zvolme postup s eliminaci proménné /, |: substituujeme
() Iy =c3+by Y, + )Y, +w,
a dosadime rovnice do (3).

Prvni modelova rovnice zlstane ve tvaru

(1a) C, =c;+byY, +u,

Druha modelova rovnice tak prejde na tvar

(2-3) _Ct+(]_b2).)7t203 +CZ}IZ‘—]+GI+WZ‘
Nyni obé rovnice (1a) a (2-3) prepiSeme do maticového tvaru :

(4) (I-B)Y=CX+le¢

1
1 -=b; |(C 0 0 1 0
(4a) A P [ Y, |+ [
-1 1-b,|\ Y, c; ¢ 1 G 0 1|\w
t

Nyni musime osamostatnit vyraz pro kazdou zobou zbyvajicich béznych
endogennich proménnych, tj. pro C; a Y,: UCinime to invertovanim matice

,, - B)_I a vynasobenim matic C a / na pravé strané matici (/ — B)_I :
Protoze determinant matice /,, — B je roven I -B|=1-b;-b,
a inverzni matice k /,, — B ma tvar
_ 1 |I1-b, b
(I-B) = { >

1-B|| 1 I
dostaneme:



1
Y, ) 1-b-b,| I 1]|¢c; ¢ 1] (’;‘1 1-b,-b,| 1 1|lw

t
a dale roznasobenim

1
C_ 1 [cl—cjbz +b,c; b, bl] v, |+ I=b, b, [t
Y,) 1-b,—b, €y +C; S 11 \w

G

t
Odtud vyvodime nasledujici tvar pro obé rovnice redukovaného tvaru :
(5a)

1
G, :m-{ ¢, =¢/by +bjes +bicyY,_; +b,Gy +(1=by Ju, +byw, }
1 2
(5b) ¥, :;{ crtez el + Gt +w,
1-b;—b,
Matice parametrii redukovaného tvaru modelu , ktera ma obecny tvar
(6a) 17 :(7?11 Ty2 ”13]
21 722 723
s timto vyjadienim vztaht mezi parametry strukturniho a redukovaného tvaru
¢, —c;b, +bc, b,c, b,
(6b) 7= I-b,-b, I-b,=b, 1-b,-b,
¢, ¢ C2 1
I1-b,-b, I1=b;—b, I-b,-b,

Zde mame celkem 5 parametri (omezeného) strukturniho tvaru b,,b,,¢,,c,,c, a
celkem 6 nenulovych parametri  (omezeného) redukovaného tvaru

Ty 213,71 TH), 3

VSimnéme si jesté rozdilu mezi pocty parametr( strukturniho a redukovaného
tvaru, jestlize bereme v tivahu omezeni polozena na parametry modelu :

Neomezeny strukturni tvar modelu (1), (2-3) ma celkem 2.142.3 =8 parametr(
Neomezeny redukovany tvar modelu ma celkem jen 2.3 =6 parametrd

Omezeny strukturni tvar modelu ma celkem jen 5 parametri zatimco
Omezeny redukovany tvar modelu ma celkem 6 parametrd



Poznamka 2 Zaznamenejme, Ze inverzi v (/,, — B) lze provést jen tehdy, jestlize

plati

by +b, %1
Parametr b, pfitom pochazi zrovnice spotreby, zatimco parametr 5, zna ni
nezavislé rovnice investic. Zminéné omezeni tedy nema ekonomickou pfi¢inu.

Poznamka 3 Zatimco kazdé omezeni polozené na parametry strukturniho tvaru
znamena snizeni po¢tu odhadovanych parametri strukturniho tvaru o 1, neplati
zdaleka obdobna relace pro parametry redukovaného tvaru: protoze jsou
parametry uréeny vztahem (6b), jen zfidkakdy nabude parametr omezeného
redukovaného tvaru hodnotu 0.

V predchozim pfipadé jsme postupovali tak, ze jsme se zaméfili na vylouéeni
bézné endogenni proménné investice. Mohli jsme vsak také postupovat tak, ze
bychom pomoci identity vylou€ili napf. proménnou spotreba ( nebo dichod ).

Ukazeme, ze pfi odvozeni redukované formy nezalezi na tom, kterou z béznych
endogennich veli¢in na pocatku vyluéujeme, jinymi slovy, ze ta ¢ast (ten radek)
redukované formy, ktera je spoleéna obéma postuptim (zde tvar rovnice pro dlichod)
zustane beze zmén.

¢ —c]b2 +blc3 b]c2 b]
B I1-b,-b, I-b,-b, 1-b,-b,

(6b) 171 = ¢, +c, c 7
]—b]—b2 1-b;—-b, ]_bl_bz

Poznamka 4 Ponékud piedbéhneme, uvedeme-li, Ze kliGovou zaleZitosti pro moznost odhadu
parametri modelu je kladnd odpovéd’ na otazku, zda lze ze znalosti matice 7/ ziskat
jednoznaéné vSechny strukturni parametry. V nasem pfipadé to mozné je, protoze napf.

e m ™ m
ziejmé b, =13 c, = 12 _ 22
LLPX M3 Ty
. b b m m oz —Tha —1
ddle:z 1-b,—b, =—' b, =1-b,—— =1-—B 18 _T2" T
13 LLEE My  Ty3.TMy3 LLPE

Prot°2e 1_b1 _b2 = “23, méme déle C1 + C3 = "23.11'13

Ci(1=by) +bycy =11 1My;

My —My3 =1 My3 M3 +1 My
cq,(1- )+ .C3 =M1Wy Cy( )+ .C3 =TTy
My My My Moy



Postup 2
Eliminujeme nyni spotfebu z identity (3), kde dostaneme C, =Y, =/, =G,

a dosadime do prvni rovnice

Y, -1, +G, =c; +b,Y, +u, , naCezji upravime do tvaru

(1=b)Y, =1, =¢; =G, +u,

Souc¢asné ve druhé rovnici pfevedeme bézné endogenni Y;,/, proménné nalevo
Iy =byY, =cs +cp i +w,

a vytvofime maticovou podobu strukturniho tvaru s témito dvéma béznymi
endogennimi proménnymi:

1
) I -b .It _|ez e O.Yt_]+] O'Wt
-1 I1-b;|\Y, c; 0 1 0 1|\uy

G,

(Nejprve jsme zapsali rovnici pro investice, potom rovnici pro dichod). Dale jiz
postupujeme obvyklym zpisobem:

Invertujeme matici (7, — B) a dostaneme (determinant je opétroven /—b; —b;)

1-b; b,
0, - B'= 1—17]]—b2 1—17]]—b2

[-b; by 1-b;~b,

a po vynasobenim matic C a / na pravé strané matici (7 — B)_I mame (8)

I
I_ 1 [I=bp b)fes e O)\ | 1 [I=by by](u
Y;) 1-b,-b, I I]|le, 0 1'(‘;‘1 I-b,-b,| 1 1][\w

t
Odtud vyvodime nasledujici tvar pro obé rovnice redukovaného tvaru :

1
I, :m{ C3 =biC5 +Ciby +(Cy =Cob; )Yy +D2Gy + (1 =Dy Ju, +byw, }
1 ~b;

1

Yt:l—b,—bg'{

ci+ez+erl, +Gyru +w (9a-b)



Koneéné ukazeme, Ze i tfeti postup (s vyloucenim dichodu Y; ) vede k ziskani
rovnic redukovaného tvaru pro investice /, a spotiebu C,:

Postup 3
Do obou rovnic (1), (2) dosadime za dichod Y, zidentity (3). Mdme soustavu
C=c+b)(C+1,+G,)tu, (19)
1 =3 by (C I+ G )+ oY +w (2

kterou opét prepisSeme do maticové podoby

1
- - 0 b
_b2 ]—bz ]t c; O b2 G 0 1 Wy
t

Opét invertujeme matici (7, — B) a dostaneme (determinant je i zde roven hodnoté

1-5, _bz)
1-b, b
(I,-B) = 1=b=b, 175 =b, | {ase dostaneme
b, 1-b,
I=b,—b, 1-b b,

1

t
Odtud jiz snadno vyvodime nasledujici tvar pro obé rovnice redukovaného tvaru :

¢ ~7 b] b {e; —ciby +bjcs +bierYy +0,.G+(1=Dy Juy +b1'wt}
—b;— b
(11a-b)
1
! :m'{ ¢1bs +¢5 =byCs (€3 ~bycs Yoy +b3Gy + (1=by Ju, +byw, }
1 2

| v tomto pripadé jsme se tedy dopracovali k tvarum shodnym s predchozimi
vysledky. Srovnej (11a) s (5a) , resp. (11b) s (9a).

Poznamka 4 PovSimnéme-si, Ze omezeni na parametry modelu b, +b, #1,

podmiiujici vyvozeni redukovaného tvaru modelu, je nezavisle na tom, ktery ze tfi
postup jsme pro odvozeni redukovaného tvaru pfijali.
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