Neprima metoda nejmensich ¢tvercl

ILS (Indirect Least Squares method)
v soustaveé simultannich regresnich rovnic

Nepfima metoda nejmensich ¢tvercl je dalSi z okruhu metod, které poskytuji (stejné jako 2SLS
nebo IV) vzdy (pfinejmensim) konzistentni odhady strukturnich parametri regresnich rovnic v
interdependentnich ekonometrickych modelech.

Metoda se od obou predchozich lisi tim, Ze se k odhadu strukturnich parametrdi nepfistupuje
pfimo, ale pres parametry redukované formy modelu. V jejim algoritmu se misto transformaci
pozorovanych proménnych uplatiuji transformace strukturnich parametru.

Smyslem téchto transformaci je prevedeni strukturnich parametrii na zpravidla pocetnéjsi
mnozinu parametr( redukovaného tvaru (ty jsou jednoduseji a vzdy odhadnutelné) a nasledné (Ize-li
to ovSem provést) zpétné urceni strukturnich parametri pomoci parametr( redukovaného tvaru.
Hlavni nesnazi pfi tomto postupu je obecna neproveditelnost zpétného prevodu (tzn.
z odhadnutych parametrl redukovaného tvaru nelze vzdy ziskat parametry tvaru strukturniho) -
pfi¢inou nesnaze je tzv. identifikacni problém.

Formalni popis metody pro i-tou strukturni rovnici :
V rovnici zapsané jako

Yi=YiBi+ Xy +e,
vyjadiime nejprve redukovanou formu I (celého modelu) jako
Y=XN+V
kde Nn=C.(/I-B)" a V=E(I-B)"

VSimnéme si blize vztahu mezi parametry strukturniho a redukovaného tvaru :

- pocet parametru strukturniho tvaru je dan poctem prvkd v maticich B,C, kterych je
dohromady m.(m —1) + m.q (neuvazujeme-li jin& omezeni nez normovaci pravidio 5; =0 v matici
B) . Zpravidla vSak je pocet (nenulovych parametrd) strukturniho tvaru (tzn. s respektovanim
omezeni kladenych na nékteré z nich) vyrazné mensi, nebot' v obou maticich B,C je pfitomno
mnoho nulovych prvkii v dasledku nepfitomnosti mnoha modelovych proménnych
v jednotlivych rovnicich (nerovnosti q, < q,m, <m plati u rozsahlejSich modell u vétSiny rovnic).
Vkladana omezeni jsou nutna i jako “prevence” proti vyskytu problému spojenych s identifikaci
rovnic.

- pocet parametrii redukovaného tvaru je dan rozméry (obecné) matice I, tedy q.m. Na
rozdil od strukturniho tvaru je pocet parametri omezeného redukovaného tvaru (kdy bereme
v Uvahu omezeni kladena na strukturni parametry) zpravidla jen o malo mensi nez q.m.

Parametry redukovaného tvaru obsazené v matici 1 jsou vzdy odhadnutelné (obycejnou
metodou nejmensich ¢tvercl OLS). Odhadnuta matice N je ziejmé

1) rl lqm] = (X' X) a.a- X’ Yig.m]

Dulezitéjsi otazkou je, zda a za jakych podminek Ize zpétné z odhadu M odvodit plivodni
parametry (obsazené v maticich B, C ), tzn. parametry nami uvazované i-té rovnice B,,v; .

Pro detailni analyzu uvazujme napf. vztahy mezi parametry 1.regresni rovnice (uvazovani
1.rovnice neni Ujmou na obecnosti, pouze pfispéje k pfehlednému zapisu).



ZapiSme nyni ze vztahu II.(I-B) =C jen ty prvky, které se bezprostfedné vztahuji ke
strukturnim parametr(im prvni rovnice. Dostaneme :

g Yila,

g1
2) I_l[q,m]' _ﬂ.l[ml,l] :[O[_q 1]]
O[m_ml _1,1] q-q,

(U vektor( a matic jsou uvedeny pro vétsi nazornost dimenze.)

K ziskani explicitnéjSich vztahii mezi uvazovanymi parametry je tfeba navic rozdélit matici
parametri redukovaného tvaru [ tak, aby bylo patrné, které jeji submatice se vztahuji
k veli¢inam vystupujicim v 1. regresni rovnici ':

rl[ ]:( lz[ql'l] I_I[ql'ml] I_I[q]!m_ml_l] j
" \Mgeaal Mg-aum] Mia- )

q,,m-m, -

pro subvektory jsme pouzili znaceni 7z |, pro submatice 1 ; . Vztahy, které se pfimo vztahuji
k parametriim prvni regresni rovnice, Ize zapsat takto :

34) Mg m]-Bilma] T Vilaa] = T,
3B) Mig-g,m]-Bilm, 1] = Tg-q,.]

Prvni “fadek” 3A) pfedstavuje soustavu m, rovnic o m, +q, neznamych f ,y,, druhy “fadek”
3B) vyjadiuje soustavu q—q, rovnic o m, neznamych 2 Celd soustava q rovnic je
jednoznaéné Feévitelné pravé tehdy, jestlize existuje jednoznacéné reseni €asti 3B) pro strukturni
parametry B . (Cast 3A) ma charakter rekursivni podsoustavy, ktera je vzdy feSitelna).

Existence feSeni podsoustavy 3B) — které nemusi byt nutné jediné - je kli¢ové zavislé na tom,
v jakém pomeéru jsou rozméry matice },_, .| (nejsou-li jinak fadky nebo sloupce této matice

linerné zavislé). V Gvahu pfichazeji tfi moznosti:

(A)  bude-li platit g-q,<m,

bude mit podsoustava 3B) sice nekonecné mnoho algebraickych feseni, ale nebude
mozno vyvodit zadné feSeni statistického problému odhadu parametrd 3, (a nasledné ani ),
protoze nebude mozné vyjadiit zbyvajici odhadované parametry jen pomoci znamych veli¢in
(Prvkd Mg g m ] 7hq-q, i) ZUstane totiz neurCenych “pfebytecnych" m, parametrd

Odhady parametrii (prvni) strukturni rovnice neni mozné tedy statistickym zplsobem nijak
ziskat. Jde o pripad podidentifikovanosti (prvni) regresni rovnice.

! Jak je patrné, dvé submatice, jmenovité T [q,,m-m,-1] @ M [4-q,,,m-m, -1] S€ Nijak nepodileji na vztazich mezi
parametry 1.strukturni rovnice. (Maji v3ak pfirozené viiv na vztahy mezi strukturnimi parametry ostatnich rovnic).

2y pfedchozim i v dal§im textu znamena vZdy :

a1 pocet vysvétlujicich predeterminovanych proménnych i-té rovnice (véetné vektoru “1”)

m,  pocet vysvétlujicich béZ. endogennich proménnych i-té rovnice ( pokud je v jiné literature uvadén pod m1
pocet vsech béznych endogennich proménnych i-té rovnice, je nutno podminky identifikace

formulovat jako ¢ +1 =m, +q,).



(B)  bude-li platit g-q,=m,
je vidét, ze soustava 3B) bude mit pravé jediné feSeni za predpokladu, ze submatice
odhadu koeficientii redukovaného tvaru Mg-q,.m,] J& regularni, coz nastane tehdy, bude-li navic

splnéna hodnostni podminka

4) h(r =m,

[CI"h’m]])

Pokud hodnostni podminka splnéna nabude, nastane obdobny problém jako v situaci (A).
Pokud tedy soucasné s (B) nastane 4), Ize odhady parametri ziskat jednoznaéné jako

5) ﬁ.l[ml,ll = (I_Al[q_quml])_l,ﬁ[q_q“l]

y'l[qlvl] = f[[qlvl] - ﬁ [QIvml](rAI [q_qlvml])_l'f[[q_qlvl]

Tato situace odpovida pripadu presné identifikovanosti (prvni) regresni rovnice.

(C)  bude-li platit q-q,>m,

submatice ,_, ,,; je nyni singularni. Ktomu, aby existovalo néjaké feseni
statistického problému odhadu, je nutné, aby zlstala v platnosti podminka 3). Jinak by nastal
stejny problém jako v situaci (B): pfi hodnosti m,—1 by existovala regularni submatice
Mig-q,m] Fadu i hodnosti m, -1, z které bychom mohli odvodit nanejvys m, —1parametr

(avSak v zavislosti na 1 neurcitelném (pfebyte¢ném) parametru). Statisticky bychom tedy (vSechny)
parametry odvodit nemohli.

Pokud zlistane v platnosti podminka (C), je véak patrné, ze odhadované strukturni parametry
B, nebudou vyhovovat vSem rovnicim soustavy 3B) - rovnic je jen q-—gq,. Zatimco

v algebraickém smyslu nebude soustava fesitelna (poCet neznamych parametrd S, je mensi nez
pocCet rovnic), Ize se pfi feSeni statistického problému omezit pouze na (libovolnych) m, téchto

q-q
rovnic (jsou-li linedrné nezavislé). Dostaneme tak az [ m IJ rznych statistickych reseni,
1

tedy riznych odhadd, které se uplatni ve druhém kroku -feSeni podsoustavy 3A).

Tento posledni pripad odpovida preidentifikovanosti (prvni) regresni rovnice, kdy Ize odhady
strukturnich parametrd nalézt, ale ty nejsou uréeny jednoznacné.



Formalni odvozeni ILS-odhadové funkce

Abychom ziskali tvar ILS-odhadové funkce, musime vyjit z (ipIné) odhadnuté matice parametrdi
redukovaného tvaru 1)

Aigm) = (X' X) 0.0l X" Vg m]

Podotknéme, ze pouze prvnich m, +1 sloupcl matice [1 vyjadfuje vztahy mezi parametry prvni

strukturni rovnice. Je to nejlépe vidét z rozpisu (odhadnutych) prvka této matice, které ziskame
jako?

] ' [RV{O)]
6 ﬁ = (X ,X)_1 Xl yl[‘ll,ll Xl Yl[ql’ml] Xl Y [q;,m=m, ~1]
) lgm] — | x X0y XOry®
Yilq-q,.11 lig-q,,m ] [a-q;m-m, 1]

neboli - slou¢ime-li v zapisu 6) hornich q, a dolnich q — q, fadkd jednim vyjadienim? -

Migm = (X' X)'(X'y, 0y XY, XY g mom, -1y

[qva]

Soustavy 3A), 3B) Ize zapsat (pfi takovém vyjadfeni, kde parametry redukovaného tvaru, resp. jejich
odhady povazujeme za znamé) ve tvaru

7) ( Al_[[qlvml] I[ql vql] J{ﬁl[mlyl]J - ( 717[-‘1111] ]
H[q_qlva] O[q_qlqu] yl[q],l] n[q—ql,l]
Pritom matici levé strany 7) Ize zapsat (v pozorovanych v proménnych) jako™

1| I I
[ . lq,.m,] [9:.9:] J - |:(X' X)_IX’YI,( l9,.9:] ]:l — (X! X)_I[X'Yl,X' Xl]
]

My g m,] O[Q—quql Olg-q,.0,]
VSimnéme si zde, ze skute¢né plati
' R Y4 ] -1yt I[q q ] I[q q ]
(X' X)) XX,.=(X'X) XX. PR = o
O[q—ql,m] O[q—ql,m]

pokud je q, predeterminovanych proménnych tvoficich (po sloupcich) matici X, posazeno
pravé v prvnich q, sloupcich matice X.
Vektor na pravé strané 7) Ize podobné zapsat (v pozorovanych proménnych) jako
7r
(A [‘71,1] ] - (Xr X)—IX' y'l

7lg-q,1]

Pokud obé strany 7) zapiSeme s vyjadienim vektoru parametrt & ,, dostaneme

9 ) xv,xxle,; =Xy,

3 Veli¢iny X(l), y® vyjadfuji pozorovani téch proménnych, které nejsou obsaZeny v prvni regresni rovnici (u
x® jde o predeterminované proménné nepfitomné v X, , u y® jde o béZné endogenni proménné nepfitomné v Yl ).
4 Uvédéné dimenze se zde vztahuji vZdy k soucinum matic v zévorce.



S ohledem na to, Ze momentova matice X'X je regularni, Ize vztah 8) zjednodusit na
9) Xy, xX;]0,=Xy,

Odtud je zfejmé, Zze odhad parametrd nepfimou metodou nejmensich ¢tvercli bude zalozen na
feSeni rovnice tvaru

10) [X'W1]°3.1 =X'y, cili [X'(Yle)]'S.l =X"y,

kde W, =(Y,,X,). (zapsano v dimenzich: [X'[qyr] WI[T,ml+q]]J’8.1[m1+q1,1] = X'grYapr )

Je ale také ziejmé, ze s ohledem na vySe fecené neni zajiSténo, ze matice X'W, bude ¢tvercova,
regularni a ze tedy bude existovat matice k ni inverzni. Pokud tomu tak bude (k ¢emuz je nutné,
aby platilo m, + q, = q), pak Ize odhad psat jako

11) ILSS.I = [X'(YI;XI]_I‘X'Y.I
12) IL85.1 = [X'(Yl;xl]_‘X'y.l

kde symbol ,,-“ znamena oznaceni pseudoinverzni matice. Jak znamo, pseudoinverzni matice
neni uréena jednoznacné a tedy také odhad parametri nebude jednoznacny.



Vlastnosti ILS-odhadové funkce

Lze ukazat, Ze ILS-estimator strukturnich parametrii modelu ma tyto vlastnosti (v obecném zapise
pro i-tou rovnici soustavy)

A) Odhady parametri g.,y, jsou konzistentni, nebot plati

plim, ¢ 5-1 -0; = p}_i[Tl[(X'VVi) X'(W,o; +¢; )]_51 =

T

=plim (X'W,) "X'W,3, +plim(X'W,) X,)-3, =

T -
=0, +plim X' (Y;; X;) plim X'e, -9, = plim X'(Y;X;) plim X'e; =0
B) Odhady parametrti p.,y, nejsou nestranné, protoze
Evsd; = E[X (¥ X)) X'y | E[ X (v X)) E(X'y )] = ¢,
vzhledem k mozné korelovanosti proménnychv Y, a y. (pfes &;).

C) Odhady parametrii g,,y, nejsou vydatné
(a to ani v ramci metod s omezenou informaci).

D) Odhady parametrii g,y jsou (za stejnych pfedpokladu (e), (f), (9), (h) jako u
2SLS) asymptoticky normalni, tedy plati

5 . X-’W. _ X.'X. W.'X. -
NT.(,c0; —0,)=N(0,0,.p| i iNi iNi
(Ls9; = 9;) (0,0; Prlﬁ“ml [ T J [ T J[ T ]

Konzistentni odhad kovarianci |, ;o,; pro jednotlivé rovnice ziskame standardné:

;
Y e.e,
-~ _ ns€ins€; _ 50

wsYi = T T

!

kde za rezidua e;,e ; vezmeme odhady nahodnych sloZek ¢, £ ; ziskané metodou ILS.

Ukazeme dale , Ze odhadova funkce ILS je specialnim pfipadem /V-odhadové funkce pro volbu
matice instrumentalnich proménnych P =X (neboli jinak A =1T)

Ovéreni (v zapise pro prvni strukturni rovnici)
Jiz vime, ze soustavy 3A), 3B) Ize zapsat jako:

7) { Al_[[qlvml] I[ql vql] J'[ﬁl[mlyl]J - ( Afz[-qlrl] ]
H[q_qlva] O[q_qlqu] yl[ql,l] n[q—m,l]
Pri vyjadieni levé strany 7) jako

1| I I
[ . lq,.m,] [9:.9:] J - |:(X' X)—lxryl’(o l9:.9:] ]:l — (Xl X)—I[Xryl,xr Xl]
]

H[q_qlva] O[q_ql Gy [q_qlvql]



Vi
a pravé strany 7) pomoci vyrazu ( vl ] =(X'X)' X'y,
77[17—(]1,1]
je ILS- odhadova funkce dana vztahy

11) wsS) = [ XX Xy,
pokud je prvni rovnice piesné identifikovana, resp.
12) wsS) = (XX Xy,

pokud je prvni rovnice preidentifikovana.
IV- odhadova funkce (téze rovnice) je naproti tomu uréena jako

13) v, =(PW)'Py,

kde P=X'A

Odtud je patrné, Ze volbou P = X (rovnocenné definovanim matice instrumenti A =1, ) dostaneme
WO, =(XW,)" X'y, &ili vjraz 11), pokud m, +q, =q pfipadné , &, = (XW,) X'y, Gil
vyraz 12), pokud m, +q, <q.

~ ~

V téchto pfipadech tedy mizeme psat vO, = (P'W1 )Py =59,

Znamena to tedy, ze:

1) ILS-odhadova funkce je specialnim pripadem IV-odhadové funkce pfi volbé matice
instrumentt jako A =1 .

2) ILS-odhadova funkce neni na rozdil od jinych estimatord uréena jednoznacné a jeji
existence resp. pocet ziskanych reseni zavisi na resitelnosti soustavy 3B).

Poznamka Jestlize je i-ta rovnice pfesné identifikovand, tzn.plati-li g —q; =m., potom je matice A,
definujici v 13) instrumentélni proménné jako prosty vybér z predeterminovanych proménnych
jednotkova fadu g =m; +q; ti. A =1 .

K odhadu uplatnime tedy vSech g predeterminovanych proménnych.>

Jestlize je i-ta rovnice preidentifikovana, tzn.plati-li q —q,; >m,, potom je matice A, definujici
v 13) instrumentalni proménné jako prosty vybér z predeterminovanych proménnych tvaru

bim, «
J:(O[mi q;l J tj. A,‘ :J

[q.m; +q;]

Uplatnime tedy jen m, +q; predeterminovanych proménnych ze vSech g, ostatni ignorujeme.
Volba neni jednoznaéna, nékdy mame voditka, které tyto proménné vzit.

Vztah mezi nepfimou metodou nejmensich ¢tverct (jako uzsi tfidou) a metodou instrumentalnich

vvvvvv

instrumentalni proménné piedstavované prostym vybérem z predeterminovanych proménnych.
Vybér téchto proménnych musi byt dostateény (poCtem aspon m; +q;), pfiéemz pokud je
pfislusna rovnice preidentifikovana, musime se rozhodnout pro vzeti urCitych m; +q;
predeterminovanych proménnych ze vSech g disponibilnich.



