Metoda maximalni vérohodnosti s omezenou informaci
LIML (Limited Information Maximum Likelihood)
v soustavé simultannich regresnich rovnic
[ Anderson, Rubin 19491 ]

Metoda maximalni vérohodnosti s omezenou informaci je jednodussim ze dvou postupl
zalozenych na principu minimalizace vérohodnostni funkce uzivanych v prostiedi
interdependentnich soustav simultannich regresnich rovnic. Poskytuje konzistentni a (v ramci
metod s omezenou informaci také vydatné) odhady strukturnich parametra.

Predpokladem pro opravnéné uplatnéni této metody je (aspon pfibliznd) normalita rozdéleni
nahodnych odchylek jednotlivych regresnich rovnic (uplatriuje se v ni sdruZzené normalni rozdéleni
nahodnych slozek vech m rovnic ve vech T pozorovanich). Ziskani odhadd parametri je v§ak
zpravidla obtizné a pouze v pripadé samostatného odhadu parametri jediné regresni rovnice se
Ize vyhnout nutnosti nasazeni numerickych iteraénich metod (u metody FIML se tyto uplatriuji
vzdy).

LIML je odhadova procedura, ktera poskytuje odhad parametrd individualni strukturni rovnice
tak, ze se bezprostiedné vyuzivaji apriorni omezeni kladena (jen) na tuto rovnici - restrikce
vztazené k ostatnim rovnicim soustavy se neuplatiuji ve stejné mire. V prubéhu LIML procedury
se eliminuji parametry ostatnich rovnic tim, Zze se provadi maximalizace vychozi vérohodnostni
funkce vzhledem k nim (u sdruZené hustoty normalniho rozdéleni je to mozné, u jinych rozdéleni to
obecné mozné neni). Takto se obdrzi vérohodnostni funkce v tzv. koncentrovaném tvaru (v ni
parametry ostatnich rovnic jiz nevystupuji jako neznamé). Nasledné se provadi maximalizace
koncentrované vérohodnostni funkce. V pfipadé, ze odhadujeme parametry jen jediné rovnice,
se zde jiz berou v Gvahu pouze vSechna apriorni omezeni poloZzena na parametry této rovnice.
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simultanni soustavé regresnich rovnic. Mizeme je pfitom uplatnit jak na strukturni, tak na
redukovany tvar ekonometrického modelu. Zde se budeme nejdfive vénovat odhadu
redukovaného tvaru. Uvodni éast LIML-pfistupu (téZ pro strukturni tvar) je pfitom shodna
s odvozenim metody FIML (v podstaté aZ do faze vyvozeni koncentrované vérohodnostni funkce).
Teprve od okamziku oddéleného pohledu na parametry analyzované rovnice (popf. podsoustavy
rovnic) a na parametry ostatnich rovnic se uplatiiuje specificky LIML-algoritmus.

Metody reprezentujici pfistup maximalizace vérohodnostni funkce pfistupuji k proménnym
v rovnicich vice ,symetricky“ nez LS-techniky. Se zavisle proménnou se zachazi ,témér stejné”
jako s vysvétlujicimi béznymi endogennimi proménnymi, av§ak dlisledné se zachovava odliseni
béznych endogennich a predeterminovanych proménnych. Proto se také - na rozdil od
castéjSiho vyjadreni strukturniho tvaru v zapisu

1) Y=YB+XC+E
- uplatiiuje spiSe zapis
2) YB+X.C=E
Pripomerime, Ze zatimco v pripadé 1) ma redukovany tvar zapis

3) Y=XMN*+V,

ke M =c(-B)™!, v=E(I-B)™

1
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ma redukovana forma pro model 2) podobu

4) Y=XII*+V, kdeale II*=-CB™!, V=EB!
Tomu odpovida i jiné normovani diagonalnich prvki matice B : Zatimco pro strukturni tvar 1) je
pfirozené normovani B.. = 0, je ekvivalentni normalizace pro tvar 2) dana podminkou
B;; =1; i=1,2,..,m. Ztoho vyplyvajici rozdilnosti se pfenaseji téz na parametry redukovanych
tvard 3), resp. 4).
DalSi (méné zietelnou) rozdilnosti oproti LS-pfistupu je zachazeni s omezenimi kladenymi na

parametry (strukturniho) tvaru. Zatimco v LS-pfistupu se omezeni polozena na strukrturni
parametry (t. na vektory ﬁ_i,yi ) berou v lvahu ,od samého pocatku“, tzn. respektujeme

specifikace jednotlivych rovnic (s pfitomnosti/nepfitomnosti vysvétlujicich proménnych) na poéatku
vyvozovani jednotlivych estimatord (u 3SLS navic i vztahy mezi nahodnymi slozkami rovnic) , u ML-
pristupli se tyto restrikce zavadéji az do vysledného tvaru (koncentrované) vérohodnostni funkce
odvozeného estimatoru. Na samém pocatku tedy do matic B, C nejsou zahrnuty zadné apriorni

restrikce (ohledné nepfitomnosti nékterych proménnych v nékterych rovnicich).
Kromé standardnich predpokladii a) - d) a doplnujicich e), g) pripojujeme predpoklad o
normalnim rozdileni nahodnych slozek

g, =N(0,X)

ktery zesiluje predpoklady f), h).

ZapiSeme-li redukovany tvar modelu napf. ve tvaru 3), pak se polozené restrikce prenaseji
zmatic B,C na II'. Vpfipadé ML technik vSak vyvozeni estimatoru pro redukovany tvar
probiha na poc¢atku opét bez uvazovani téchto apriornich restrikci..

Poznamka Matice redukovaného tvaru (psana s hvézdickou) IT" ma zde rozméry [q,m] a je
takto transpozici matice Il =(/—-B)"'C. (Zapis II" je nutny pravé vtomto tvaru, ponévadz
vérohodnostni funkce operuje s pozorovanimi modelovych proménnych) .

A) Nejprve odvodime vyraz pro odhad parametri redukovaného tvaru modelu

Odhad parametri redukovaného tvaru modelu metodou maximalni vérohodnosti se
odvodi na zakladé rozdéleni vektori v,. (ndhodnych sloZek redukovaného tvaru): Za pfijatého

predpokladu o rozdéleni g plati pro rozdéleni nahodnych slozek redukovaného tvaru v, . :
5) v, =N(0,Q)

kde Q=(/I-B)' X(I-B)", t=12,..T

Sdruzené rozdéleni vektord v, . (vSech prvku matice V realizaci ndhodnych slozek redukovaného
tvaru) ma pak tvar :

T _
6 (Vi VaVr) =] [(211)‘""2\0\ 1’2-exp{—%vt.--n‘1vt.}]



Pfi maximalizaci této hustoty nejprve nahradime prvky IT" a v,. pozorovanymi proménnymi
obsazenymi v maticich X, Y. Nejprve vyuzijeme toho, ze plati v, =y, —x,IM*

Formalni tvar koncentrované vérohodnostni funkce (zapsané pro vSech T pozorovani vSech m
rovnic), kdy pfislusny Jakobian transformace pfi pfechodu od v, k y, je roven 1, bude

sdruzena hustota (vérohodnostni funkce) rozdéleni (poétem m ) vektorti v, rovna vyrazu
7)

L(n*,Q;Y,X)=(2“)—mTIZ‘Q‘-T/2_eXp{-§ ; (yt —X, .I'I*)Q-1(yt —X, .I'I*)}
foq' b : : :

Uréit (metodou ML) parametry matice redukovaného tvaru I1° znamena nalézt takové prvky této
matice, pfi nichz sdruzena hustota nabyva svého maxima (pfi pevné danych hodnotach matic
pozorovani X,Y a néjak odhadnuté kovariancni matici €2 ). Sumaci v exponenciale Ize zapsat jako

stopu soucinu tii matic

D {% (yt.—xt..l'l*)Q”(yt_—xt_.l'l*)}=tr(Y-Xl'l* ot (v-xn )

t=1

Poznamenejme, Ze (pfi zavedenych omezenich na rovnice) se odhaduje celkem mq parametri
redukovaného tvaru z celkem > m, +q; parametri (omezeného) strukturniho tvaru.
Upravami operujicimi s vlastnosti komutativity stopy matice Ize dospét k vyjadfeni?

9  NM,Q;Y,X)= —mTTIn(ZTr) —%In\ﬂ\ —%tr{Q‘1(Y -X.n XY - X.I'I*)'}

Odtud, parciélnimi derivacemi A podle vSech prvkii T; * (matice FI*) ziskame podminky

10) O _yxma+ XY =0,

on’

a z nich vzhledem k regularité matice Q dale odhad M jako 1 =(X'X)™'X"Y (tedy shodné
jako o metody OLS) .

*
Poznamka Vsimnéme si, ze odhad 1 nijak nezavisi na kovarianéni matici Q .

B) Nyni pfistoupime k podstatné obtiznéjsi uloze, kterou je odvozeni LIML-odhadové
funkce strukturnich parametrdi modelu.

Protoze prvni usek tohoto odvozeni je shodny téz pro estimator FIML, dostaneme v jisté
fazi vyraz i pro tuto odhadovou funkci (jak se s ni nalozi dale, nebudeme zde bliZe rozebirat).
Logaritmovana vérohodnostni funkce, ktera je mj. vychodiskem pro odvozeni LIML i FIML-
estimatoru obsahujici vSechny neznamé parametry (strukturni obsazené v maticich B,C a

stochastické obsazené v matici X ) celého m -rovnicového modelu ma tvar

2 Vérohodnostni funkci zde znaéime L, logaritmovanou vérohodnostni funkci pak A.



A(B,C,%;Y,X) = —mT'TIn(ZTr) —%m\z\ +TInI-B
11)

-1 3 b 0-m-x ol -8 ol

Uzijeme-li zkracené notace, pfi niz sdruzime proménné i parametry nerozliSujice, zda jde o
bézné endogenni nebo predeterminované veli¢iny, s ozna¢enim

Y'Y Y'X
_ _(I-B 1'7 T T
Z_(Y,X)’A_(—Cj’ - T tj M= X'Y ﬁ
T T
mizeme zapsat 77) v jednodussi notaci
12) A(B,C, LY, X) = —mT'TIn (2m) - %In |Z| +T.In |I - B| - % tr (Z_ A MA)

Abychom maximalizovali tuto funkci ve vztahu k neznamym parametrd B,C a X , budeme

postupovat ve dvou krocich: Nejdrive pofidime estimator pro X (tfeba v zavislosti na neznamych
parametrech B,C) a poté takto ziskanou hodnotu X dosadime do 72)3, abychom dale

maximalizovali jiz jen ve vztahu k B,C. Vérohodnostni funkce, ktera jiz ma eliminovano X (resp.

hodnoty této matice jsou néjak vhodné odhadnuty) se nazyva koncentrovana (logaritmovana)
vérohodnostni funkce (v nijsou uz hodnoty prvk( dosazenych v X vzaty jako zndmé a jiz jim dale
pozornost nevénujeme).

Naznaceny prvni krok maximalizace? vede k odhadu X tvaru

13) ¥ =A'MA

Jeho dosazeni do 12) vede ke koncentrované (logaritmované) vérohodnostni funkci

14)  A(B,C,Y,X) = —"‘T'T [in(2m) + 1]+ TIn) - B —%In

A'MA|

ktera bude dale maximalizovana (jiz jen) ve vztahu k neznamym parametrim B,C. Az sem je
postup pro odvozeni LIML-estimatoru shodny s FIML- odhadovou funkci. Z tvaru 14) je patrné, ze
parametry matic B,C obsazené ve druhém a tietim €lenu (v logaritmovanych determinantech) jsou
pfitomny v silné nelinearnich tvarech. Vyraz pro maximalizované hodnoty parametri
obsazenych v B,C nemize byt zde uveden v explicitnim tvaru. Jejich ziskani je tedy mozné
pouze pomoci algoritmu nékteré G¢inné numerické iteraéni techniky.

C) Ziskani odhadové funkce LIML pro néjaky subsystém (m > 1) rovnic je dosti
slozita procedura, kterou dale popiSeme.

Jejim Géelem je odhad parametri libovolné podsoustavy m™ z plvodnich m
strukturnich rovnic. K odhadim parametrii se zde nepfistupuje symetricky (jinak by se zadny
rozdil oproti FIML procedufe nemohl projevit). Pfedmétem ulohy je koncentrace na odhadované

parametry m’" rovnic (jeZ jsou pfedmétem zajmu), aniz by se oviem zcela ignorovala informace

% Ze je to mozné, neni obecné samoziejmé, ale umoziiuje to tvar vérohodnostni funkce mj. pravé pro normalni
rozdéleni.
4 Pouze druhy a étvrty ¢len v 12) obsahuji Z, dikaz platnosti 13) vyzaduje derivace 12) podle o¥ -



r r * " r r v r . v r_r
obsazena ve zbyvajicich m —m rovnicich. Formalné vzato, z ostatnich rovnic prebirame
kauzalni vztahy které jsou obsazeny v jejich specifikacich, avsak ignorujeme vSechna omezeni

na parametry na téchto m —m" rovnic (napf. ta, Ze urcita rovnice neobsahuje urcité proménné a
zejména informace o zavislosti nahodnych slozek jednotlivych rovnic, které jinak pofizujeme ze
souhrnné kovariantni matice X modelu). Abychom rozliili, které parametry jsou vlastnim
predmétem zajmu (nazvéme je pracovné ,interesantni®) a které jsou mimo vlastni pfedmét zajmu
(,neinteresantni®), musime mnozinu téchto parametrd rozdélit na ¢asti. U strukturnich parametr
proto vybereme podskupiny: z matic B,C (resp. z vySe uvedené matice A ) vybereme vzdy ¢asti,
které dovoli rozlisit interesantni od neinteresantnich parametra:

- skupina interesantnich parametri bude obsazena v maticich B,, C,, resp. v souhrnné
matici A, : v m* sloupcich matice B, budou parametry B, pfislusné béznym endogennim
proménnym prvnich m* rovnic, v.m* sloupcich matice C, budou parametry y, pfislusné
predeterminovanym proménnym prvnich m * rovnic.

- skupina neinteresantnich parametri bude obsazena v maticich B,, C,, resp.

*
v souhrnné matici A;,.v m—m  sloupcich matice B, budou parametry B, pfislusné béznym
r v 4 r wr r * . * r .
endogennim proménnym zbyvajicich m —m rovnic, v m —m sloupcich matice C,, budou

wr w r . r e r 4 nr r * .
parametry y, prislusné predeterminovanym proménnym zbyvajicich m —m  rovnic.

Mnozinu vSech strukturnich parametri A tedy rozdélime na bloky v zavislosti na pfislusnosti
* " r r s * " r
k prvnim m rovnicim, resp. ke zbyvajicim m —m rovnicim :
B, B
I 1
A= [AI A } .
1 G Cy

Rozméry jednotlivych matic jsou :
B, : [m,m*], B,: [m,m—m*], C: [q,m*], C,: [q,m —m*],
A [m+q,m*], A, [m +q,m —m*]

u stochastickych parametri to provedeme rozdélenim matice X na bloky
Xy Xy
X, Xy

Y =

Interesantni stochastické parametry jsou zde obsazeny v matici X,, prvniho bloku matice X,

ktera definuje kovarianéni strukturu mezi nahodnymi slozkami prvnich m” modelovych rovnic.
Rozméry ostatnich étvercovych (symetrickych a pozitivné definitnich matic) jsou u matice
pIN [m*,m —m*] a u matice X, : rm -m",m-m?*|.

Dalsim krokem je eliminace neinteresantnich parametri obsazenych v A, ¢&astenou

maximalizaci 714) ve vztahu k nim a nasledné dosazeni hodnot nalezenych maximalizujicich
neinteresantnich parametrli do 74). Pii této maximalizaci se zanedbavaji vSechna apriorni
omezeni kladena na mnozinu neinteresantnich parametri coz (na rozdil od FIMLu ) musi snizovat
ucinnost (vydatnost) této procedury. Kompenzaci této ztraty je vSak piinos, ze nadale mizeme
operovat s mensim a mozna jednodussim systémem rovnic, z nichz se odvodi 5 estimator pro

8 podrobné odvozeni viz Dhrymes Ph.J.B. : Econometrics — Statistical Foundations and Applications str. 333 a nasl.



prvky obsazené v A,. ZjednoduSeni (i kdyz ne na pohled) vyrazu 14) je mozné v disledku

vypoctu nékterych jeho ¢lenu, pfi nichz se separuje vliv interesantnich a neinteresantnich
parametru (jiz jsme Fekli, ze na kazdou skupinu pohlizime odliSné) .

Pritom se zavadi transformaéni matice (znaCena zde H ), ktera musi splhovat dvé podminky:

a) obé skupiny parametru (na jedné strané interesantnich strukturnich A, a stochastickych v
X,,, na druhé strané neinteresantnich strukturnich A,, a stochastickych v X,,) jsou vzajemné
nezavislé

b) pri transformaci se zadnym zpisobem neporusi hodnoty interesantnich parametrd.

Pozadavek a) zajiStuje, ze informace ztracena ignorovanim omezeni polozenych na
neinteresantni parametry je minimalizovana. Pozadavek b) zajistuje, ze estimator bude
formulovan vyluéné pro interesantni parametry.

Transformujici matice H, ktera ma vyhovét a) i b) , musi spliiovat mj. toto :
Apg<|TBH)_(B B, —Th
-CH C, B, 0 P
P libovolna (rozméry vhodna) matice
Podrobna analyzab vyusti ve zkonkrétnéni volby matice H jako

-1
H= I _211 'Elezz
0 H,,

kde H,, musisplfiovat, e H,,(Z,, —X,X, X,)H, =1 .

Déle se vyuzije vlastnosti transformaéni matice H ktomu, aby se ziskalo vyjadreni, které
separuje (tam, kde je to mozné) interesantni parametry od neinteresantnich.

Logaritmovana vérohodnostni funkce béznych endogennich proménnych 74) ma v kontextu
provedené transformace tento tvar :

AAH,Z; Y,X) = —mT'TIn(ZTr)—%In

H'EH + TIn(1-B)H
15)

nM-

~ T EAHIHIH T2 Al 2 =(yx)

a protoze Ize dale ukazat, ze ve vztahu k poslednimu vyrazu v 15) plati, ze
tr(ZAH)(H'ZH) " (ZAH)' = Ttr(E,, A, 'MA,) + T.tr(A,'MA,)

Ize 15) dekomponovat do tvaru

m.T T
NA,,Zy A Y,X)=—Tln(21'r)—iln‘2 +T.In‘BI,B"

I’ 11‘

16)
T “1p T .
—;tr[}:“ A MAI] Etr{Au MAu}

6 opét viz Dhrymes Ph.J.B. : Econometrics — Statistical Foundations and Applications str. 330-332.



Zde jsou jiz interesantni parametry skoro zcela oddéleny od neinteresantnich (plati to pro 2., 4. a
5. ¢len, neni to v8ak jesté piné pravda, protoze ve tfetim Clenu jsou v determinantu promichéany B, s
B,, ). DalSim krokem tedy bude vylouceni pfekazejicich neinteresantnich parametri B,, tim, ze
se vyraz 16) dilcim zpusobem maximalizuje ve vztahu knim (a pak se do néj nalezené
maximalizujici hodnoty opét dosadi). Apriorni restrikce pfipadné polozené na parametry vB,,
zanedbavame.

Maximalizace 76) probéhne standardnim zpusobem tak, Zze se podle téchto ¢lent derivuje a
ziskané vztahy se polozi rovny nule. Sohledem na to, Zze neinteresantni parametry jsou
obsazeny jen ve 3. a 5.¢lenu 76), jsou derivace ostatnich ti ¢lenti v 76) podle nich nulové.

Proto nabudou podminky 1. radu jednodussiho tvaru

O _ - OInBy,By| T atr(A,'MA] _

17a) =1. .
Protoze M je symetricka matice, plati
17b) otr(Ay'MA,) =2MB,.

V prubéhu derivovani druhého ¢lenu a v nasledném nikoliv jednoduchém odvozovani se vyuzije
skutecnosti, Zze hodnota vyrazu tr(A,'MA,,) jerovna m—m*, mj. protoze plati

17¢) A/MA, =(0 I, ).(::I',]{BBI'I',J_1 '(lm?m*] =l

Hodnota vyrazu ln|BI,BH| ve tfetim ¢lenu 176) je zase rovna
1 \ 1

Po téchto vSech dosazenich do 76) dostaneme vyraz pro maximalizovanou vérohodnostni
funkci prislusnou LIML-estimatoru pro libovolny subsystém m * rovnic ze soustavy vSech m
rovnic, ta ma tvar :

18)
m.T T » T T T
MA g Y.X) = _T['"(Z") +1] +om = In|W —Eln\z“\ +E.In‘BI W8,
T 4 }
- E.tr{Z11 .AI .M.AI
Zde, podobné jako u FIML procedury, maximalizujeme tento vyraz pfi spInéni vSech apriornich

omezeni poloZzenych na (neznamé) parametry A, a X, . Stejné jako v pfedchozim pfipadé vSak
musime uzit nékterou z rejstiiku numerickych iteraénich metod.



D) VySe uvedeny postup v pfipadé, ze LIML-proceduru nasadime k odhadu
parametrii pouze jediné rovnice, lze zjednodusit nasledovné (zapis provedeme pro 1.
modelovou rovnici)

Pokud je sledovany subsystém tvofen pouze jedinou rovnici tzn. kdyz m" =1, je
pfedmétem odhadu toliko m, a q, interesantnich parametri. V tomto pfipadé sice nelze pro

odhad téchto parametri odvodit explicitni vyraz, ale neni treba uz pfi vypoctu uzivat iteracni
metody jako tomu bylo v piedchozi ,,vicerovnicové“ verzi LIML nebo v metodé FIML.

Pfedmétem problému je zde nalezeni pouze m, + ¢4 + 1 neznamych parametrd, totiz

B117B12"""B1m1 ’Y11"Y12’"',Y1q1 y 011

Jednodussi situace nam umoziuje zjednodusit znaCeni: jako a4 ozna¢ime m, + 4 - ¢lenny
vektor vSech strukturnich parametri, matice Z;4 se redukuje na skalar zde oznaceny 044.

Jiz jsme zminili, ze na rozdil od odhadovych funkci 2SLS, IV a 3SLS , u kterych se ukazuje jako
vhodné;jsi formulace strukturni formy ekonometrického modelu v zapisu

m m
19) Vi = _Z%Btitj + _Z1vsixsj + &y
= =
je v pfipadé LIML a FIML estimatoru vyhodnéjsi zapis
20) Zleytj ZVSIXSJ + &

Jak dale zduvodnime, nejsme zde ani striktné omezeni na normalizaci Bjj =1, odpovidajici
normalizaci Bjj =0 u prvé zapisu (jako by tomu bylo u 2SLS).Vzhledem k tomu, ze v LIML-

odhadové proceduie (mj.pfi vypocCtu asymptotické kovarianéni matice) se zachazi misty oddélené se
strukturami proménnych pfitomnych a nepfitomnych v analyzované strukturni rovnici, rozdélime
v souladu s timto momentové matice modelovych proménnych.

Z toho dlvodu rozdélime momentové matice pozorovanych proménnych na bloky

M M M YiYy YiY, YiXy  YiX,

MY1V1 Y1Y2 Y1X4 Y1X2

M= Mysy: Myyy, My My, - 1 YaYr YaYy Y2Xq Y2Xp
IVIX1V1 MX1V2 IVIX1X1 MX1X2 T X'1 Y1 X'1Y2 X'1 X1 X'1 X2
MX2Y1 MXzYz MX2X1 Mszz X'2 Y1 X'2 YZ X'2 X1 X'2 X2

Obdobné rozdélime i matici rezidui ¥ na 4 bloky

W:(Wﬁ W12)= MV1Y1 MV1XM MXY1 MY1V2 MV1XM MXYz
W12 W22 My2y1 _MyzxM Mxy1 My2y2 _My2XM Mxyz

V této notaci mlizeme zapsat €leny z predchoziho zapisu 18) na

Me @ 0 0 . 0,y s
21a) oy May =B MyyBa =2y My B +Va M ¥y



' —qa 0 0
21b) By"WB; =P "W 4
a cely vyraz 18) piejde po prislusnych dosazenich do tvaru
22)

* m.T T T ' T
A (a,,00; Y,X) = —T[In(ZTr) +1] —Elna" +;tr{ﬁ_1° .w"p_f} +;tr[1—|n|W|]

T 1 .
) _{5.10 M B10 _Z'Y.1'Mx1

0 '
2'0-11 Yy B1 +Y.1 |le X Y.1}

Yi© 1*1

Dospét k hodnotam parametr, pfi kterych je tato (logaritmovana) vérohodnostni funkce
maximalizovana, znamena derivovat (sou¢asné nebo postupné sdosazovanim) 22) podle
jednotlivych parametri 3.10, Y,a0, a takto vzniklé vyrazy polozit rovné 0 :

Derivovanim 22) podle y ;@ naslednym anulovanim dostaneme soustavu rovnic

232) ﬂ=—1.i{—2.m BL+2M y ):o
oyy 2 oy XYy X1 4

Podobné, polozenim parcialnich derivaci podle G, nule dostaneme soustavu rovnic

23b)
oA T1 T 1
—  =— + .

0 0 0
do 204 2g Z[B-1 My, Ba -2Y.Myy B J'Y-1'M"1"1Y'1]=0
1 1

11

XX . on 0 .
Konecné, derivovanim podle vektoru parametri g ;- mame

0
oN T 2W By T 1[ 0 ]_
1 Ba W B,

23c) —.
2 0y

Jednoduchymi upravami 24) dostaneme z obsahu zavorky vztah mezi vektory parametri u
predeterminovanych a béznych endogennich proménnych :

-1 0
24) Ya=M M B
x1x1 x1y1 A

a to nezavisle na hodnotach parametru G - Mame-li tedy dano c a |3.10, pak z 24) obdrzime
hodnotu y v ktera globalné maximalizuje 22). VSimnéme si, Ze pokud takto nalezenou hodnotu

24) vlozime do 22), dostaneme pro ML- odhad o vyjadreni :

~ 0 - 0
25) G =B .(M -M MM )pj
Yoy Y% X4 Y1

Ze jde skuteéné o maximum, se Ize presvédéit vypoétenim druhé derivace



9L
2

1 T2o04__ T

<0
2 3 2
O 2 O 204

T
00, 2
Nyni zbyva jiz jen dosadit predchozi vyrazy 24) a 25) do 22) a provést zavéreénou maximalizaci

. o 0
k poslednimu vektoru, totiz g ;. Dostaneme

* T T,|BoW, *B.o
26) A (B1, Y,X) =Co _E_Eln —'1| 1 1
B.1 °'W11B.1°
kde ¢y = —mTT[In(Zn)+1]+£.(1—In‘WD
Odtud je ziejmé, ze FeSeni spociva v nalezeni takového vektoru B_IO, ktery minimalizuje skalarni
hodnotu
27) B.1°'W11 ) 3.10
‘3.10'W11ﬁ.10

VSimnéme si, Ze tento vyraz je homogenni stupné 0 v B 4 ; jinymi slovy: po nasobeni vektoru

6_10 jakymkoliv kladnym &islem se platnost vyrazu 27) zachovava.Vektor [3_10 tedy nemuze byt
uréen jednoznacné.

Jednoznacnosti Ize ovSem dosahnout, pokud néjakym zpusobem slozky B, normujeme .
Jedna mozna cesta k této normalizaci, smérujici k pfiblizeni k normovani pouzitém u 2SLS

odhadové procedury, by bylo normovani [5110 =1, jinou moznosti pak napf. B110 [3110 =1 nebo
Obecnéji B110 W11 6110 =1.

Pfi snaze minimalizovat vyraz 27) Ize dekompozici pozitivné definitnich matic W;4 a W11* na
tvar Wyy =F'F, W;4*=F'AF , kde F je regularni matice a A je diagonalni matice vlastnich

cisel W, v metrice matice W,, ukazat, ze minimalni hodnoty 27) bude dosazeno prave tehdy,

*
jestlize zvolime za B_10 vlastni (charakteristicky) vektor matice W;4 v metrice matice W4 tj.
vektor, ktery spliiuje rovnici

26) W, B4 =AWy B

(Vynasobenim obou stran 28) vektorem 3.10 Zleva ziskame totiz pravé vyjadreni

A = B.1O'W11 * B_.1o
B.40"W;4B 40

z néhoz je zfejmé, Ze musi jit pravé o nejmensi charakteristické Cislo zminéné matice)

29)

10



E) VySetiime jesté situaci, jak se zjednodusi LIML-estimator v pripadé, kdyz
analyzovana rovnice neobsahuje zadné vysvétlujici bézné endogenni proménné, t.
kdyz my =1.

Na rozdil od metod 2SLS, ILS ¢i IV, kde Ize odpovéd’ vyvodit prakticky okamzité z vyrazii
definujicich tyto estimatory (ve vSech pfipadech dojde ke ztotoznéni s prostym OLS estimatorem) , to

nemusi byt na prvni pohled zfejmé. Ukazeme, Ze i zde bude vyslednou odhadovou funkci prosta
OLS:

Ukazali jsme vySe, ze v pribéhu LIML procedury doslo k postupné eliminaci parametr
ostatnich rovnic tim, ze se provedla diléi maximalizace vychozi vérohodnostni funkce 18)
vzhledem k nim. Timto jsme obdrzeli koncentrovanou vérohodnostni funkci, ze které se jiz pfimo
vyvozuji hledané parametry analyzované rovnice (s respektovanim v3ech omezeni na né
polozenych). Tvar této koncentrované vérohodnostni funkce pro LIML estimator je tedy :

30)
* m.T T T ' T
A (0,04 Y,X) =—T[In(21'r)+1]—EIno11 +;tr[Bl1° .W11Bl1°]+;tr[1—ln\W\]

T 1 0 0 0 }
———4p."M -2y M +y, M

2 0-11 {B1 y1y1B.1 Y.1 x1y1B.1 Y.1 x1x1Y.1
Pripomefime pouzitou symboliku :

wo XY _YX (XX Xy
T T1T(7)°'T
' 1 ' -1 '
W Y1_Y1X.(xx) XY,
mToTr T T T

Matici W Ize interpretovat jako matici druhych momentl rezidui v regresi véech béznych
endogennich proménnych Y na v§echny predeterminované proménné soustavy X .
Matice W,, naproti tomu pfedstavuje matici druhych momentu rezidui vregresi béznych

endogennich proménnych pfitomnych v prvni rovnici soustavy Y1 na vSechny
predeterminované proménné soustavy X . Dale jsme jiz dfive oznagili jako

Y, . ) ¢ . )¢

My = T 1T XX¢ T T

Jde o momentové matice béznych endogennich a predeterminovanych proménnych obsazenych
v 1. strukturni rovnici (resp. o ,kfizovou“ momentovou matici). Vektory parametru B.10 délky
m,+1a a,délky m+q jsousloupcové vektory s obsahem :

po=(1 -8} o ai=(6% 0 vy 0)

kde Y 4 je vektor délky q4 prvni 0 vektor délky m—m, —1, druhy O vektor délky q — q

11



Nepfitomnost béznych endogennich proménnych v 1. rovnici znamena, ze se vektor P,
redukuje pouze na jediny prvek (pfi zvoleném normovani jde o 1 na prvém misté), tj. skalar.

Maximalizace vyrazu 30) se pii nepfitomnosti béznych endogennich proménnych podstatné
zjednodusi, coz je patrné, vySetfime-li postupné jeho jednotlivé cleny.

Poznamky K vyrazu 30) ve vztahu k jeho minimalizaci jiz jen podle vy | :

< m.T
1) Clen —T[In(2n)+1] neobsahuje zadné parametry (ani pozorované veli¢iny)
2) Clen —Eln 0., obsahuje jen parametr 044 neovliviiujici odhad [51 ani vy 4

3) Clen —%.[B_1OW11[3_10] obsahuje jen parametry u béznych endogennich
proménnych

4) Clen %In(1—|n‘ W‘) neobsahuje parametry (jen pozorovana data v maticich
X,Y)

Znamena to tedy, Ze maximalizace vérohodnostni funkce vzhledem k parametram vektoru y , u
predeterminovanych proménnych se tyka toliko posledniho vyrazu

T [ Y'Yy X1y, X,'X4
39 Z(y. Xy )=———| YY1 gy Ja¥e
) Z(y.4, X4y 4) 2011[ R R e ?

ktery bude maximalni, jestlize obsah hranaté zavorky, pred niz je zaporné znaménko, kladna T
a 6, , bude minimalni. Minimalizaci provedeme derivacemi podle prvku vektoru v | .

aZ(Y.1!X17Y1) _|:0 _2.X1IY1 +2.X1lx1 Y 1i| =0.

ay 4 T T
Odtud tedy
Xi'yq X' X
- + Y41=0
T T Y

neboli po vynasobeni T a osamostatnéni y , mame

32) V1= ()(1')(1)_1 (X1'Y1)

coz znamena, Ze odhad vektoru parametri y ; metodou LIML je totozny s odhadem pomoci
OLS. (Lze v tom vidét obdobu shody ML a LS u parametr( jednorovnicového regresniho modelu)

12



F) Vypocetni postup pro uréeni strukturnich parametrii metodou LIML

Nyni shrneme vypocetni postup, kterym se naleznou odhady parametru jediné regresni
rovnice zasazené do simultanni soustavy rovnic. Opét se omezime na zapis pro 1. strukturni
rovnici modelu.
F1) Vypodet parametrii B 1 pfislusnych béznym endogennim proménnym se
uskute€ni na zakladé vzorce 28)

W11*-§0.1 =N W8

*

vV némz B°_1 je charakteristicky vektor pfislusny nejmensimu charakteristickému ¢islu A

matice W;, v metrice matice W, , pficemz obé tyto matice jsou uréeny jako

] ] ] _1 ]
o Y, Y1_Y1 X, (x1 X1J XY,
11— . .

T T T
' [ ' -1 1

" =Y1Y1_Y1X.XX .xv1
L | T T T

Pro konkrétni vycisleni k tomu uzijeme nékterou z procedur uréenych k vypoétim vlastnich
Cisel a vlastnich vektoru v matematickych softwarovych produktech (obvykle pojmenované EIGEN
nebo EIG). V prostiedi MATLAB k tomu napf. slouzi procedura eig, pomoci které Ize uréit vliastni
Cisla a vlastni vektory ¢tvercové symetrické matice (u symetrické matice jsou vSechna vlastni Cisla
realna). V naSem pripadé je nejvhodnéjsi volba

[V,D] = eig(A,B)

kdeza A dosadime matici W11* aza B dosadime matici W, .

Hledany vektor vlastnich éisel bude obsazen v 1. sloupci matice V, k nému pfislu$né vlastni
&islo pak je prvnim prvkem (levym, hornim) diagonalni matice D. Razeni je ,,od nejmensiho
k nejvétsimu“ (ve starSich verzich MATLABuU tomu vSak bylo naopak) .

Vlastni vektory nejsou uréeny jednoznaéné (hodnoty jejich sloZek jsou ur€eny pouze ve vzajemnych

pomérech): rovnici 28) vyhovuje téz jakykoliv vektor c.B_1°, kde ¢ > 0. Proto neni odhad
parametri metodou LIML stanoven jednozna¢né. Jednoznacnosti Ize vS§ak dosahnout napr.

normovanim B°11 =1, tzn. tak, aby jeho prvni slozka (pfisluSna vysvétlované proménné) byla
rovna 1. Po tomto normovani dostaneme hledany vektor 6_1 jako
1
33) 5.1 S
6011
F2) Mame-li uréen vektor parametrii §_1 , pak jiz snadno ur¢ime vektor parametri 7_1
prislusnych predeterminovanym proménnym. Piislu$ny vyraz je dan ve shodé s 24) jako

13



] _1 ]
~ X X XY ) ~
34) v.1=(—1T 1) ( 1T 1)-6.1

Poznamka Nékdy byva uvadén vyraz 34) pro y 1 S8 zapornym znaménkem. Nejde o chybu, nybrz to

prameni z rozdilného normovani prvni slozky vektoru ﬁ " pokud deklarujeme B“ = —1, tedy opacné,

nezv 33), pak je nutné vzit 34) se znaménkem ,-“.

F3) Aby bylo mozno testovat statistickou vyznamnost regresnich parametri (a posuzovat jejich
pfipadné vzajemné zavislosti), je nutno znat tvar (asymptotické) kovarianéni matice LIML
estimatoru. Uvedeme (bez jinak sloZitého odvozeni) jeji tvar v zapisu

c T Py Py
39%) ov(m 8;) =0y P, Py

kde matice v jednotlivych blocich maiji tento vyznam :
A 1 1 1w -1
Py = [nq*i(x2x2 = X X4 (X4 X4) " X4 X Mg

Py, = ‘P11l”:1ii +(X'1X1)_1X'1X2nq*iJ P2 =Py,
Pa2 = [Mgi + (XiX0) X1 XaMge Pa[Mas + (X5 X0) X5 X Mg |+ (X3 X) ™

V téchto vzorcich vystupujici matice X;,X, predstavuji submatice matice vsech
predeterminovanych proménnych X, pfiéemz X, pfislusi proménnym, které se skute¢né
vyskytuji (jako vysvétlujici) v i—té strukturni rovnici a X, je tvofena zbyvajicimi
predeterminovanymi proménnymi (nepfitomnymi v i—té rovnici), tj. rozlozime X =(X;,X,) .
Symboly I'Iqii, resp. My« jsou oznaéeny submatice I redukované formy modelu

(A= X)_1 XY') rozméri [qi;mi] , resp. [q —qi;mi] , které Ize odvodit zrozkladu M ve
tvaru

kde ; tvofi prvni sloupec matice M, n poslednich m—m; —1 sloupcu M (vektor ™ a

submatice N se pro vypocet asymptotické kovarianCni matice bezprostfedné nevyuZivaji).
Predpoklada se pritom takové sefazeni endogennich a predeterminovanych proménnych, Ze ty,

které jsou pfitomny v i-té strukturni rovnici (vpoétu m;+1 endogennich a 0
predeterminovanych) , jsou obsazeny v prvnich m; +1 sloupcich matice Y (s vysvétlovanou
promeénnou na prvnim misté) a v prvnich g; sloupcich matice X.
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Vlastnosti LIML-odhadové funkce

Lze ukazat, ze LIML -estimator strukturnich parametrii modelu ma tyto vlastnosti :

~

1) Odhady parametrdi S_i (). B_i,v_i) jsou konzistentni, nebot’ plati

o ()]

2) Odhady parametr ﬁ_i,v.i nejsou obecné nestranné, protoze

Yi Yi

3) Odhady parametrd S_i (). E_i,v_i) jsou obecné vydatné (v ramci metod s omezenou informaci).

Casto se dosahne dokonce dolni Rao-Cramérovy dolni hranice pro asymptoticky rozptyl, resp.
asymptotickou kovarianéni matici.

m;+q;=q

4) Odhady parametri E_i,v_i jsou (za stejnych predpokladu e), f), g), h) jako u 2SLS) vzdy
asymptoticky normalni , vyraz pro asymptotickou kovarianéni matici je dan vyrazem 35) .
Konzistentni odhad prvku Gjj pro jednotlivé rovnice ziskame tentokrat z vyrazu:

~ _nb .p0
um O =B Wy~ B
kde ﬁ.io je vektor definovany v 28) a W11* je matice definovana na str.8 nahore.

Poznamka 1 Jestlize se zvoli normalizace B;; =1, da se ukazat, Ze pii této normalizaci

existuje — ve vztahu k metodé 2SLS - totoznost asymptotickych rozdéleni obou téchto
estimatord. Odpovidajici vlastnosti (konzistence) se tedy pienaseji téz na LIML-estimator.
Znamena to aplikovatelnost testl (plivodné navrzenych pro 2SLS) téz pro LIML-estimator.

Poznamka 2 Pristup uplatnény v metodé LIML se da rozsiiit rovnéz na uréeni ML-odhadu
strukturnich parametrii libovolné podsoustavy pilvodni soustavy rovnic. Respektuji se pritom
veskera omezeni na parametry vybrané podsoustavy, nikoliv vSak omezeni kladena na
parametry ostatnich rovnic. Nelze vsak jiz dosahnout pfimého vypoétu odhadovanych
parametru, nybrz je nutno uplatnit vhodny iteracni postup.

Konzistentni odhad prvki oij pro jednotlivé rovnice ziskame obvyklym zpiisobem :

~ €:.6;
:o'i. = i

$j=0j =

|

kde za rezidua e ;, ej vezmeme odhady nahodnych slozek € ;, £_j ziskané dvoustupriovou

metodou nejmensSich étverci 2SLS. Testy statistickych rozdéleni budou tedy zaloZzeny na
normalnim N(0,1) - rozdéleni.
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