Giniho formulace indexnich Cisel

Roz&ifenim techniky fetézeni je postup, ktery pod nazvem sitova metoda uplatnil italsky
matematik a ekonom Carrado Gini'. Opét se uvazuje rozélenéni obdobi mezi
pocate¢nim - ,,0“-tym - a koncovym - ,m“-tym - obdobim na celkem m usek, v
nichz jsou dostupné potfebné statistické udaje.

C. Gini formuloval (nasledné po ném nazvana) indexni €isla nasledujicich tvard:
tzv. GINIho indexni €islo 1. typu

L2 w(m)-g.(j)

(G1) B = L1 ,
m X 0(0)-9.0))

tzv. GINIho indexni €islo 2. typu?

(G2) Bpf= 1 5B

pficemZ ve druhém pfipadé mize symbol Poff: predstavovat libovoIné jiné, z hlediska
vlastnosti uspokojivé vychozi indexni ¢islo (definice P2€- tedy neni jednoznacna).

Giniho konstrukty (G1), (G2) lze pouzit i pro data, ktera nemusi tvofit ¢asové
posloupnosti cen a kvantit. UrCitou jejich slabinou je vSak okolnost, ze pfi aktualizaci je
nutny celkovy prepoCet indexniho Cisla v pfipadé, kdy ziskame statisticka data za nova
obdobi (nebo individua Ci jiné statistické jednotky). Tato nevyhoda v8ak nemusi byt
v praxi az tak citelna, nebot konstrukty byly autorem plvodné navrzeny hlavné za ucelem
provadéni prostorovych (geografickych) cenovych srovnani.

Pfednosti obou indexnich Cisel (G1), (G2) je automatické splnéni axiomu zamény obdobi
(F3) adale skuteCnost, ze pfi velkém m (poCtu déleni) se takto vytvofend veliina
hodnotou zpravidla malo liSi od hodnoty vzaté pfimym vypoctem (bez déleni intervalu
mezi ,0“a,m").

poznamka ke (G1):

VSimnéme si, Ze v pfipadé (G1) (jde-li o cenové indexni Cislo) staci znat cenové vektory
jen v poCatenim "0" a koncovéem "m" obdobi, zatimco udaje o spotfebé komodit, které
vyuzivame pro stanoveni vah pfi geometrickém primérovani, je potfebné sledovat téz ve
vSech meziobdobich 7,2,...,m —

Jak je bezprostiedné vidét z definiéniho vztahu (G1), volbou m = dostavame pro PO?C
pfimo Fisher(iv cenovy index, zatimco pro m = v pfipadé PS5 ¢-obdrzime obdobné prosty
geometricky prumér obou ¢asti P,, a P,, generujiciho cenového indexniho Cisla.

1 Gini, C.: ,,On the Circular Test of Index Numbers“. Metron 1931.
2 Ragnar Frisch nazyva tyto konstrukty Gini' s aggregate crossing, resp. Gini's two-point
crossing.



Neni obtizné ukazat, Ze Giniho indexni Cisla vyhovuji Fisherovym postulatum (F1),
(F3), (F5), (F6), (F7), (F8) (v pfipadé POGme/ je ovéem musi splfiovat generujici indexni
Cislo). Axiom zamény faktort (F2) neni splnén a axiom okruznosti (F4) plati jen za velmi
specialnich podminek (nikoliv obecng).



Stuvelova indexni Cisla

Postup navrzeny v poloviné 50. let 20. stoleti nizozemsky statistik Gerhard Stuvel se
vraci ke klasickym pfistupim z pocatku stoleti. VyloZime jeho zékladni mySlenkus:

1) Hleda se dvojice indexnich Cisel (cenové P}, kvantové Q) pfimo splfiujici axiom
zamény faktorl (F2), tj. aby platilo
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Ke zkraceni zapisu uZijeme UspornéjSi oznaceni vyrazu na pravé strané jako MO

—

pigemz penézni vydaje M € = = p, € g, €, resp. MQ = by 0 - g, 0, vyjadiuji
i=1 i=1
naklady na pofizeni uplné skupiny komodit v béZném resp. zakladnim obdobi.4

2) Druhou podminkou, kterou ma hledana dvojice splfiovat, je diferencni relace, ktera
poméfuje rozdily mezi takto konstruovanymi indexnimi Cisly P, Qs a pfislusnymi
Laspeyresovymi indexnimi Cisly:

S L St 5L
(52) Opr — W1= %) — U1 -
Ve vztahu (S2) uvazoval autor dva mozné pfipady ve specifikaci relace “=
(S2A): relace (S2) plati presné, tj. "= “ vezmeme jako rovnost,

(S2B): relace (S2) plati s uréitou, pfesné specifikovanou odchylkou.

poznamka 2
Uvedena uvaha je vcelku opravnéna, vezmeme-li v Uvahu poznatky statistické praxe, kde
zvladté pro kratka Casova obdobi ukazuje, ze rozdily P - O, , alei B -0 od hodnoty
M ]M Q  nejsou nijak velké. Jak vime, pfesné tento poZadavek nespliiuje
Laspeyresovo ani Paascheho indexni Cislo, avsak |ze snadno oveéfit, Ze tato indexni Cisla
jej ,spliuiji“ kfizovym zpUsobem tj.
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Postup zaslouzi komentaf jesté z tohoto divodu:

V okruhu plvodnich 8 Fisherovych tesli neni znamo, ze by néjaka podskupina
test( vedla deduktivné jednoznacné ke konstrukci urcitého typu indexu. Stuvelova
cesta, resp. formulace podminky (S2) spolu s pfijetim podminky (S1) k takovému

jednoznacnému urceni vede (staci pravé tyto dvé podminky, abychom konkrétni indexni konstrukt,
jak uvidime, obdrzeli).

3 Stuvel, G. : A New Index Number Formula. Econometrica 1957, Vol. 25.



Plivodni Stuvelliv navrh

Z povahy Ulohy je zi'ejmé, Ze se hleda fe$eni dvou rovnic (pro neznamé P, a Q;) )

(524 -

Za danych pfedpokladi bude pfedmétem Stuvelovy ulohy nalezeni feSeni dvou rovnic
(jledné linearni, druhé kvadratické) s neznamymi P’ a Q5 , které jsou vyjadfeny pomoci
znamych ostatnich veligin, . M ¢ ;M Q , P}, OF,.

K nalezeni feSeni uzijeme napf. substituci z (S2A) Q) = 23— 2"+ )F' ktera po

dosazeni do (S1) dava kvadratickou rovnici s neznamou P;;':
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Nasledné vypocteme symetricky vztah pro O .

Regeni ziskané standardnim postupem, tj. nalezenim kofend kvadratické rovnice, ma tvar:

(sti) - _ n :,
(St2) = | - _ n :.

poznamka 3 Vzhledem k tomu, ze pro pfijatelnou ekonomickou interpretaci maji smysl
jen kladné hodnoty indexnich Cisel, je nutno se omezit jen na kladné kofeny kvadratické
rovnice. (Vyrazy v odmocninach (St1) a (St1) jsou vétsi nez vyrazy pfed odmocninami.)

Vyrazy (St1) a (St1) mizeme zapsat formou, ktera bude obsahovat pfimo vektory cen
amnozstvi p(0),p(1),q(0),q(1) - obé& indexni ¢isla obsahuji pinou ¢tvefici. Dostaneme
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Modifikovany Stuveliiv navrh

Analogicky predchozimu se hleda feSeni dvou vztahl (pro obecné jiné neznamé P, Q)

(S2B) - W1= % - Y+ 1,

kde odchylka A méa pfesné specifikovany tvar (interpretovatelny jako ,,mira nesplnéni“
axiomu (F2) Laspeyresovymi indexnimi €isly):

Obdobnym zplsobem jako dFive feSime soustavu dvou rovnic, pfiemz k feSeni

pouZzijeme opét.substituci Qo = DOS} - ’OS]* - ’OL] - )L + 1. Po dosazeni Qg]t
z(S2B) do (S1) méame
> v ¢
St* St*
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a stejné jako drive odvodime jinou dvojici indexnich Cisel, ktera maji tvar:

(St3)

(Std)

Obé nalezena indexni Cisla mohou byt rovnéZz pouZita k vystizeni globalni zmény
cenového a podobné i objemového komoditniho indexu. Opét jsou pfijatelné pouze
kladné kofeny pfislusné kvadratické rovnice.

poznamka 4 Jak je patrné, bylo by mozné vyvodit i dalsi indexni Cisla, pokud bychom
v podminkach (A) resp. (B1-B2) uvaZovali vztahy kjinym nez k Laspeyresovym
indexnim ¢islim (napf. k Paascheho ¢i k Edgeworthovym).



Ovéreni Fisherovych axiomt u Stuvelovych Gisel

Na zavér jesté vySetfime, v jaké mife vyhovuje prva dvojice Stuvelovych indexnich
cisel (S1), (S2) testim Irvinga Fishera:

Test identity (F1) je zfejmé splnén, nebot pro obé Laspeyresova indexni Cisla plati, ze
P, =0, = avrazypro P,”, 0, se tedy redukuji na odmocninu z podilu
M, ktera je pfi ztotoznéni obou obdobi rovna 1.

M(0)

Platnost (F2) je zfejma, nebot jde pfimo o definicni podminku (S1), z niz je dvojice
hledanych index( odvozovana.

Axiom (F3) je u dvojice Stuvelovych indexnich Cisel (St1), (St2) spinén. Zmifiuje to m;.
sam autor. NaSe ovéreni je nasledujici: VyZaduje se platnost vztahu
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Pro prehlednost zapisu oznacime Ctvefici skalarnich soucinu pfitomnych vySe jako

A=1'v (0)q;(0), B= dp,(l)q,(()) C= 4p (0)q;(1) D= ;p (1)g:(1)
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V této zkrécene symbolice mizeme psat
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Stfedni dva Cleny v zavorce se navzajem vyruéi,étvrty je odmocnina z kvadratu, mame tedy
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Okruznost (F4) neni Stuvelovymi indexnimi Cisly (St1), (St2) splnéna, coz Ize oveérit
pfimym vySetfenim prislusné podminky.

Naproti tomu axiomy urCenosti (F5) a souméfitelnosti (F6) plati, nebot je spliuji
Laspeyresova indexni €isla v jejich definici, pficemz téz vyraz v odmocniné (St1) je vzdy

definovan a neni identicky nulovy (dokonce i kdyby nastala nahodnd shoda

P> = 2,”). Souméfitelnosti pak vyhovuji viechny vyrazy vystupujici v definici (St1).

Pokud Jde o0 axiom proporcionality (F7), zde zfejmé plati 015’ = ", resp. QOIS’ = [ pro

konstantu ¢ spliujici p(1)= .p(0), resp. konstantu d spliujici g(7)= 1.q(0).
Platnost (F8) je zfejma. |
(F9) monoténnost: Znamena to ovéFit platnost implikace: Jestlize plati p, € < » € pro
vSechna i, potom vzdy plati £, < 7.
(st2) gy = i \/!(9"%‘ iy KN
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VySetfime tedy chovani jednotlivych vyrazt vystupuijicich v (St2): ProtoZze zména cen
b&zného obdobi se nijak nedotkne Laspeyresova mnozstevniho indexu: Q,," = 2%,
vySetiime chovani p,," a podilu M(1)/M(0). V prvém pfipadé za predpokladu premisy
M) _M*(1)
M) M(0)
obou vyrazl nedoznaji Zadnych zmén a v Citatelich ve skalarnich soucinech vystupuiji jen
nezaporné veli¢iny. Zbyva tak vysetfit chovani ¢lenu pod odmocninou:

implikace plati 2," < >* * ve druhém podobné , protoZe jmenovatele
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Zbyva tedy vysetfit, zda plati
> p(0)a,(1)7 =2p,(0)a,(Dp.(1a,(0)+ ki(1)g,(0) <
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ProtoZe prvni ¢len je shodny na obou stranéch a tfeti na pravé strané je nejméné roven tretimu Clenu
nalevo, zbyva vysetfit, zda, resp. za jakych podminek plati



z 20:(0)a,(Dpi(1)a;(0)< Y= 2p,(0)a;(Dp; (1)g;(0) tj.—z.inp,-ms -zir,-p,-*(u-
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To ale neplati nikdy, protoze pfi nezapornych r, a p, € < » € _ bude prava strana vice
zaporna nez leva. Neni tedy zatim jasné, Setfeni bude pokracovat.
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Viyjadfime nejprve nékteré Cleny v (St2) nasledovné:
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Neni tedy zatim jasné, Setreni bude pokracovat.

(St2)

(F11) test invariance vuci zménam v méfitkach splnén neni.
VySetfime postupné, jak odolné jsou viCi uvazovanym zménam p*(0)= !.p(0) a
p*(1)=T.p(1), g*(0)= .q(0) @ q*(1)= q(1) jednotlivé fragmenty vystupujici
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Dohromady tedy mame
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= | = = n ; , z &ehoZ plyne, Ze pro
obecny pfipad pozadovanou shodu P,,* = 3, nedostaneme. Test (F11) tedy neplati.

Test (F12) je splnén, protozZe pfi neomezené ubyvajici posledni (jinak ale libovolné)
komodité jsou limitnimi hodnotami v8ech fragmentd, z nichZ sestava (St2), vyrazy

analogické vychozim, pouze spoctené z N — zbyvajicich komodit.



