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1 Uvod

Tento ispivek je hrsti poznamek a otazek, vztahujicich sekon&nu v
matematice. Neni vém fe¢ o nekoneénech jak je potkava fyzik (nekofreost
vesmiru, singularity obecné teorie relativity, diyence v kvantové teorii poli,
atd.), ale o nekoreech zavaghych v matematice. Mnozné&slo je na mist,
matematika totiz zna nekoten mnoho; na vkus fyzika asi aZil mnoho.
Prispivek neni matematickym textem, neusiluje o exaktaiematické formulace,
je toliko pohledem uzivatele matematiky.

Matematika je pro fyzikalni teorie jazykem, ba onktrukci mohutné
(riznorodé, avSak zaroirejednotné) budovy fyziky. Matematika se zabyva
moznym  (pipustnym a logicky konzistentnim). Nebrani se famtalJe
vyzkumnym terénem lidské mysli. Svéegstavy, motivace a poély cerpa ovsem
ze smyslové zkuSenosti, tagtji pravé ze spoluprace s fyzikou.

Nekon€no je pojem dosti zvlastni a oSidny. Myslet nekome je
dobrodruzstvim. V matematice ma podobu nekoae potencialniho a je
vyjadienim procesu nekotieosti jako trvale mozného pokiaani, ale leckdy ma
také podobu nekokra aktualniho (vystizenéhorgmlevsim v teorii mnozin), v
némz nekonéno je uchopeno vcelku jako hotové a je objektemchadalSich
manipulaci jako kterykoliv jiny objekt naSi zkusstio

Zaludnosti nekorima a vztah diskrétniho a spojitého si byli lid&domi
odedavna. Jsou vyjéehy nap. v Zenonovych paradoxech (zelva, letici Sip, ap.).
Stai Rekové se nekowea bali. Gauss vyj&d svij odmitavy postoj slovy:
~Protestuji proti pouziti nekotaych velikosti jako skutmého celku, to neni v
matematice dovoleno. Nekaim® je jen zfisob mluvy... . Z dalSich uv@me jest
Kroneckera: ,Cel&isla stvdgil Bah, vSe ostatni je dildlovéka“ a Poincarého:
»Aktualni nekon€no neexistuje..."

Zaklady teorie nekor@ych mnozin a tim i teorie aktualniho nekéme
polozil pred koncem 19. stoleti Cantor. Bohatstvim strukte wytvaenych byli
matematici tak fascinovani, ze Hilbert vyfdgieswdceni: ,Nikdo nas nevykaze z
raje, jenz pro nas Cantor vyiio “

2 Prirozena a realnéacisla

Fyzikové a nematematici se setkavaji s nekoyealvojiho druhu. Spmtnée
nekoné&no odpovida diskrétnimu pidani jednotlivych kus ¢ehokoliv. Mnozina
prirozenychc¢isel N je dolie uspdadana, tj. kazda jeji neprazdna podmnozina ma
svij nejmensi prvek. Druhé, nesjminé nekongo odpovida fedsta¥ kontinua
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vyjadieného mnozinou realnydiisel R. Kontinuum je spjato spiSe s geometrii a ve
fyzice pak s mitenim €ch veliin, jejichz hodnota je vyjddna délkou &gakeého
sloupce, polohou ticky apod. Také tato mnozina jefippzenym z@sobem
linearre uspdadana (kup jako plynoucicas), nikoli vSak doie. Ne kazda
podmnozina ma sy nejmensi prvek. Nap Které je nejmensi realn#islo wtsi
nez nula?

MnozinaR je opravdu velice bohata, zahrnujesla girozena, racionalni,
iracionalni algebraicka i transcendentni ap. Kwksi od ¢isel g@irozenych a
racionalnich lze véstips tidy Cauchyovskych posloupnostipies Dedekindovy
fezy racionalnicitisel. Realn&€islo byva reprezentovano dekadickym rozvojem v
cifrach 0 az 9, nebo dvojkéyvjako nekoneéna posloupnost cifer 0 a 1. Odtud lze
snadno dokazat (Cantorovu diagonalida uvahou), zZe realn&isla jsou
nespd@etna, ze je nelze vzajenednoznané priradit ¢istim pirozenym. Viz
piiloha 1.

3 Teorie mnozin

Intuitivni predstavy o mnozinach jako o souborech frskugitou vlastnosti
vedly k nepijemnym parado¥m (Burali-Forti, Berry, Russell, Richard...). Intuice
a [irozend pedstavivost zde nesfa Bylo nutno dbat &Si opatrnosti a zalozit
novou teorii v matematické logice a to zcela foréh axiomaticky. Symboly,
gramatika a odvozovaci pravidla uma@ cist¢ mechanické manipulace. Z
axiomi, tj. z tvrzeni pijatych z dobrych dvodi jako zakladni a pravdiva, je pak
mozno vyvozovat a pr@vovat pravdy dalSi. Moznost zavést s@eomky a
nechén¢ dalSi edstavy, v axiomech neobsazené, je etla. Axiomy jsou
voleny tak, aby byly v souladu s naSigekavanim, s nasSim porozgnim tomu,
co chceme axiomatizovat. Vychazeji z jakésigzené interpretace. Axiomaticky
zalozena teorie mnozin se stala zakladem¢téoelé matematiky. Obvykle se
vyuziva (eventuakh rizne¢ modifikovaneé ¢i doplnéné) axiomatiky Zermelovy-
Fraenkelovy [1].

Velmi dalezitym pojmem je mohutnost dané mnoziny.éDwnoziny jsou
stejre mohutné (maji "stejny @et prvki"), existuje-li vzajema jednoznané (ij.
prosté) pitazeni jejich elemefit Tak mnoZzina druhych mocnimn} je stejns
mohutna jako mnozinarpozenychéisel {n}, na uséce je stejd bodi jako na celé
piimce atd. Tyto skutmosti gekvapovaly jiz Galilea. To, zZ&st mize byt v tomto
smyslu rovna celku, je prédwharakteristikou nekodrych mnozin; pro kornmé
mnoziny se to phodit nentize. Nektera, zdanli¥ rizna nekonéna tedy tizna
vlastre nejsou. Resto je nekonien mnoho. Mnozina vSech podmnozin dané
mnozinyX (tzv. jeji potedni mnozinaP(X)) ma ve srovnani sipodni mnozinowX
svoji mohutnost s jistotouctSi (dikaz Ize vést off sporem). Nekonien je tedy,
jiz z tohoto divodu, nekonéné mnoho. A zadné neni népéi.
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Zcela pirozere, jeSe pred formalizovanim teorie, se objevila otdzka, zda
existuje mnozina s mohutnosti lezici mezi mohuinmstoziny ghirozenychgéisel,
obvykle ozna&ovanou U, (alef nula) a mohutnosti kontinu@. (V aritmetice

kardinalnichiisel IzeC vyjadkit jako C = 270) Cantor se snazil dokazat, Ze nikoli,
Ze jsou to mohutnosti nasledujici bezpredte za sebou. Tato, tzv. hypotéza
kontinua se postugrukazala byt na obvyklych axiomech teorie mnozipavesla.
Godel (1938) ukazal, ze s ostatnimi axiomy je&igiina a Cohen (1963) prokazal,
Ze ani jeji odmitnuti nevede ke sporu. Mohou texigtevat nejméa dvé zcela
razné teorie mnozin, s hypotézou kontinua nebo s\ggaci.

Tato nezavislost vSak uz nebyla Uplpiekvapenim. Omezené moznosti
formalnich axiomatickych figstupi ukézal jiz r.1931 K. Godel svouétou
0 neuplnosti. Kazdy dostd&t® bohaty formalni systém je nétmeuplny. Lze v
ném formulovat tvrzeni, ktera nelze jeho preskky rozhodnout. Nelze dokazat
jejich pravdivost. Pozadavek dostaté bohatosti neniifhis narany, znamena
jen, ze v jeho ramci Ize vybudovat aritmetikdirgzenych ¢isel. Kug. zadné
axiomy teorie mnozin nemohou byt tedy Uplné. Gdegenialni krok, ktery tkaz
umoznil, spdiva v myslence zakdédovani vSech finitnich piedi formalni teorie
v aritmetice same (tzv. godelovsk&govani).

Godelovy vysledky z matematické logiky maji svéugslosti nejen v
matematice, ale i v teorii pgani (Turing), v teorii algoritmické slozitosti f@itin)

a jinde. Jaké jsoufifpadné mozné iledky pro fyziku a obeei pro prirodni
védu, to bylo pednettem reékolika poznamek na 13. konferen¢eskych a
slovenskych fyzik [2].

Z Godelovych praci vyplyva, Ze ne zcela prosta rahlpdna je uz
elementarni aritmetika a samarpzenécisla. Ani zde neriveme dokazat vSechny
pravdy, které o irozenych ¢islech plati. Ktera jsou vSak ona nedokazatelna
tvrzeni? Velice srozumiteénformulovanou ulohou, ktera jiz od r. 1742 odolava
dikazu ¢i vyvraceni protipikladem, je tzv. Goldbachova hypotéz&ajici, ze
kazdé sudéislo se da nejmérjednim zfisobem napsat jako stet dvou prvaisel
(kupt. 20=13+7, 22=17+5 atd.). Je snad take tato takogdcha ¥ta z obvyklych
axiomi aritmetiky nerozhodnutelna? Nebo jak je tomu gkaa, zda
prvaciselnych sousednich dvait (jako nap. 11 a 13, 17 a 19 nebo 101 a 103 atd)
je nekonéné nebo jen kongé¢ mnoho? Nevime. Vime jen, Ze nedokazatelna
pravdiva tvrzeni existuiji.

Situace s nekowtay je slozita podstatnoudrou proto, Ze P pocitani nejde
vzdy jen o ,kolik", ale take o ,kolikaty“. Jazyk @e ¢islovek zakladnich ptgbuje
| ¢islovky fadové. U konénych soubai a girozenychcisel problém nevznika. Na
otazku ,kolik* dava odpodd’ vzdy pdadi posledniho pidtaného kusu, tedy ste&jn
vlastre odpovd na otazku ,kolikaty“. Vedle mohutnosti mnozin (#ealnich
¢isel) zna tak matematika tak#sla ordinalni. Pro nekotieé soubory je asi
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nazorrjSi nez ocisle hovdit o typu uspsadani, protoze vysledek na charakteru
uspdadani a ptadi v p@itani vyznama zavisi. Sitani v aritmetice nekogaych
ordinalnich¢isel neni komutativni.

Je-li objekti nekonéné¢ mnoho, ten ,posledni®, limitni jewty. Teorie
mnozin je vybudovana tak, ze jedinymi objekty \kds jsou pra¥ jen mnoziny.
Prirozenécislon lze chapat jako tu mnozinu, ktera vSechigdghazejici ma za své
podmnoziny. Dobré uspadani je dano nalezeniimh Rozhodneme-li seffmout
aktualni existenci nekotieé mnoziny vSechippozenychgéisel, pak tato mnozina,
ozna&ena Vv &chto souvislostech zpravidla symbolewms, predstavuje prvni
nekon€né ordinalniislo.

DZin je vypustn. DalSi ordinalngislo (naslednik) je pak zapsan jako- 1.
Atd. Ji7 se neubranime ordinalnéistim w+ 1, w+ 2, ..., w.2, ....df, S + 1, ...,

&, ..l e o =&, ... a stale ¥tSim nekon&im. Mame
pak transfinitni aritmetiku, Ize pracovat s trangfi indukci, atp.

Jen rktera z ordinalnickisel maji povahdisel kardinalnich, totiz ta, ktera
odpovidaji doke usp#adanym mnozinam. Ta lze srovhat do posloupnosti
Oo<O<0.<...<O.<.... Hypotéza kontinua pakiekava, ze mohutnost kontin@a
odpovidally, tj. C = ;. Jak uz vime, tomu tak bytie, ale také nemusi. Zalezi
na nasi volb axiomi. Axiomy je mozno ale ifipojovat vzdy jen tak, aby
s predchozimi nebyly ve sporu. Dokazat bezespornoshoetouboru se nam vSak
nepodai. Ani pro aritmetiku neni mozno forma&lrbezespornost prokazat (Godel
1931). Lze dokazovat jen relativni bezespornosti bezesporna teorid bez
axiomuA, pak je bezesporna i rozsna teoriel +A po jeho pidani; atp.

Vedle hypotézy kontinua byl ngsgji rozebiran tzv. axiom vydu, tikajici:
Ke kazdému, i nekoeému souboru disjunktnich neprazdnych mnozin geistu
mnozina reprezentait(vzorka), vybrana po jednom z kazdé z nich. Axiom
deklaruje existenci, nedava vSak navod, jak tut@zimmu zkonstruovat. | oém
bylo ukazano, ze nezavisi na axiomech obvyklé éaonozin a je navic nezavisly i
na ijeti ¢i odmitnuti hypotézy kontinua. Mame tady jiz nej@ényii razne
moznosti, jak vybrat teorii mnozin. Axiom vitu vzbudil souhlas, ale i ztay
odpor, nez byl fevazr prijat. Mnozi jej odmitali. Jak Skodokbukazali jeho
priznivci, i odparci jej niekdy pouzili, aniz by si to jagnuvédomili. Leckdy se totiz
hodi v dikazech celkem dznych t. Nékteré jeho dsledky (nebo ké&mu
ekvivalentni tvrzeni) nas vSak opravdu nemitekpapi. Kup.: Kazdou mnozinu
|ze dol¥e uspdadat (Zermelo). Nuz, uspidejme dofe mnozinu realnychisel ...
Navod, ovSem, nemame. Tento axiom, jak se Wilj&Rlssel, je nejprve skoro
samozejmy, poté problematicky a nakonec dojdeme Krfvze nevime, 6em je
vlastre rec.



NejvetSi nevoli u fyziki asi vyvolava z & vyplyvajici Tarského-Banadh
paradox. Terika, Ze s jeho pomoci Ize trojrogmou kouli rozdlit na pet ¢asti a
z téchto casti pak translacemi a rotacemi slozit koul€, s pivodni velikosti.
Objem se zdvojnasobil. Tak Ize diat z blechy #teba slona. Fyzikové byvaji
Sokovani, zvlagt pokud rozdleni je pojmenovano jako rtezani. Jde tu vSak o
roz¢leréni koule na podmnoziny. émto podmnozinam ¢@stem) nelze dbec
prisoudit objem, nejsou totiz lebesgueovskyiibeiné. Cleneni nelze fyzikaly
realizovat, ,nazorné jistoty" timto nefyzikalnimqmesem tedy déény nejsou.

Vijisttm smyslu je kaxiomu vybu alternativni tzv. axiom
determinovanosti, kteryika: Kazda, i nekorima hra na firozenychdislech je
determinovana, tj. pro jednoho ze dvou prothréaxistuje vyhravajici strategie.
(Pro konéné hry lze toto tvrzeni dokazat matematickou indgk@&xiom
determinovanosti je s axiomem Wh nesl¢itelny. Jeho pomoci Ize vSak dokazat
hypotézu kontinua. V teorii mnozin je navrhovaneooaebirano i mnoho dalSich
axiomi, predevSimdch, které postuluji existenaizr¢ velkych kardinal. Uved’me
néktera jména: nedosazitelny, Méi| slal® kompaktni, subtilni, nevyslovny,
Ramseyv, mefitelny, silné kompaktni, ofi, atd.

Z riznych axiond Ize dokazat izna tvrzeni. Jak se Vam zamlouva tzv.
Goodsteinova &ta [3]? (Viz Rilohu 2.) Lze ji dokazat ve standardni aritmetice
vybudované v teorii mnozin. SlabSi axiomy Peanonimetiky k jejimu dikazu
ale nestéi (nelze ji tu, ovSem ani vyvratit).

Ze ani se vztahem obou fyzikou vyuZivanych nekeneneni vie prosté a
prahledné, jak bychom si asidli, doklada také tzv. Léwenheimova-Skolemova
véta, tikajici: Kazdy finitni formalni systém ma sminy model. Mjme tedy
spaetné nekonmo w (Hg) tj. mé&me mnozinu vSech fpozenych ¢isel N.
Cantorovo diagonalni schéma na®gwdcuje, Ze musi existovat i nekafm®
nespdéetné (viz Riloha 1), které Ize v teorii mnozin snadno vybudova

Jak se pak mame srozéins tim, ze i k této teorii existuje model, ktegy j
toliko spaietny? Neni to spor? Forméliogicky nikoli. Spor vznika tim, Ze nejsme
disledni a neoddujeme jazyk a metajazyk. (Predikat nalezéhineni v obou
modelech shodny, nevyjage totéz.) NerozliSovani jazyka a metajazyka jakys
bohuzel, v lidském vyjadvani obvyklé. Neumime vystoupit Uglee svého sita
a nahlizet jej zvet, & praw o to fyzika obvykle usiluje. S&Sujeme pohledy
vnéjSi a vnitni. Zda se, Ze intuice, jakkoli je oSidna a nedpola, je v lidskeém
poznani nezbytna a nepominutelna.

4 Deterministicky chaos
Co je fyzikim do vSeché&ch nekonegen? Nas se to netyka... Lze se ale
otazat: Opravdu? Matematika jgepe jazykem fyziky.



Jako ilustraci uvdme giklad z teorie deterministického chaosu. Cantorova
mnozina je fraktdl s metrickou dimenzi (Hausdorffoy podobnostni,
Kolmogorovou) D = In2/In3 = 0,6309..., ktery nesmiybé&t v zadné knize
o deterministickém chaosu [4] (ViziPhu 3). Jeji struktura jerfkladem struktury
obvyklé u chaotickych atraktbdisipativnich dynamickych systé&mZptsohi jak
tuto mnozinu zkonstruovat je¢kolik, nejznangjSi je jis€ proces vyjimani
prostedni (otevené) tetiny z vychoziho intervalu. To, caigtane z pvodniho
intervalu <0,1> poté, ,co jsme dosli do nekom&”, je pra¢ Cantorova mnozina.
Tato mnozina ma Lebesqueovu miru nula (co zbylgdéku* I = lim(2/3)" = 0).
Koncové body ponechanych interiral kazdém kroku (totiz konce prvni geti
tiretiny kazdeho z intervalz predchoziho kroku) vytu&ji sp@etnou mnozinu (v
kazdém kroku je jich jen kowie¢ mnoho N=2"). Poté, co ,dorazime do
nekoné€na“ nam tyto body s jistotou zbudou néayy. Je to vSechno? Nikoli.
V trojkové sousta®, sciframi 0, 1 a 2, je Cantorova mnozZina zapsana
posloupnostmi cifer 0 a 2 (jedtky vzdycky chybi, ty odpovidaji i€dnim
tretinam). Ale &chto posloupnosti je pravolik jako posloupnosti téenych z cifer
0 a 1, které ve dvojkové interpretaci odpovidagmdodim pivodniho intervalu
<0,1>. Je to tedy mnozina negptna. Pekvapiv proto vyhlizi skuténost, ze mezi
kazdymi d¥ma body Cantorovy mnoziny lze vzdy najit cely imtdrbodi, které
této mnozig nenalezi. Odtud nazev Cantempraché¢i Cantorovo diskontinuum.

Podminkou deterministického chaosu je nelinearig@islusnych
diferencialnich rovnic. Jak mohou byt nelinearnimae osidné, demonstruji ktip
tzv. univerzalni diferencialni rovnice. Takova r@ma je z experimentalniho
pohledu schopna vlasindat reSeni ,popisujici jakykoli vysledek fyzikalniho
meéteni”. S libovolré zadanou spoijitou funkci se totigkteré jejireSeni ve sp@tns
mnoha bodech shoduje zceléegrit a mezi nimi odpovida totveSeni zvolenée
funkci s libovolré zadanou fesnostic > 0. Chovaji séeSeni diferencialnich rovnic
vzdy podle naSich @kavani? Sotva. Zmina rovnice neni ovSem fyzikan
pouzitelna, nesplije pozadavek jednozér@ostifeSeni z p&ateEni podminky.

V této souvislosti hPpomeime tzv. stinové lemma z teorie deterministického
chaosu [5]. Na patadi, striktné vzato, chaos nelze bezpri@stre demonstrovat (a
se to zre c¢ini). Paita¢ pracuje diskréth a ma koné&n¢ mnoho staw, takze
opravdovy chaos jako vystup nabidnout d2e; situaci zachtaje vSak to, Ze
v libovolném sovém okoli vypdtené trajektorie existuje autenticka chaoticka
trajektorie, zainajici ale z jiného blizkého pateniho bodu, nez ze kterého se
zatala odvijet trajektorie vypatana.

5 Fyzika a realnacisla

Co je to fyzikalni kontinuum? Co jsou taibvec realn&isla? Z hlediska
teorie algoritmické slozitosti [6] je realnéislo dosti podivny pojem. Je-li
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vyjadieno nekonénou posloupnosti cifer, typické realndslo nese vlasth
nekongéné mnozstvi informace a je ve smyslu této teorehguilé®. To plati pro
.Skoro vSechna“ redln&isla. Takové realn&islo neniize byt ziskano jako
vysledek ngfeni, nendze vyjit jako vysledek vypiiu, nelze je vlasthinformané
zpracovavat. Typické realrigslo je finitnim procesemibec nedefinovatelné a je
nepojmenovatelné [7]. Fyzikn jde vzdy o to, najit hodnotu fyzikalni wé@hy

s libovolnou pesnosti.Cislo je vtomto ohledu dano algoritmem, urnojicim
dalSi zgesiovani podle pdeby. Stoji za t@&ist provokativniclanek R.Hamminga

[8].

Fyzika zada vymezeni svych pdjma velgin tak, aby byly nfitelné, aby
byly vymezeny operacionalisticky. Alespov principu by mdlo byt mozno
hledanou vetiinu metit. Ostatré, kvantova mechanika, By jiném smyslu, fimo
uziva terminy réitelna a pozorovatelna veéina. Stale se vraci nesnadny problém
pochopeni procesu dreni a interpretace kvantové mechaniky a celé kwento
fyziky vibec.

Mohou byt ,divnosti® kvantové teorie ¢jak navazany na ,divnosti*
pogodelovské matematiky? Kvantova teorie zna spqjile a diskrétni kvanta.
V tomto snéru se spekulaci neboji R. Penrose [9],[10].

Sympatické a fyzikalni mysli blizké je i snazertW&penky, ktery, & velmi
auspsny matematik ve fie s problémy matematickych nekdaa a velkych
kardinati, neni €émito nekonény prilis nadsen a usiluje o odliSnéymdni @gistupy
a o jina uchopeni problému. Nejprve matematickyw alternativni teorii mnozin
[11], pozdji filozofujicim rozborem pedstavy obzoru (horizontu) [12], jako toho,
co oddluje ,oswtlenou®, ostrou a nami rozliSengast pozorovanéhagdnetu od
¢asti ,neos¥tlené“V teto analyze se pak uplafi pojmy neostrosti,
nerozliSitelnosti apod.

Muze fyzika vyuzit ve svych teoriich vysledkmatematickych Uvah o
raznych nekonénech, ¢i naopak, nize matematikm néco predlozit jako novy
zdroj a motivaci?

6 Zaveér

Fyzikové by asi @i dobrodruzstvim s mnoha matematickymi nekoane
vénovat pozornost. Kdysi byl €eskoslovenskéniasopise pro fyziku uwejrén
obradzek J.A.Wheelera, stojiciho v posluckapred tabuli, na niz bylo napsano
néco vtomto smyslu: ,Godelovac¢tia je [iliS zavazna, nez aby mohla byt
ponechana pouze matematk’. Nelze ji parafrazovat: ,Otazky nekatre jsou
prilis zavazné, nez aby mohly byt ponechany pouzemeaiilkim“? Mame uz co
nabidnout?
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