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Motivace

I Popisná statistika slouž́ı zejména k prezentaci dat a výsledk̊u.

I Č́ıselné charakteristiky informuj́ı o úrovni, variabilitě a těsnosti
závislosti znak̊u.

I V daľśım budeme prob́ırat analogické veličiny u náhodných
výběr̊u.
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Základńı, výběrový a datový soubor
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Základńı a výběrový soubor

I Základńım souborem rozuḿıme libovolnou neprázdnou
množinu E. Jej́ı prvky znač́ıme ε a nazýváme je objekty.

I Libovolnou neprázdnou podmnožinu {ε1, . . . , εn} základńıho
souboru E nazýváme výběrový soubor rozsahu n.

I Je-li G ⊆ E, pak symbolem N(G) rozuḿıme absolutńı
četnost množiny G ve výběrovém souboru, tj. počet těch
objekt̊u množiny G, které paťŕı do výběrového souboru.

I Relativńı četnost množiny G ve výběrovém souboru
zavedeme vztahem

p(G) =
N(G)

n
.
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Základńı a výběrový soubor – p̌ŕıklad

Hodnoceńı finančńıho zdrav́ı několika firem dvěma hodnotiteli.

I. hodnotitel II. hodnotitel
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Hodnoceńı I. hodnotitele budeme dále označovat X a hodnoceńı
II. hodnotitele Y .
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Datový soubor

Necht’ je dán výběrový soubor {ε1, . . . , εn} ⊆ E. Hodnoty znak̊u
X,Y, Z pro i-tý objekt označ́ıme xi = X(εi), yi = Y (εi), . . . ,
zi = Z(εi), i = 1, . . . , n.

Matice 2
66664
x1 y1 · · · z1
x2 y2 · · · z2
...

...
...

xn yn · · · zn

3
77775

typu n× p se nazývá datový soubor. Jej́ı řádky odpov́ıdaj́ı
jednotlivým objekt̊um, sloupce znak̊um. Libovolný sloupec této
matice nazýváme jednorozměrným datovým souborem.
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Datový soubor

Jestliže uspǒrádáme hodnoty některého znaku (nap̌r. znaku X) v
jednorozměrném datovém souboru vzestupně podle velikosti,
dostaneme uspǒrádaný datový soubor

2
64
x(1)

...
x(n)

3
75 ,

kde x(1) ≤ x(2) ≤ · · · ≤ x(n).

Vektor 2
64
x[1]

...
x[r]

3
75 ,

kde x[1] < · · · < x[r] jsou navzájem r̊uzné hodnoty znaku X, se
nazývá vektor variant.
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Datový soubor – p̌ŕıklad
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Bodové rozděleńı četnost́ı
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Bodové rozděleńı četnosti

Necht’ je dán jednorozměrný datový soubor. Jestliže počet variant
znaku X neńı p̌ŕılǐs velký, pak p̌rǐrazujeme četnosti jednotlivým
variantám a hovǒŕıme o bodovém rozděleńı četnost́ı.
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Bodové rozděleńı četnosti

Existuje několik způsobů, jak graficky znázornit bodové rozděleńı
četnost́ı.

I Tečkový diagram: na č́ıselné ose vyznač́ıme jednotlivé
varianty znaku X a nad každou variantu nakresĺıme tolik
teček, jaká je jej́ı absolutńı četnost.

I Polygon četnosti: je lomená čára spojuj́ıćı body, jejichž
x-ová soǔradnice je varianta znaku X a y-ová soǔradnice je
absolutńı četnost této varianty.
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Bodové rozděleńı četnosti

I Sloupkový diagram: je soustava na sebe nenavazuj́ıćıch
obdélńık̊u, kde sťred základny je varianta znaku X a výška je
absolutńı četnost této varianty.

I Výsečový graf: je kruh rozdělený na výseče, jejichž vněǰśı
obvod odpov́ıdá absolutńım četnostem variant znaku X.

I Dvourozměrný tečkový diagram: na vodorovnou osu
vyneseme varianty znaku X, na svislou varianty znaku Y a do
p̌ŕıslušných pr̊useč́ık̊u nakresĺıme tolik teček, jaká je absolutńı
četnost dané dvojice.
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Bodové rozděleńı četnosti – p̌ŕıklad

Pro datový soubor ”hodnoceńı finančńıho zdrav́ı několika
firem”sestrojte

jednorozměrné tečkové diagramy pro znak X a znak Y
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Bodové rozděleńı četnosti – p̌ŕıklad

Pro datový soubor ”hodnoceńı finančńıho zdrav́ı několika
firem”sestrojte

polygony četnost́ı pro znak X a znak Y
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Bodové rozděleńı četnosti – p̌ŕıklad

Pro datový soubor ”hodnoceńı finančńıho zdrav́ı několika
firem”sestrojte

sloupkové diagramy pro znak X a znak Y
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Bodové rozděleńı četnosti – p̌ŕıklad

Pro datový soubor ”hodnoceńı finančńıho zdrav́ı několika
firem”sestrojte

výsečové diagramy pro znak X a znak Y
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Bodové rozděleńı četnosti – p̌ŕıklad

Pro datový soubor ”hodnoceńı finančńıho zdrav́ı několika
firem”sestrojte

dvourozměrný tečkový diagram pro vektorový znak (X,Y )
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Variačńı řada

I Bodové rozděleńı četnost́ı lze znázornit nejenom graficky, ale
též tabulkou zvanou variačńı řada, která obsahuje absolutńı a
relativńı četnosti jednotlivých variant znaku v daném
výběrovém souboru a též absolutńı a relativńı kumulativńı
četnosti.

I Pomoćı relativńıch četnost́ı se zavád́ı četnostńı funkce, pomoćı
relativńıch kumulativńıch četnost́ı empirická distribučńı funkce
(je pro ni typické, že má schodovitý pr̊uběh).
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Variačńı řada

Necht’ je dán jednorozměrný datový soubor, v němž znak X
nabývá r variant. Pro j = 1, . . . , r definujeme:

I absolutńı četnost varianty x[j] ve výběrovém souboru

nj = N(X = x[j])

I relativńı četnost varianty x[j] ve výběrovém souboru

pj =
nj
n

I absolutńı kumulativńı četnost prvńıch j variant ve
výběrovém souboru

Nj = N(X ≤ x[j]) = n1 + · · ·+ nj

I relativńı kumulativńı četnost prvńıch j variant ve
výběrovém souboru

Fj =
Nj

n
= p1 + · · ·+ pj
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Variačńı řada

Tabulka typu

x[j] nj pj Nj Fj

x[1] n1 p1 N1 F1
...

...
...

...
...

x[r] nr pr Nr Fr

se nazývá variačńı řada.
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Variačńı řada – p̌ŕıklad

Pro datový soubor ”hodnoceńı finančńıho zdrav́ı několika
firem”sestavte variačńı řadu pro znak X.

x[j] nj pj Nj Fj

1 7 0,35 7 0,35

2 3 0,15 10 0,50

3 2 0,10 12 0,60

4 8 0,40 20 1,00

– 20 1,00 – –
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Četnostńı a empirická distribučńı funkce

Funkce

p(x) =

¨
pj pro x = x[j], j = 1, . . . , r

0 jinak

se nazývá četnostńı funkce.

Funkce

F (x) =

8<
:

0 pro x < x[1]
Fj pro x[j] ≤ x < x[j+1], j = 1, . . . , r − 1

1 pro x ≥ x[r]

se nazývá empirická distribučńı funkce.
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Četnostńı a empirická distribučńı funkce – p̌ŕıklad

Pro datový soubor ”hod-
noceńı finančńıho zdrav́ı
několika firem”nakreslete
grafy četnostńı funkce
a empirické distribučńı
funkce znaku X.
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Četnostńı a empirická distribučńı funkce – vlastnosti

I Četnostńı funkce je
I nezáporná (∀x ∈ R : p(x) ≥ 0) a
I normovaná, tj.

∞X
x=−∞

p(x) = 1.

I Empirická distribučńı funkce je
I neklesaj́ıćı, tzn.

∀x1, x2 ∈ R, x1 < x2 : F (x1) ≤ F (x2),

I zprava spojitá (∀x0 ∈ R libovolné, ale pevně dané:
limx→−∞ F (x) = F (x0)) a

I normovaná (limx→−∞ F (x) = 0, limx→∞ F (x) = 1).
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Dvourozměrný datový soubor

Necht’ je dán dvourozměrný datový soubor

2
64
x1 y1
...

...
xn yn

3
75 ,

kde znak X má r variant a znak Y má s variant. Pak definujeme:

I simultánńı absolutńı četnost dvojice (x[j], y[k]) ve
výběrovém souboru

njk = N(X = x[j] ∧ Y = y[k]),

I simultánńı relativńı četnost dvojice (x[j], y[k]) ve výběrovém
souboru

pjk =
njk
n
,
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Dvourozměrný datový soubor

I marginálńı absolutńı četnost varianty x[j]

nj. = N(X = x[j]) = nj1 + · · ·+ njs,

I marginálńı relativńı četnost varianty x[j]

pj. =
nj.
n

= pj1 + · · ·+ pjs,

I marginálńı absolutńı četnost varianty y[k]

n.k = N(X = y[k]) = n1k + · · ·+ nsk,

I marginálńı relativńı četnost varianty y[k]

p.k =
n.k
n

= p1k + · · ·+ psk,
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Dvourozměrný datový soubor

I sloupcově podḿıněná relativńı četnost varianty x[j] za
p̌redpokladu y[k]

pj(k) =
njk
n.k

,

I řádkově podḿıněná relativńı četnost varianty y[k] za
p̌redpokladu x[j]

p(j)k =
njk
nj.

.
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Dvourozměrný datový soubor

Kteroukoliv ze simultánńıch četnost́ı či podḿıněných relativńıch
četnost́ı zapisujeme do kontingenčńı tabulky. Kontingenčńı
tabulka simultánńıch absolutńıch četnost́ı má tvar

y y[1] . . . y[s] nj.

x njk

x[1] n11 . . . n1s n1.
...

... . . .
...

...

x[r] nr1 . . . nrs nr.

n.k n.1 . . . n.s n
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Simultánńı četnostńı funkce

Funkce

p(x, y) =

¨
pjk pro x = x[j], y = y[k], j = 1, . . . , r, k = 1, . . . , s

0 jinak

se nazývá simultánńı četnostńı funkce. Četnostńı funkce pro
znaky X a Y (tzv. margináńı četnostńı funkce) odlǐśıme
indexem takto:

p1(x) =

¨
pj. pro x = x[j], j = 1, . . . , r

0 jinak

p2(y) =

¨
p.k pro y = y[k], k = 1, . . . , s

0 jinak
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Podḿıněné četnostńı funkce

Funkce p1|2 (x |y ) zavedená vztahem ∀x ∈ R:

p1|2 (x |y ) =
(

p(x,y)
p2(y)

pro p2 (y) > 0

0 jinak

se nazývá sloupcově podḿıněná četnostńı funkce.

Funkce p2|1 (y |x) zavedená vztahem ∀y ∈ R:

p2|1 (y |x) =
(

p(x,y)
p1(x)

pro p1 (x) > 0

0 jinak

se nazývá řádkově podḿıněná četnostńı funkce.
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Četnostńı nezávislost

Znaky X, Y jsou v daném výběrovém souboru četnostně
nezávislé, jestliže plat́ı:

∀j = 1, . . . , r, ∀k = 1, . . . , s : pjk = pj. · p.k

neboli
∀(x, y) ∈ R2 : p(x, y) = p1(x) · p2(y).
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Četnostńı nezávislost – ekvivalentńı definice

Znaky X, Y jsou v daném výběrovém souboru četnostně
nezávislé, jestliže plat́ı:

∀y ∈ R, p2 (y) > 0 : p1|2 (x |y ) = p1 (x)

resp.
∀x ∈ R, p1 (x) > 0 : p2|1 (y |x) = p2 (y) .
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Dvourozměrný datový soubor – p̌ŕıklad

Pro datový soubor ”hodnoceńı finančńıho zdrav́ı několika firem”

• sestavte kontingenčńı tabulku simultánńıch absolutńıch četnost́ı

y 1 2 3 4 nj.

x njk

1 4 1 2 0 7

2 0 2 1 0 3

3 0 0 1 1 2

4 0 1 3 4 8

n.k 4 4 7 5 n = 20
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Dvourozměrný datový soubor – p̌ŕıklad

Pro datový soubor ”hodnoceńı finančńıho zdrav́ı několika firem”

• sestavte kontingenčńı tabulku simultánńıch relativńıch četnost́ı

y 1 2 3 4 pj.

x pjk

1 0,20 0,05 0,10 0,00 0,35

2 0,00 0,10 0,05 0,00 0,15

3 0,00 0,00 0,05 0,05 0,10

4 0,00 0,05 0,15 0,20 0,40

p.k 0,20 0,20 0,35 0,25 1,00
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Dvourozměrný datový soubor – p̌ŕıklad

Pro datový soubor ”hodnoceńı finančńıho zdrav́ı několika firem”

• nakreslete graf simultánńı četnostńı funkce p(x, y)
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Dvourozměrný datový soubor – p̌ŕıklad

Pro datový soubor ”hodnoceńı finančńıho zdrav́ı několika firem”

• sestavte kontingenčńı tabulku sloupcově podḿıněných relativńıch
četnost́ı

y 1 2 3 4

x pj(k)

1 1,00 0,25 0,29 0,00

2 0,00 0,50 0,14 0,00

3 0,00 0,00 0,14 0,20

4 0,00 0,25 0,43 0,80P
1,00 1,00 1,00 1,00
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Dvourozměrný datový soubor – p̌ŕıklad

Pro datový soubor ”hodnoceńı finančńıho zdrav́ı několika firem”

• sestavte kontingenčńı tabulku řádkově podḿıněných relativńıch
četnost́ı

y 1 2 3 4
P

x p(j)k

1 0,57 0,14 0,29 0,00 1,00

2 0,00 0,67 0,33 0,00 1,00

3 0,00 0,00 0,50 0,50 1,00

4 0,00 0,12 0,38 0,50 1,00
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Dvourozměrný datový soubor – p̌ŕıklad

Pro datový soubor ”hodnoceńı finančńıho zdrav́ı několika firem”

• zjistěte, kolik procent firem, kterým prvńı hodnotitel udělil
jedničku, mělo od druhého hodnotitele dvojku

y 1 2 3 4
P

x p(j)k

1 0,57 0,14 0,29 0,00 1,00

2 0,00 0,67 0,33 0,00 1,00

3 0,00 0,00 0,50 0,50 1,00

4 0,00 0,12 0,38 0,50 1,00
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Dvourozměrný datový soubor – p̌ŕıklad

Pro datový soubor ”hodnoceńı finančńıho zdrav́ı několika firem”

• zjistěte, kolik procent firem, kterým druhý hodnotitel udělil
jedničku, mělo od prvńıho hodnotitele dvojku

y 1 2 3 4

x pj(k)

1 1,00 0,25 0,29 0,00

2 0,00 0,50 0,14 0,00

3 0,00 0,00 0,14 0,20

4 0,00 0,25 0,43 0,80P
1,00 1,00 1,00 1,00
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Př́ıklad 2

Na plicńım odděleńı jisté nemocnice bylo náhodně vybráno 20
pacient̊u a zjǐst’ovalo se u nich pohlav́ı (znak X: 0 – muž, 1 –
žena) a kǔráctv́ı (znak Y : 0 – nekoǔŕı, 1 – koǔŕı). Výsledky:

(0,0) (1,0) (1,1) (1,0) (0,1) (0,1) (1,0) (0,1) (1,0) (0,0)
(1,0) (0,1) (0,1) (1,0) (1,0) (1,1) (0,0) (0,0) (1,0) (1,1)

a) Sestrojte variačńı řady pro oba znaky

Variačńı řada pro znak X Variačńı řada pro znak Y

nj pj Nj Fj
muž (0) 9 0,45 9 0,45
žena (1) 11 0,55 20 1,00

nj pj Nj Fj
nekoǔŕı (0) 12 0,6 12 0,6
koǔŕı (1) 8 0,4 20 1,0
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Př́ıklad 2

b) Sestrojôe kontingenčńı tabuhku absolutńıch četnost́ı‘pro oba
znaky

ŠX \ Y nekoǔŕı koǔŕı ni·
muž 4 5 9
žena 8 3 11

n·j 12 8 20
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Př́ıklad 2

c) Zjistěte procento muž̊u, žen, kǔrák̊u, nekǔrák̊u.

muž̊u je 45 % kuůák̊u je 40 %
žen je 55 % nekǔrák̊u je 60 %

d) Kolik procent muž̊u koǔŕı?
Mezi muži je 5/9 = 55,56 % kǔrák̊u. (z tabulky řádkově
podḿıněných četnost́ı)

e) Kolik procent kǔrák̊u jsou muži?
Mezi kǔráky je 5/8 = 62,5 % muž̊u. (z tabulky sloupcově
podḿıněných četnost́ı)
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Př́ıklad 2

f) Sestrojte graf dvourozměrného rozložeńı četnost́ı.

x

y

0

1

0

1

p(x,y)
8/20

5/20

4/20

3/20
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Intervalové rozděleńı četnost́ı
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Intervalové rozděleńı četnosti

I V některých datových souborech je počet variant znaku p̌ŕılǐs
veliký a použit́ı bodového rozděleńı četnost́ı by vedlo
k nep̌rehledným a rozťŕı̌stěným výsledk̊um.

I Necht’ je dán jednorozměrný datový soubor. Jestliže počet
variant znaku X je bĺızký rozsahu souboru, pak p̌rǐrazujeme
četnosti nikoliv jednotlivým variantám, ale celým interval̊um
hodnot. Hovǒŕıme pak o intervalovém rozděleńı četnost́ı.
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Stanoveńı ťŕıd́ıćıch interval̊u

Č́ıselnou osu rozlož́ıme na intervaly typu
(−∞, u1], (u1, u2], . . . , (ur, ur+1], (ur+1,∞) tak, aby okrajové
intervaly neobsahovaly žádnou pozorovanou hodnotu znaku X.
Už́ıváme označeńı

I j-tý ťŕıdićı interval znaku X, j = 1, . . . , r:

(uj , uj+1],

I délka j-tého ťŕıdićıho intervalu znaku X:

dj = uj+1 − uj ,

I sťred j-tého ťŕıdićıho intervalu znaku X:

x[j] =
1

2
(uj + uj+1).
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Stanoveńı ťŕıd́ıćıch interval̊u

Tř́ıdićı intervaly voĺıme nejčastěji stejně dlouhé. Jejich počet
urč́ıme nap̌r. pomoćı Sturgesova pravidla:

r = 1 + 3, 3 log v,

kde v je rozsah souboru.
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Charakteristiky intervalových dat

Necht’ je dán jednorozměrný datový soubor rozsahu n. Hodnoty
znaku X rozťŕıd́ıme do r ťŕıdićıch interval̊u. Pro j = 1, . . . , r
definujeme:

I absolutńı četnost j-tého ťŕıdićıho intervalu ve výběrovém
souboru

nj = N(uj < X ≤ uj+1),

I relativńı četnost j-tého ťŕıdićıho intervalu ve výběrovém
souboru

pj =
nj
n
,

I četnostńı hustota j-tého ťŕıdićıho intervalu ve výběrovém
souboru

fj =
pj
dj
,
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Charakteristiky intervalových dat

I absolutńı kumulativńı četnost prvńıch j ťŕıdićıch interval̊u
ve výběrovém souboru

Nj = N(X ≤ uj+1) = n1 + · · ·+ nj ,

I relativńı kumulativńı četnost prvńıch j ťŕıdićıch interval̊u ve
výběrovém souboru

Fj =
Nj

n
= p1 + · · ·+ pj .
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Charakteristiky intervalových dat

Tabulka typu

(uj , uj+1〉 dj x[j] nj pj fj Nj Fj

(u1, u2〉 d1 x[1] n1 p1 f1 N1 F1

...
...

...
...

...
...

...
...

(ur, ur+1〉 dr x[r] nr pr fr Nr FrP
n 1

se nazývá tabulka rozděleńı četnost́ı.
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Histogram

Intervalové rozděleńı četnost́ı graficky znázorňujeme pomoćı
histogramu. Je to graf skládaj́ıćı se z r obdélńık̊u, sestrojených
nad ťŕıdićımi intervaly, p̌ričemž obsah j-tého obdélńıku je roven
relativńı četnosti pj j-tého ťŕıdićıho intervalu, j = 1, . . . , r.

Histogram je shora omezen schodovitou čarou, která je grafem
funkce zvané hustota četnosti

f(x) =

¨
fj pro uj < x ≤ uj+1, j = 1, . . . , r
0 jinak.

Pomoćı hustoty četnosti zavedeme intervalovou empirickou
distribučńı funkci

F (x) =
Z x

−∞
f(t)dt.
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Vztah histogramu a empirické distribučńı funkce
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Dvourozměrný soubor intervalových dat

Necht’ je dán dvourozměrný datový soubor2
64
x1 y1
...

...
xn yn

3
75 ,

kde hodnoty znaku X rozťŕıd́ıme do r ťŕıdićıch interval̊u (uj , uj+1],
j = 1, . . . , r s délkami d1, . . . , dr a hodnoty znaku Y rozťŕıd́ıme do
s ťŕıdićıch interval̊u (vk, vk+1], k = 1, . . . , s s délkami h1, . . . , hs.
Pak definujeme:

I simultánńı absolutńı četnost (j, k)-tého ťŕıdićıho intervalu:

njk = N(uj < X ≤ uj+1 ∧ vk < Y ≤ vk+1),

I simultánńı relativńı četnost (j, k)-tého ťŕıdićıho intervalu:

pjk =
njk
n
,
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Dvourozměrný soubor intervalových dat

I marginálńı absolutńı četnost j-tého ťŕıdićıho intervalu pro
znak X:

nj. = nj1 + · · ·+ njs,

I marginálńı relativńı četnost j-tého ťŕıdićıho intervalu pro
znak X:

pj. =
nj.
n
,

I marginálńı absolutńı četnost k-tého ťŕıdićıho intervalu pro
znak Y :

n.k = n1k + · · ·+ nrk,

I marginálńı relativńı četnost k-tého ťŕıdićıho intervalu pro
znak Y :

p.k =
n.k
n
,

David Hampel Popisná statistika



Dvourozměrný soubor intervalových dat

I simultánńı četnostńı hustota v (j, k)-tém ťŕıdićım intervalu:

fjk =
pjk
djhk

,

I marginálńı četnostńı hustota v j-tém ťŕıdićım intervalu pro
znak X:

fj. =
pj.
dj
,

I marginálńı četnostńı hustota v k-tém ťŕıdićım intervalu pro
znak Y :

f.k =
p.k
hk
.
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Dvourozměrný datový soubor – kontingenčńı tabulka

Kteroukoliv ze simultánńıch četnost́ı zapisujeme do kontingenčńı
tabulky. Uved’me kontingenčńı tabulku simultánńıch absolutńıch
četnost́ı:

(vk, vk+1〉 (v1, v2〉 . . . (vs, vs+1〉 nj.

(uj , uj+1〉 njk

(u1, u2〉 n11 . . . n1s n1.
...

...
...

...

(ur, ur+1〉 nr1 . . . nrs nr.

n.k n.1 . . . n.s n
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Simultánńı hustota četnosti

Funkce

f(x, y) =

8<
:
fjk pro uj < x ≤ uj+1, vk < y ≤ vk+1,

j = 1, . . . , r, k = 1, . . . , s
0 jinak

se nazývá simultánńı hustota četnosti.

Hustoty četnosti pro znaky X a Y (tzv. marginálńı hustoty
četnosti) odlǐśıme indexem takto:

f1(x) =

¨
fj. pro uj < x ≤ uj+1, j = 1, . . . , r
0 jinak

f2(y) =

¨
f.k pro vk < y ≤ vk+1, k = 1, . . . , s
0 jinak.
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Podḿıněnné hustoty četnosti

Funkce f1|2 (x |y ) zavedená vztahem ∀x ∈ R:

f1|2 (x |y ) =
(

f(x,y)
f2(y)

pro f2 (y) > 0

0 jinak

se nazývá sloupcově podḿıněná hustota četnosti.

Funkce f2|1 (y |x) zavedená vztahem ∀y ∈ R:

f2|1 (y |x) =
(

f(x,y)
f1(x)

pro f1 (x) > 0

0 jinak

se nazývá řádkově podḿıněná hustota četnosti.
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Četnostńı nezávislost

Řekneme, že znaky X, Y jsou v daném výběrovém souboru
četnostně nezávislé p̌ri intervalovém rozložeńı četnost́ı, jestliže

∀j = 1, . . . , r, ∀k = 1, . . . , s : fjk = fj. · f.k

neboli
∀(x, y) ∈ R2 : f(x, y) = f1(x)f2(y).
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Četnostńı nezávislost – ekvivalentńı definice

Znaky X, Y jsou v daném výběrovém souboru četnostně
nezávislé p̌ri intervalovém rozložeńı četnost́ı, jestliže plat́ı:

∀y ∈ R, f2 (y) > 0 : f1|2 (x |y ) = f1 (x)

resp.
∀x ∈ R, f1 (x) > 0 : f2|1 (y |x) = f2 (y) .
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Dvourozměrný datový soubor – p̌ŕıklad

U 50 náhodně vybraných srovnatelných firem byly zjǐst’ovány
náklady na reklamu v tiśıćıch Kč (znak X) a hrubý zisk opět
v tiśıćıch Kč (znak Y ).

2
66666666666666664

58 178
68 173
56 170
60 170
61 173
71 181
85 184
80 170
52 172
72 182

3
77777777777777775

2
66666666666666664

65 170
57 169
65 169
60 170
54 162
52 169
83 182
60 168
68 173
63 171

3
77777777777777775

2
66666666666666664

72 177
90 192
57 176
51 168
81 190
73 177
75 179
71 180
66 178
67 182

3
77777777777777775

2
66666666666666664

72 191
57 174
57 160
56 170
56 172
52 165
72 185
75 170
52 163
63 184

3
77777777777777775

2
66666666666666664

63 172
58 163
64 174
52 168
55 164
67 173
60 170
55 160
62 172
70 171

3
77777777777777775
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Dvourozměrný datový soubor – p̌ŕıklad

Pro znak X stanovte optimálńı počet ťŕıdićıch interval̊u podle
Sturgesova pravidla, sestavte tabulku rozděleńı četnosti, nakreslete
histogram a graf intervalové empirické distribučńı funkce.

Optimálńı počet ťŕıdićıch interval̊u je 7. Tabulka rozděleńı četnost́ı:

(uj , uj+1〉 dj x[j] nj pj Nj Fj fj
(50, 56〉 6 53 12 0,24000 12 0,24000 0,04000
(56, 62〉 6 59 12 0,24000 26 0,48000 0,04000
(62, 68〉 6 65 11 0,22000 35 0,70000 0,03667
(68, 74〉 6 71 8 0,16000 43 0,86000 0,02666
(74, 80〉 6 77 3 0,06000 46 0,92000 0,01000
(80, 86〉 6 83 3 0,06000 49 0,98000 0,01000
(86, 92〉 6 89 1 0,02000 50 1,00000 0,00333
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Dvourozměrný datový soubor – p̌ŕıklad

Pro znak X stanovte optimálńı počet ťŕıdićıch interval̊u podle
Sturgesova pravidla, sestavte tabulku rozděleńı četnosti, nakreslete
histogram a graf intervalové empirické distribučńı funkce.

Histogram:
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Dvourozměrný datový soubor – p̌ŕıklad

Pro znak X stanovte optimálńı počet ťŕıdićıch interval̊u podle
Sturgesova pravidla, sestavte tabulku rozděleńı četnosti, nakreslete
histogram a graf intervalové empirické distribučńı funkce.

Graf intervalové empirické distribučńı funkce:
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Dvourozměrný datový soubor – p̌ŕıklad

Pro vektorový znak (X,Y ) sestavte kontingenčńı tabulku
absolutńıch četnost́ı a nakreslete dvourozměrný tečkový diagram.

Optimálńı počet ťŕıdićıch interval̊u pro znak Y je 7. Kontingenčńı
tabulka absolutńıch četnost́ı
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Dvourozměrný datový soubor – p̌ŕıklad

Pro vektorový znak (X,Y ) sestavte kontingenčńı tabulku
absolutńıch četnost́ı a nakreslete dvourozměrný tečkový diagram.

Dvourozměrný tečkový diagram
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Č́ıselné charakteristiky znak̊u
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Typy znak̊u

Podle stupně kvantifikace znaky ťŕıd́ıme takto:

(n) Nominálńı znaky p̌ripouštěj́ı obsahovou interpretaci jedině
relace rovnosti x1 = x2 (pop̌ŕıpadě x1 6= x2), tj. hodnoty
znaku p̌redstavuj́ı jen č́ıselné kódy kvalitativńıch pojmenováńı.

Nap̌r. městské tramvaje jsou oč́ıslovány, ale nap̌r. č. 4 a 12
ř́ıkaj́ı jen to, že jde o r̊uzné tratě: nic jiného se z nich o vztahu
obou trat́ı nedá vyč́ıst.
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Typy znak̊u

(o) Ordinálńı znaky p̌ripouštěj́ı obsahovou interpretaci kromě
relace rovnosti i v p̌ŕıpadě relace uspǒrádáńı x1 < x2
(pop̌ŕıpadě x1 > x2), tj. jejich uspǒrádáńı vyjaďruje věťśı nebo
menš́ı intenzitu zkoumané vlastnosti.

Nap̌r. školńı klasifikace vyjaďruje menš́ı nebo věťśı znalosti
zkoušených (jedničká̌r je lepš́ı než dvojkǎr), ale intervaly mezi
známkami nemaj́ı obsahové interpretace (netvrd́ıme, že rozd́ıl
ve znalostech mezi jedničká̌rem a dvojkǎrem je stejný jako
mezi trojkǎrem a čty̌rkǎrem. Podobný charakter maj́ı r̊uzná
bodováńı ve sportovńıch, uměleckých a jiných soutěž́ıch.
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Typy znak̊u

(i) Intervalové znaky p̌ripouštěj́ı obsahovou interpretaci kromě
relace rovnosti a uspǒrádáńı též u operace rozd́ılu x1 − x2
(pop̌ŕıpadě součtu x1 + x2), tj. stejný interval mezi jednou
dvojićı hodnot a jinou dvojićı hodnot vyjaďruje i stejný rozd́ıl v
extenzitě zkoumané vlastnosti.

Nap̌r. teplota mě̌rená ve stupńıch Celsia p̌redstavuje
intervalový znak. Namě̌ŕıme-li ve čty̌rech dnech poledńı teploty
0, 2, 4, 6, znamená to, že každým dnem stoupla teplota o 2
stupně Celsia. Bylo by však chybou interpretovat tyto údaje
tvrzeńım, že ze druhého na ťret́ı den vzrostla teplota dvakrát,
kdežto ze ťret́ıho na čtvrtý pouze jedenapůlkrát.
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Typy znak̊u

(p) Poměrové znaky umožňuj́ı obsahovou interpretaci kromě
relace rovnosti a uspǒrádáńı a operace rozd́ılu ještě u operace
pod́ılu x1/x2 (pop̌ŕıpadě součinu x1 · x2), tj. stejný poměr
mezi jednou dvojićı hodnot a druhou dvojićı hodnot znamená i
stejný pod́ıl v extenzitě zkoumané vlastnosti.

Nap̌r. má-li jedna osoba hmotnost 150 kg a druhá 75 kg, má
smysl prohlásit, že prvńı je dvakrát hmotněǰśı než druhá.
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Typy znak̊u

Zvláštńı postaveńı maj́ı:

(a) Alternativńı znaky, které nabývaj́ı jen dvou hodnot, nap̌r. 0,
1, což znamená absenci a prezenci nějakého jevu.

Nap̌ŕıklad 0 bude znamenat neúspěch, 1 úspěch p̌ri řešeńı
určité úlohy. Alternativńı znaky mohou být ztotožněny s
kterýmkoliv z p̌redcházej́ıćıch typů.
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Charakteristiky polohy

I Pro nominálńı znaky použ́ıváme jako charakteristiku polohy
modus. U bodového rozděleńı četnost́ı je to nejčetněǰśı
varianta znaku, u intervalového sťred nejčetněǰśıho ťŕıdićıho
intervalu.

I Pro ordinálńı znaky použ́ıváme jako charakteristiku polohy
α-kvantil. Jeli α ∈ (0, 1), pak α-kvantil xα je č́ıslo, které
rozděluje uspǒrádaný datový soubor na dolńı úsek, obsahuj́ıćı
aspoň pod́ıl α všech dat a na horńı úsek obsahuj́ıćı aspoň pod́ıl
1− α všech dat. Pro výpočet α-kvantilu slouž́ı algoritmus:

I nα je celé č́ıslo c: xα =
x(c)+x(c+1)

2
I nα je necelé č́ıslo: zaokrouhĺıme nahoru na nejbližš́ı celé č́ıslo c

a xα = x(c).

Pro speciálně zvolená α už́ıváme názv̊u: x0.50 – medián, x0.25
– dolńı kvartil, x0.75 – horńı kvartil, x0.1, . . . , x0.9 – decily,
x0.01, . . . , x0.99 – percentily.
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Charakteristiky polohy

I Pro intervalové a poměrové znaky slouž́ı jako charakteristika
polohy aritmetický pr̊uměr

mx =
1

n

nX
i=1

xi.

Lze ho interpretovat jako těžǐstě jednorozměrného tečkového
digramu.
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Charakteristiky polohy – p̌ŕıklad

Pro datový soubor ”hodnoceńı finančńıho zdrav́ı několika firem I.
hodnotitelem”vypočtěte medián a oba kvartily.

I. hodnotitel

2
1
4
1
1
4
3
3
1
1

I. hodnotitel

4
4
2
4
2
4
1
4
4
1
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Charakteristiky polohy – p̌ŕıklad

Pro datový soubor ”hodnoceńı finančńıho zdrav́ı několika firem I.
hodnotitelem”vypočtěte medián a oba kvartily.

Hodnoty 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 3 3 4 4 4 4 4 4 4 4

Pǒrad́ı 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
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Charakteristiky polohy – p̌ŕıklad

Pro datový soubor ”hodnoceńı finančńıho zdrav́ı několika firem I.
hodnotitelem”vypočtěte medián a oba kvartily.

Hodnoty 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 3 3 4 4 4 4 4 4 4 4

Pǒrad́ı 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

α nα c xα

0.25 20 · 0.25 = 5 5 (1+1)
2 1
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Charakteristiky polohy – p̌ŕıklad

Pro datový soubor ”hodnoceńı finančńıho zdrav́ı několika firem I.
hodnotitelem”vypočtěte medián a oba kvartily.

Hodnoty 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 3 3 4 4 4 4 4 4 4 4

Pǒrad́ı 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

α nα c xα

0.50 20 · 0.5 = 10 10 (2+3)
2 2.5
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Charakteristiky polohy – p̌ŕıklad

Pro datový soubor ”hodnoceńı finančńıho zdrav́ı několika firem I.
hodnotitelem”vypočtěte medián a oba kvartily.

Hodnoty 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 3 3 4 4 4 4 4 4 4 4

Pǒrad́ı 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

α nα c xα

0.75 20 · 0.75 = 15 15 (4+4)
2 4
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Charakteristiky polohy – p̌ŕıklad

Pro datový soubor ”hodnoceńı finančńıho zdrav́ı několika firem I.
hodnotitelem”vypočtěte medián a oba kvartily.

Hodnoty 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 3 3 4 4 4 4 4 4 4 4

Pǒrad́ı 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

α nα c xα

0.36 20 · 0.36 = 7.2 8 2 2
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Charakteristiky polohy – p̌ŕıklad

Pro datový soubor ”hodnoceńı finančńıho zdrav́ı několika firem I.
hodnotitelem”vypočtěte medián a oba kvartily.

Hodnoty 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 3 3 4 4 4 4 4 4 4 4

Pǒrad́ı 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

α nα c xα

0.25 20 · 0.25 = 5 5 (1+1)
2 1

0.50 20 · 0.5 = 10 10 (2+3)
2 2.5

0.75 20 · 0.75 = 15 15 (4+4)
2 4

0.36 20 · 0.36 = 7.2 8 2 2
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Charakteristiky variability

Jako charakteristika variability může sloužit kvartilová odchylka

IQR = x0.75 − x0.25.

Nejpouž́ıvaněǰśı charakteristikou variability je však rozptyl

s2x =
1

n

nX
i=1

(xi −m)2

či směrodatná odchylka sx =
È
s2x.
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Charakteristiky variability

I Pomoćı pr̊uměru a směrodatné odchylky zavedeme
standardizovanou hodnotu xi−mx

sx
(vyjaďruje, o kolik

směrodatných odchylek se i-tá hodnota odchýlila od
pr̊uměru).

I Rozptyl vycháźı v kvadrátech jednotek, v nichž byl mě̌ren
znak X, proto raději použ́ıváme směrodatnou odchylku s.

I Pro poměrové znaky použ́ıváme jako charakteristiku variability
koeficient variace sx

mx
. Je to bezrozměrné č́ıslo, které se

často vyjaďruje v procentech. Umožňuje porovnat variabilitu
několika znak̊u.

I Jsou-li všechny hodnoty poměrového znaku kladné, pak jako
charakteristiku polohy lze už́ıt geometrický pr̊uměr
n
√
x1 · · · · · xn.
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Dvourourozměrný datový soubor – charakteristiky

Pro dvourourozměrný datový soubor

2
64
x1 y1
...

...
xn yn

3
75 ,

kde znaky X a Y jsou intervalového či poměrového typu,
použ́ıváme jako charakteristiku společné variability znak̊u X a Y
kolem jejich pr̊uměr̊u kovarianci

sxy =
1

n

nX
i=1

(xi −mx)(yi −my).
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Dvourourozměrný datový soubor – charakteristiky

Jsou-li směrodatné odchylky sx, sy nenulové, pak definujeme
koeficient korelace znak̊u X, Y vzorcem

rxy =
sxy
sxsy

.

Pro koeficient korelace plat́ı −1 < rxy < 1 a rovnosti je dosaženo
právě když mezi hodnotami x1, . . . , xn a y1, . . . , yn existuje úplná
lineárńı závislost, tj. existuj́ı konstanty a, b tak, že yi = a+ bxi,
i = 1, . . . , n, p̌ričemž znaménko + plat́ı pro b > 0, znaménko −
pro b < 0.
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Dvourourozměrný datový soubor – charakteristiky

Představu o významu hodnot koeficientu korelace podávaj́ı
následuj́ıćı dvourozměrné tečkové diagramy.
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Vážené č́ıselné charakteristiky

I Vážený aritmetický pr̊uměr

m =
1

n

rX
j=1

njx[j]

I Vážený rozptyl

s2 =
1

n

rX
j=1

nj(x[j] −m)2

I Vážená kovariance

s12 =
1

n

rX
j=1

rX
k=1

njk(x[j] −m1)(y[k] −m2)
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Vážené č́ıselné charakteristiky - použit́ı

Mějme data zadaná následuj́ıćım způsobem:

Výše dotace (v milionech) 1 2 5

Počet 4 3 1

I Hodnot je celkem 8, nikoliv 3 (častá chyba).

I Pokud máme spoč́ıtat pr̊uměr, můžeme to provést obvyklým
způsobem:

m =
1 + 1 + 1 + 1 + 2 + 2 + 2 + 5

8
,

I anebo úsporněji podle vzorce pro vážený pr̊uměr:

m =
4 · 1 + 3 · 2 + 1 · 5

8
.
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Regresńı p̌ŕımka
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Regresńı p̌ŕımka

I Ćılem regresńı analýzy je vystižeńı závislosti hodnot znaku Y
na hodnotách znaku X. Při tom je nutné vy̌rešit dva
problémy:

I jaký typ funkce použ́ıt k vystižeńı dané závislosti a

I jak stanovit konkrétńı parametry zvoleného typu funkce?

I Typ funkce urč́ıme bud’ logickým rozborem zkoumané
závislosti nebo se ho snaž́ıme odhadnout pomoćı
dvourozměrného tečkového diagramu.
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Regresńı p̌ŕımka

Zde se omeźıme na lineárńı závislost y = β0 + β1x. Odhady b0 a b1
neznámých parametr̊u β0, β1 źıskáme na základě dvourozměrného
datového souboru metodou nejmenš́ıch čtverc̊u. Požadujeme, aby
pr̊uměr součtu čtverc̊u odchylek skutečných a odhadnutých hodnot
byl minimálńı, tj. aby výraz

1

n

nX
i=1

(yi − β0 − β1xi)2

nabýval svého minima vzhledem k β0 a β1. Tento výraz je
minimálńı, jsou-li jeho prvńı derivace podle β0 a β1 nulové. Stač́ı
tyto derivace spoč́ıtat, položit je rovny 0 a řešit systém dvou rovnic
o dvou neznámých, tzv. systém normálńıch rovnic.
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Regresńı p̌ŕımka

Necht’ je dán dvourozměrný datový soubor a p̌ŕımka y = β0 + β1x.
Výraz

C =
1

n

nX
i=1

(yi − β0 − β1xi)2

se nazývá rozptyl hodnot znaku Y kolem p̌ŕımky y = β0 + β1x.
Př́ımka y = b0 + b1x, jej́ıž parametry minimalizuj́ı rozptyl

y = β0 + β1x

v celém dvourozměrném prostoru, se nazývá regresńı p̌ŕımka
znaku Y na znak X.
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Regresńı p̌ŕımka

I Regresńı odhad i-té hodnoty znaku Y znač́ıme

ŷi = b0 + b1xi, i = 1, . . . , n.

I Kvadrát koeficientu korelace znak̊u X, Y se nazývá index
determinace a znač́ı se ID2.

I Index determinace udává, jakou část variability hodnot znaku
Y vystihuje regresńı p̌ŕımka.

I Nabývá hodnot z intervalu (0,1).

I Č́ım je bližš́ı 1, t́ım lépe vystihuje regresńı p̌ŕımka závislost Y
na X.
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Regresńı p̌ŕımka

Necht’ y = b0 + b1x je regresńı p̌ŕımka znaku Y na znak X. Pak
použit́ım metody nejmenš́ıch čtverc̊u dostaneme

b1 =
sxy
s2x
, b0 = my −

sxy
s2x
mx.

I Parametr b0 udává velikost posunut́ı regresńı p̌ŕımky na svislé
ose (tj. udává, jaký je regresńı odhad hodnoty znaku Y ,
nabývá-li znak X hodnoty 0).

I Směrnice b1 udává, o kolik jednotek se změńı hodnota znaku
Y , změńı-li se hodnota znaku X o jednotku.

I Jestliže je b1 > 0, docháźı s r̊ustem X k r̊ustu Y a hovǒŕıme o
p̌ŕımé závislosti hodnot znaku Y na hodnotách znaku X.

I Je-li b1 < 0, docháźı s r̊ustem X k poklesu Y a hovǒŕıme o
nep̌ŕımé závislosti hodnot znaku Y na hodnotách znaku X.
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Regresńı p̌ŕımka – p̌ŕıklad
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Regresńı p̌ŕımka – p̌ŕıklad
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Regresni primka y = 136.2073 + 0.58101x
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DĚKUJI ZA POZORNOST
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