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» Teorie pravdépodobnosti se snazi matematicky popsat &innosti
(,, pokusy ), jejichz vysledek neni pfedem jisty.

» Matematicka statistika (odhady parametri a testovani
hypotéz o nich) je zaloZena na vysledcich teorie
pravdépodobnosti.

> Ackoliv nenf teorie pravdépodobnosti mnohdy p¥imo
aplikovatelna, pro celkové pochopeni statistiky je jeji znalost
nutna.
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» Pokusem rozumime jednordzové uskuteénéni konstantné
vymezeného souboru defini¢nich podminek. Pfedpoklddame,
Ze pokus miiZeme mnohondsobné nezavisle opakovat za
dodrzeni defini¢nich podminek (ostatni podminky se mohou
ménit, proto riiznd opakovani pokusu mohou vést k rliznym
vysledkiim).

» Deterministickym pokusem nazyvame takovy pokus, jehoZ
kazdé opakovani vede k jedinému moznému vysledku. (Nap¥.
zah¥ivani vody na 100 °C p¥i atmosférickém tlaku 1015 hPa
vede k varu vody.)

» Nahodnym pokusem nazyvame takovy pokus, jehoz kazdé
opakovani vede k pravé jednomu z vice moznych vysledkd,
které jsou vzajemné nesluditelné.
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Nahodny jev a jeho pravdépodobnost

» Neprazdnou mnozinu moznych vysledki ndhodného pokusu
znadime () a nazyvame ji zakladni prostor. Mozné vysledky
znalime wy, t € T kde T' je indexova mnoZzina.

» Ptiklad: hdaZeme jedenkrat jednou pravidelnou 3estist&nnou
kostkou. Zgkladnim prostorem je mnoZina {1,2,3,4,5,6}.

> Jevem nazveme kombinace prvk{ zakladniho prostoru, které

miZeme pFesné popsat.
Jevem je:

v

Padne pétka.

Padne jedni¢ka nebo dvojka.
Padne liché &islo.

Padne ¢&islo vyssi nebo rovné tfem.
Jevem neni:

» Dva.
» Padne vysoké &islo.

v vVvYyy
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Nahodny jev a jeho pravdépodobnost

> Zvlastnim pfipadem je jev nemoZny — sice jsme presné
popsali moZny vysledek pokusu, ale tento vysledek nemiZe
nastat (neni kombinaci prvki zakladniho prostoru).

» Padne ¢&islo devét.

» Oznaleni pouZivana v souvislosti s jevy

Q  jev jisty () jev nemozny

N A; spole¢né nastoupeni U A; nastoupeni  alespoii
iel jevi A;, i el iel jednoho z jevi A;,

iel
A;, AL opany jev k jevu 4; A1\Ay nastoupeni jevu A; za
nenastoupeni jevu As
A1 C Ay jev Ay midzadisledek | AN Ay =0 jevy A; a As jsou ne-

jev As slucitelné

David Hampel Zaklady pravdépodobnosti



Nahodny jev a jeho pravdépodobnost

» Pravdépodobnosti rozumime funkci, kterd kazdému jevu
ptiradi redlné &islo tak, aby platily nasledujici podminky:

> nezdpornost
P(A)>0 VA,

» spoletnd aditivita Vi,7,i # j P(A,NA;) =0=

P(|J4) =) P4y,
i=1 i=1

> normovanost
P(Q) =1.
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Klasickd pravdépodobnost

Oznatme m(§2) pocet viech moZnych vysledki a m(A) potet
vysledki p¥iznivych nastoupeni jevu A. Pak funkci
A
p(4) = "4
m(§2)
nazveme klasickou pravdépodobnosti. Pfedpokladem pouZiti
klasické pravdépodobnosti je, aby kazdy vysledek pokusu nastal se
stejnou pravdépodobnosti.

P¥iklad: hdaZeme jedenkrat jednou pravidelnou Sestisténnou
kostkou. Diky pravidelnosti kostky je padnuti kazdého z &isel stejn&
pravdépodobné. Chceme spoditat pravdépodobnost jevu A: padne

sudé Eislo. Mame m(2) = 6, m(A) =3 a P(A) = "8 =3 = 1.
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Klasickd pravdépodobnost — ptiklad

Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi soutasném hodu 3Sesti kostkami padne
> na kaZdé kostce jiné &islo
6! 720

P(A)= — =—— =10.01543
(4) 65 46656
> pravé Sest Sestek
1 1
P(B) = 6 = 16656 — 0.0000021
> pravé pét Sestek
6-5 30
P = =——=0. 4
(@) 56 16656 0.000643
> pravé Ctyfi Sestky
6
-5-d 375
P(D) = (2) = = 0.008037
(D) 66 46656
> samd suda &isla
36 729
P(E) = — = ——— = 0.01562
(E) 65 46656 0-015623
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Klasickd pravdépodobnost — ptiklad

Mezi N vyrobky je M zmetkid. Nahodné& bez vraceni vybereme n
vyrobki. Jakd je pravdépodobnost, Ze vybereme pravé k zmetkl?

Zakladni prostor €2 je tvofen vSemi neuspo¥adanymi n-ticemi
vytvotenymi z N prvki. Tedy m(§2) = (g) Jev A spotivé v tom,
Ze vybereme pravé k zmetkl z M zmetki (ty lze vybrat (]Z[)
zplsoby) a vyb&r doplnime n — k kvalitnimi vyrobky vybranymi

z N — M kvalitnich vyrobki (tento vybér Ize provést (]\;:],;4)
zpUsoby). Podle kombinatorického pravidla sou¢inu dostavame

m(A) = <Z‘: > <]i :24 > tedy P(A) = Zééi _ (Azf)(%f).
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Podminéna pravdépodobnost

Necht H je jev s nenulovou pravdépodobnosti. Pak definujeme
podminénou pravdépodobnost vzorcem

P(ANH)

P(AIM) = =5

Interpretace této pravdépodobnosti mizZe byt nasledujici: vime, Ze

jev H jiz nastal, a ptdme se na pravdépodobnost, s jakou za této
podminky nastane jesté jev A.

DaleZitou aplikaci podminéné pravdépodobnosti je véta o ndsobeni
pravdépodobnosti:

n

P(ﬂ Az) = P(AI)P(A2|A1)P(A3]A1HA2) . P(An|A1ﬂ . 'ﬂAn—l)
=1
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Podminéna pravdépodobnost — pfiklad

Z 5 vyrobkd, mezi nimiZ jsou 3 zmetky, vybirdme bez vraceni po
jednom vyrobku. Ozna&ime A;: prvni vybrany vyrobek byl kvalitnf,
As: druhy vybrany vyrobek byl zmetek, As: t¥eti vybrany vyrobek
byl zmetek. Hleddame P(A; N Ay N As).

P(AlﬂAgﬂAg) = P(Al)P(AgyAl)P(AﬂAlﬂAg) = ——= =0.2
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Formule tplné pravdépodobnosti

Necht je dén rozklad {H;,i € I} zakladniho prostoru na nejvy3e
spoletné mnoho jevii H; o nenulovych pravdépodobnostech
P(H;). Rikdme, Ze je dan dplny systém hypotéz.

Potom pro libovolny jev A plati formule aplné pravdépodobnosti

=Y P(H;) - P(A|H;).

el
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Formule tplné pravdépodobnosti — ptiklad

V prvni sadé vyrobki je 12 vyrobki, z toho 1 zmetek. Ve druhé
sadé vyrobki je 10 vyrobkd, z toho 1 zmetek. Ndhodné& zvoleny
vyrobek jsme premistili z prvni sady do druhé. Poté jsme ze druhé
sady nahodné vybrali jeden vyrobek. Jaka je pravdépodobnost, Ze
to byl zmetek?

Oznatime
A: vyrobek vybrany ze druhé sady byl zmetek
Hj: vyrobek pfemist&ny z prvni sady do druhé byl kvalitni
Hy: vyrobek pfemistény z prvni sady do druhé byl zmetek
Mame
11 1 2 13

P(A) = P(Hy)-P(AH\)+P(H2)-P(AH) = 5537+ 1517 = 133
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Bayesliv vzorec

Necht je dén Gplny systém hypotéz {H;,i € I}. Potom pro jev A s
nenulovou pravdépodobnosti a pro libovolny jev Hj, plati tzv.
|. Bayesiiv vzorec

_ P(Hy) - P(A|Hy)
P(H|A) = > P(H;)- P(AlH;)’
i€l

David Hampel Zaklady pravdépodobnosti



Bayesiiv vzorec — ptiklad

U jistého druhu elektrického spotfebie se s pravdépodobnosti 0.1
vyskytuje vyrobni vada. U spotfebice s touto vyrobni vadou dochazi
v zaru¢ni lhité k poruse s pravdépodobnosti 0.5. Vyrobky, které
tuto vadu nemaji, se v zaru¢ni |hté porouchaji s pravdépodobnosti
0.01. Jaka je pravdépodobnost, Ze vyrobek, ktery se v zaruéni dobé
porouchd, bude mit dotyénou vyrobni vadu?

Oznadime

A: vyrobek se v zaru&ni dob& poroucha
Hjy: vyrobek ma vyrobni vadu

Hy: vyrobek nema vyrobni vadu

P(Hy) - P(A|Hy) _0.1-05

P(H,)- P(A|H,) + P(H;) - P(A|Hy) ~ 0.059 = 0.847

P(H1|A) =

David Hampel Zaklady pravdépodobnosti



Stochasticka nezavislost

Rekneme, 7e jevy A, Ao, ..., A, jsou stochasticky nezavislé,
pravé kdyz plati vztahy

Vi<j P(AiNAj)=P(4;)- P(4))

P(AlﬁAgﬂﬂAn):P(Al)P(Ag)P(An)

Stochastické nezavislosti se vyuZiva velmi ¢asto. Nap¥. mame-li
stanovit pravdépodobnost nastoupeni alespon jednoho z jevi

Ay, As, ..., Ay, vyuZijeme de Morganova pravidla:
P(|JA) =P((A) =1-P([) &) =1-]] P(A4;) = 1-]J(1-P(A
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
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Stochasticka nezavislost - ptiklad

Pravdépodobnost, Ze seminko slune¢nice vykli¢i, je 0.5. Zasejeme-li
7 seminek, jaka je pravdépodobnost, Ze alespoii jedno vykli&i?
Oznatime A;, i =1,...,7: i-té seminko vykli¢i

A: alesponi jedno seminko vykli&i

7
A=A
i=1
P4 = P ) = =1 [[0 - Pl = 1- (1) = 12
=1 i=1 2 128
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Opakované nezavislé pokusy

» Provadime jeden nahodny pokus. Vysledkem tohoto pokusu
miZe byt jen , Uspéch” anebo , nedspéch”. Pravdépodobnost
Uspéchu bude 6. Pokud oznaéime tspéch 1 a netspéch O,
muZeme tuto situaci popsat vztahem tzv. alternativniho
rozdéleni

P(x)=6*1-60)'"* zec{0,1}.

» Tento pokus budeme provadé&t n-krat nezavisle na sobg.
Zajimat nas bude potet tspéchii y = > | x;, kde z; je
vysledek i-tého alternativniho pokusu. Pravdépodobnost
nastoupeni pravé y uspéchl z n pokusti ma tzv. binomické
rozdéleni dané vztahem

n

Pu(y) = <
Yy

>wu—9wy.



Opakované nezavislé pokusy — ptiklad

Pétkrat nezavisle na sobé haZzeme t¥emi kostkami. Jaka je
pravdépodobnost, Ze pravé ve dvou hodech padnou t¥i jedni¢ky?

Pravdépodobnost, Ze v jednom hodu tfemi kostkami padnou tfi

jednicky je 0 = % = % Dle vzorce binomického rozdéleni mame

re = (3) (o) (- a15) -

= 10-0.00002143 - 0.98617 = 0.0002.
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Neékteré disledky pro vypoéet pravdépodobnosti
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Podminénd pravdépodobnost v riiznych situacich

Predpokladejme, Ye P(H) # 0. Cemu je rovna pravd&podobnost
P(A|H), jsou-li jevy A; H

a) stochasticky nezdvislé

Pl = P 0 = FEE — pay
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Podminénd pravdépodobnost v riiznych situacich

Predpokladejme, Ye P(H) # 0. Cemu je rovna pravd&podobnost
P(A|H), jsou-li jevy A; H

b) neslucitelné

P(ANnH) P
PA) = =5 = i) "
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Podminénd pravdépodobnost v riiznych situacich

Predpokladejme, Ye P(H) # 0. Cemu je rovna pravd&podobnost
P(A|H), jsou-li jevy A; H

c) H ma za disledek A

P(ANH) P(H)
PAI) = =50 = Pim) !
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Podminénd pravdépodobnost v riiznych situacich

Predpokladejme, Ye P(H) # 0. Cemu je rovna pravd&podobnost
P(A|H), jsou-li jevy A; H

d) A ma za disledek H

 P(ANH)  P(A)
PAD =5 = b
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Nastoupeni alesponi jednoho z jevi

Vyjédtete pravdépodobnost

> za predpokladu, Ze Ay,..., A, jsou neslulitelné
n n

P(U Ai) =) P(A)

=1 =1

David Hampel Zaklady pravdépodobnosti



Nastoupeni alesponi jednoho z jevi

Vyjédtete pravdépodobnost

Pl 4)
i=1
> za predpokladu, Ze Ay,..., A, jsou neslulitelné
P(J A) =) PA)
i=1 i=1
» za pfedpokladu, Ze Aq,..., A, jsou nezdvislé

P(U A)=1- H(l — P(A)))

i=1 i=1
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Spole&né nastoupeni jevi

Vyjédtete pravdépodobnost

n
P(() 4)
i=1
> za predpokladu, Ze Ay,..., A, jsou neslulitelné
n
P(()A) =0
i=1
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Spole&né nastoupeni jevi

Vyjédtete pravdépodobnost

> za predpokladu, Ze Ay,..., A, jsou neslulitelné

» za pfedpokladu, Ze Aq,..., A, jsou nezdvislé

David Hampel Zaklady pravdépodobnosti



Aplikace pravdépodobnosti
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P¥iklad o plachetnicich

Firma se rozhoduje, zda vstoupit na trh s novym typem malé
sportovni plachetnice, coZ by se vyplatilo, kdyby ji aspoit 10 %
koupéschopnych zdkaznikl koupilo. Ur&itému poctu ndhodné
vylosovanych zdkaznikl udé&la firma fiktivni nabidku, v niZ
poZaduje zatrzeni jedné ze &tyf moznosti: urcité bych koupil,
zfejmé bych koupil, snad bych koupil, nekoupil bych. P¥itom

z d¥ivéjsich zkuSenosti je zndmo, kolik procent zakazniki volicich
jednotlivé odpovédi skuteéné ptistoupi ke koupi.

David Hampel Zaklady pravdépodobnosti



P¥iklad o plachetnicich

odpovéd % odpovédi | % skute¢nych kupcli
1. ur&it& bych koupil 12 % 40 %
2. zfejmé& bych koupil 23 % 20 %
3. snad bych koupil 17 % 8 %
4. nekoupil bych 48 % 1%

a) S jakou pravdépodobnosti koupi ndhodn& vybrany zakaznik
lod'?

b) S jakou pravd&podobnosti ti, ktefi skutetn& koupili, predtim
zaskrtli ,, nekoupil bych®.
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P¥iklad o plachetnicich — Feseni

A .. .ndhodné& vybrany zdkaznik koupi plachetnici
H; ...nahodné& vybrany zdkaznik pat#i do i-té skupiny, 2 =1,...,4.

P(H,)=0,12  P(A|H;)=04
P(H;)=023  P(A|H,)=0,2
P(H3)=0,17  P(A|H;3)=0,08
P(H)=048  P(A|H,)=0,01
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P¥iklad o plachetnicich — Feseni

a)
P(A) = Z P(H;)P(A|H;)
= 0,12 0,440,23-0,240,17-0,08 40,48 - 0,01
= 0,1124 > 0,10
Firmé& se s novou plachetnici vyplati vstoupit na trh.
b)

P(H,)P(A|H,) _ 0,01-0,48

P(H|A) = P(A) T 01124

=0, 0427

Ti zakaznici, ktefi skute¢né plachetnici koupili, pfedtim
zaskrtli ,, nekoupil bych* s pravdépodobnosti 0,0427.
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Zlodégji ve firmé&

Firma poklddd ndhodné vybranym zaméstnanciim otazku: ,,Odnesli
jste si béhem minulého roku néktery z nasich vyrobki bez
zaplaceni?* Aby je ujistila o anonymité dotazniku, pFipojuje tuto
instrukci: Hod'te si v soukromi{ minci a padne-li lic, odpovézte bez

ohledu na skute¢nost ,ano", jestlize padne rub odpovézte ve shodé
se skutecnosti ,ano", nebo ,ne".

a) Zvolte matematicky model.

b) Vypoltéte pravdépodobnost odpovédi ,,ano" a
pravdépodobnost vylosovani zlodéje.

c) Aproximujte pravdépodobnost vylosovani zlod&je, bylo-li
dotazdno n osob, z nichZ a osob odpovédélo ,,.ano".
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Zlodégji ve firmé& — ¥eSeni

a) Zvolte matematicky model.

Nahodny pokus spolivd ve vylosovani jedné osoby a v jednom
hodu minci.
L ...padl lic

K ... byl vylosovan zlodg;

A ...vylosovany odpovédel ,ano"
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Zlodégji ve firmé& — ¥eSeni

b) Vypoltéte pravdépodobnost odpovédi ,,ano" a
pravdépodobnost vylosovani zlodéje.

P(4A) = P(LU(LNK))
— P(L)+ P(L))- P(K)

11
= —4+-PK
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Zlodégji ve firmé& — ¥eSeni

c) Aproximujte pravdépodobnost vylosovani zlod&je, bylo-li
dotazdno n osob, z nichZ a osob odpovédélo ,,.ano".
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Antidrogovy test

Jista spolecnost podrobuje uchazece o zaméstnani antidrogovému
testu. Uchazedi pochdzi z oblasti, kde pouze pil procenta obyvatel
uziva drogy. Citlivost uZivaného testu je 99 % (tzn., Ze u 99 %
narkomani test vyjde pozitivng) a déle test je specificky také na
99 % (Tzn., Ze test vyjde negativn& u 99 % , ne-narkomand*). Zd4
se tedy, Ze test je relativné presny.

Urlete pravdépodobnost, Ze osoba, jejiZz vysledek testu je pozitivni,
skutecné uZiva drogy.
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Antidrogovy test — FeSeni

P(A) ...u ndhodn& vybraného uchazele test vyjde pozitivn&
) ... uchazet bere drogy

H,
P(Hz) ...uchaze nebere drogy

P(H,)=0,005 P(A|H;)=0,99
P(H,)=0,995  P(A|H,)=1-P(A’|H;)=0,01
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Antidrogovy test — FeSeni

P(A) = P(H\)P(A|H:)+ P(Hy)P(A|H>)
= 0,005-0,99+0,995- 0,01
= 0,0149

P(Hy)P(A|Hy)  0,005-0,99
P(A) ~0,0149
Pravdépodobnost, Ze uchazeg, jemuz vysel test pozitivné, skutedné

bere drogy, je pouze 33,22 %. Je tedy vice pravdépodobné, Ze
drogy nebere!

P(H1|A) =

=0,3322

Cim meni je pravdépodobnost zkoumaného jevu (H;), tim v&t3i je
pravd&podobnost, Ze test bude , fale$n&" pozitivni.

P(ANH;) =0,00495 < P(AN Hy) = 0,00995



