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> Apardt vybudovany na zdkladé pravdépodobnosti se vice
formalizuje pomoci funkci, které

> slouZi jako teoreticky model chovani ndhodné veliciny a

» umoZziiuji vy&islit teoretické vlastnosti ndhodné veliiny.

» Tyto funkce, ,, rozdéleni* nahodnych veli¢in, lze transformovat
pro rlizné upravené ndhodné veliciny.

> S, rozd&lenim" souvisi pojem kvantili, pomoci kterych se
testuji hypotézy o parametrech téchto , rozdé&leni*.
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Nahodna veli¢ina

» Nahodnou veli¢inu X definujeme jako zobrazenf{
X : Q+— R, kde kazdy vzor je jevem a obraz X (w) se nazyva
Ciselnd realizace. Obvykle se zapisuje jen symbolem X.

» Zavedeni nahodné veli¢iny slouzi zejména ke zkraceni a
zpfehlednéni zapisu pravdépodobnosti. Nap¥.
pravdépodobnost, Ze se nahodna veli¢ina X realizuje
v mnoziné B zkratime

Plwef: X(w) € B})= P(X € B)

PH{we Q: X(w) € B,B = (—o00,z]|}) = P(X < x).
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Distribuéni funkce

Funkce F' : R — R definovana vztahem
Ve eR: F(zx)=P(X <x)

se nazyva distribuéni funkce nihodné veli¢iny X. Tato funkce ma
ndsledujici vlastnosti:
> je neklesajici, tj. pro viechna x; < 2 je F(z1) < F(x2),

> je zprava spojitd, tj pro vsechna zp € R: lim+ F(z) = F(xp),

wﬁl’o
» lim F(z)=1, lim F(x)=0,
T—00 T——00
» 0< F(z) <1,

> pro zg € R libovolné, ale pevné zvolené je
P(X =) = F(x9) — lim F(x),

CC—)$O

» proa,beR, a<bje Pla< X <b)=F(b) — F(a).
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Distribuéni funkce — ptiklad

Najdéte distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny X, kterd udava, jaké
¢islo padlo p¥i hodu kostkou.
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Distribuéni funkce — ptiklad
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Distribuéni funkce — ptiklad
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Pravdépodobnostni funkce

Nahodna veli¢ina X se nazyva diskrétni, pravé kdyz existuje
funkce p(z), ktera je

> nulova v R s vyjimkou nejméné jednoho a nejvyse spocetné

mnoha bodu,

» kladnd (Vz € R: p(z) > 0),

» normovana (372 p(x) =1)

> aplati pro ni Vz € R: F(z) = 3, p(t).
Tato funkce se nazyva pravdépodobnostni funkce nihodné
veli¢iny X.
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Pravdépodobnostni funkce — vlastnosti

Pro pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny X plati
Vx e R:p(z) = P(X =)
a pro libovolny pevné dany bod zyp € R

p(zo) = F(xp) — lim F(x).

IE—)IO

Distribuéni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny ma schodovity
charakter.
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Pravdépodobnostni funkce — p¥iklad
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Pravdépodobnostni funkee Bi(5;0,5).

David Hampel Nahodné velitiny a vektory



Nahodna veli¢ina X se nazyva spojita, pravé kdyz existuje po
Castech spojitd funkce, kterd je

» nezapornd (Vz € R: f(z) > 0),

» normovana (2% f(z)dx =1),

> plati N
Ve eR: F(z) = / F(t)dt,

» VBCR: P(XeB)= [ ¢(z)de.
zeB

Funkce f(x) se nazyva hustota pravdépodobnosti spojité
ndhodné veli¢iny X. M4 i nasledujici vlastnost:

) = 22

Distribuéni funkce spojité ndhodné veli¢iny je viude spojita.
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— priklad
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Hustota Rs(—1, 2). Hustota N(0, 1)
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Hustota — pfiklad 1

|k proz e (980,1020),
#() _{ 0 jinak.

1020

Z normovanosti hustoty plyne: 1 = [ kdz = 40k, tedy k = %.
930
Pro distribuéni funkci plati:
(0 pro x < 980,
'z
O(z) = { [ 3 dt =520 pro 980 < @ < 1020,
980
L1 pro = > 1020.
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Hustota — ptiklad 2

Doba (v minutach) potfebna k obslouZeni zdkaznika v prodejn&
potravin je ndhodna veli¢ina, kterd se ¥idi rozloZenim Ea:(%) Jaka
je pravdépodobnost, Ze doba potfebnd k obslouZeni nahodné
vybraného zdkaznika v této prodejné bude v rozmezi od 3 do 6
minut?
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Hustota — ptiklad 2

X — doba pottebna k obslouzeni ndhodné vybraného zdkaznika,

X ~ Ex(3),
1 —z
e 3 prox >0,
xTr) =
#(@) { 0 jinak.
’ 1
PB<X<6) = /ge_gdx
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Nahodny vektor

Necht X1,..., X, jsou ndhodné veli¢iny a F1,..., F), jsou jejich
distribuéni funkce. Pak definujeme nahodny vektor jako
uspofddanou n-tici X = (Xi,...,X,). Jeho distribu¢ni funkci
definujeme vztahem

V(z1,...,2n) €R": F(21,...,2,) = P(Xq1 <ziA--AX, < ).
Plati vlastnosti distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny, navic mdme

Vie{l,...,n}: lim F(x1,...,2,) = Fi(x;),

T1yeesTi—15Ti4 1500, Tn 200

kde F;(x;) se v této souvislosti nazyvd margindini distribun{
funkce ndhodné veli¢iny X; a F(x1,...,x,) se nazyva simultanni
distribu¢ni funkce ndhodného vektoru X.
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Diskrétni nahodny vektor

Nahodny vektor X se nazyva diskrétni, pravé kdyZ existuje funkce
p(x1,...,xy,), kterd je
» nulova v R” s vyjimkou nejméné jednoho a nejvyse spoletné
mnoha bodi,

> kladna
» normovand (3200_ - 2o — o P(T1, .., @) = 1)
> a plati pro ni
V(x1,...,2n) ER": F(21,...,2,) = Z Z p(t1, ... tn).

t1<z tn<xn

Funkce p(z1,...,x,) se nazyva pravdépodobnostni funkce
diskrétniho ndhodného vektoru X.
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Diskrétni nahodny vektor

Pro pravdépodobnostni funkci dale plati
V(x1,...,xn) ER" i p(z1,...,20) = P(X1 =21 A AN Xy = )

a

Vie{l,...,n}: Z Z Z Zp(m,...,xn):pi(:vi).

r1ER z;_1E€ER $i+1€R zn€R

Funkce p;(z;) se nazyva margindini pravdépodobnostni funkce
nahodné veli¢iny X; a p(z1,...,x,) simultdnni pravdépodobnostni
funkce nahodného vektoru X.

Pravdépodobnost, Ze se ndhodny vektor X bude realizovat v
oblasti B C R", se vypocte podle vzorce

P(X € B) Z Zp:cl,..., n)-

($1, :xn)eB
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Diskrétni nahodny vektor — pfiklad
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Spojity nahodny vektor

Nahodny vektor X se nazyva spojity, pravé kdyz existuje po

Castech spojitd funkce f(x1,...,xz,), kterd je
> nezaporna,
0 o
» normovana ( [ --- [ f(z1,...,zp)day - dzy, = 1)
—0 -0

> a plati pro ni

V(z1,...,2n) €ER" : F(z1,...,2,) =

1 Tn
:/ / Fltrs .o tn)dty - dtp.

Funkce f(x1,...,2,) se nazyvd hustota pravdépodobosti
spojitého nahodného vektoru X.
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Hustota spojitého ndhodného vektoru

Pro hustotu pravdépodobnosti spojitého ndhodného vektoru X

dale plati
_ O"F(w1,...,25)
flxy,. ... xp) = T -
aVied{l,...,n}:
/ / / / f(x1,...,xp)dey - - - deiydxigy - - - day = fix;).

Funkce f;(x;) se nazyva marginalni hustota ndhodné veli¢iny X; a
f(x1,...,x,) se nazyva simultdnni hustota ndhodného vektoru X.
Pravdépodobnost, Ze se ndhodny vektor X bude realizovat na
oblasti B C R" je rovna

P(XEB):/~--éf(x1,...,:L"n)d:nl---dmn.
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Hustota spojitého ndhodného vektoru — ptiklad

Vrstevnice a graf hustoty dvourozmérného normélniho rozlozeni s pa-
rametry g1 =0, o =0,07 =1, 03 =1, p = —0,75
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Stochastickd nezdvislost ndhodnych veliéin

Ndhodné veli¢iny X1, ..., X,, jsou stochasticky nezavislé pravé
tehdy, kdyZ pro kazdé z; € R,...,x, € R plati

F(:L’l,...,l‘n) :Fl(ZITl) T ‘Fn(xn)’

respektive
p('rla o 7xn) = pl(xl) Tt pn(xn)

v diskrétnim p¥ipadé nebo

f(@1,. . m) = fi(@n) - fn(@n)

ve spojitém pripadé.
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Stochastickd nezdvislost nahodnych veli¢in — p¥iklad

Ndhodny vektor (X7, X3) ma pravdépodobnostni funkci danou
nasledujici tabulkou.
Zjistéte, zda jsou ndahodné veliCiny stochasticky nezdvislé &i nikoliv.

Xo
X0 1
-1[1/3 0
0| o0 1/3
1]1/3 0
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Stochastickd nezdvislost nahodnych veli¢in — p¥iklad

Ndhodny vektor (X7, X3) ma pravdépodobnostni funkci danou
nasledujici tabulkou.
Zjistéte, zda jsou ndahodné veliCiny stochasticky nezdvislé &i nikoliv.

Xo
X1 0 1 pl(azl)
1 [13 0 | 1/3
0 0 1/3| 1/3
1 |13 0 | 1/3
pg((L’g) 2/3 1/3 1
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Stochastickd nezdvislost nahodnych veli¢in — p¥iklad

Ndhodny vektor (X7, X3) ma pravdépodobnostni funkci danou
nasledujici tabulkou.
Zjistéte, zda jsou ndahodné veliCiny stochasticky nezdvislé &i nikoliv.

Xo
X1 0 1 pl(x1>
-1 [1/3 0 | 1/3
0 0 1/3| 1/3
1 |13 0 | 1/3
pg(xg) 2/3 1/3 1

Ndhodné veli¢iny X; a X9 nejsou stochasticky nezdvislé.
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Transformované nahodné veli¢iny a ve

Necht g je vhodna funkce (nejéastji spojitd). Pak miizeme pomoci
této funkce transformovat ndhodnou veli¢inu X na
(transformovanou) ndhodnou veli¢inu Y. Formdlng pigeme

Vw e Q:Y(w) =g(X(w)).

Stejn& tak miZeme pomoci vhodné funkce h transformovat
ndhodny vektor X na transformovany ndhodny vektor Y nebo na
transformovanou ndhodnou veli¢inu Y.
» Pomoci transformaci normalné rozdélenych veli¢in se sestrojuji
veli¢iny pomoci nichZ se testuji hypotézy.
» P¥i analyze nelze data libovolné transformovat. Vétsinou
se tim zméni jejich rozdéleni a ziskané vysledky budou
nesmyslné.
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Transformovany nahodny vektor — p¥iklad

Pfedpokladejme, Ze doba &ekani zakaznika ptfed pokladnou je
nahodna veli¢ina, kterd se ¥idi exponencidlnim rozdélenim s
parametrem A. Ndhodné vybereme n zdkaznikl. Jaka je
pravd&podobnost, Ze nejdéle Eekajici zakaznik &ekal méné nez y
sekund?

Exponencialni rozdéleni ma hustotu

Ae i prox; > 0,A>0 .
f(ﬂ?i)—{ 0 jinak i=1,...,n

a distribu¢ni funkci

1—e ™ proz; >0

F(l’z):{ 0 pro z; < 0 1=1,...,n.

Hleddme vlastné rozdéleni transformované ndhodné veliginy

Y = max{X,..., X, }.
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Transformovany nahodny vektor — p¥iklad

Fy(y) = P(Y <y) = Pmax{Xy,..., X} <y) =
— P(Xy YA A Xy Sy) = P(X1 < y) - P(Xn < y) =
= Fx(y)--- Fx(y) = [Fx(y)]" = (1 —e )"

Nejdéle ¢ekajici zakaznik necekal déle nez y sekund
s pravdépodobnosti (1 — =),
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Podminéna distribuéni funkce

» Necht (X7, X3) je ndhodny vektor se simultdnni distribu&ni
funkei @ (z1,x2).

» Podminéna distribu¢ni funkce @5 (1 |z2) ndhodné velitiny
X1 za podminky, Ze ndhodna veli¢ina X5 nabyva hodnoty xo,
je dana vztahem

Voy € R: @y (21 |22)

= lim P(X1 <x |.%'2<X2§:L‘2+A$2)

A{L‘QA)O
lim P (X1 <z Ao < Xo <0+ Axo)
= 1
Az2—0 P (l’g < X9 < a9+ ASCQ)

» Analogicky Ize definovat podmin&nou distribuéni funkci
Doy (w2 ]71).
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Podminéna distribuéni funkce

Necht (X1, X5) je ndhodny vektor s marginaInimi distribugnimi
funkcemi @4 (1) a @5 (x2). Ndhodné velitiny X7, X5 jsou
stochasticky nezavislé, jestlize plati:

Vag € R: @y (1 |22) = 1 (21)

a soulasné
Vo € R: @y (z2]21) = P2 (22) -
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Podminéna pravdépodobnostni funkce

» Necht (X1, X5) je diskrétni ndhodny vektor se simultdnni
pravdé&podobnostni funkci 7 (21, x2) a margindlnimi
pravd&podobnostnimi funkcemi 7y (x1) a ma (22).

» Fixujeme hodnotu xs.

» Podmin&na pravdépodobnostni funkce 7y (71 |z2) ndhodné
veli¢iny X, za podminky, Ze ndhodna veli¢ina X5 nabyva
hodnoty x2, je ddna vztahem

7 (21, x2)

2 (12) pro ma (z2) > 0.

Vi1 € R: 12 (33'1 |x2) =

» Analogicky Ize definovat podmin&nou pravdépodobnostni
funkci mo); (w2 |71).
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Podminéna pravdépodobnostni funkce

Z definiéniho vztahu je okamZité vidét:

T (71, 22) = T2 (T2) TP (21 [72)
jestlize ma (z2) > 0, a obdobné&

7 (21, 22) = m1 (21) 7o (22 |271),
jestlize my (z1) > 0. Z té&chto dvou vztahi vyplyva, Ze

T2 (@1 |22) T2 (2)

1 (x1)

91 (2]21) =

a podobné

o1 (w2 |21) ™1 (71)
9 (:L‘g)

T2 (21 |22) =

Jednd se o Bayeslv vzorec pro diskrétni nahodny vektor (X1, Xo).
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Podminéna distribuéni funkce

Je-li (X1, X5) diskrétni ndhodny vektor, pak pro podmin&nou
distribu¢ni funkci @5 (21 |z2) plati:

2 w(t,x2)

t<zxy

Vrr € R: @y (21 |22) = 7 (22)

pro ma (z2) > 0.
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Podminéna pravdépodobnostni funkce

» Necht (X7, X3) je diskrétni ndhodny vektor s margindInimi
pravd&podobnostnimi funkcemi 7y (x1) a ma (22).

» Nahodné veli¢iny X1, Xo jsou stochasticky nezavislé, jestlize
plati

Vao € R, mo (1‘2) >0: T2 (1‘1 ‘.I'Q) = m (:L‘l)

» Analogicky, ndhodné veli¢iny X7, X9 jsou stochasticky
nezavislé, jestlize plati

Va1 € R, 1 ((L‘l) >0: o1 (1‘2 ‘1'1) = Ty (.’L'Q) .
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Podminéna hustota pravdépodobnosti

» Necht (X7, X5) je spojity ndhodny vektor se simultdnni
hustotou pravd&podobnosti ¢ (x1,x2) a margindlnimi
hustotami pravdépodobnosti ;1 (z1) a @2 (x2).

» Fixujeme hodnotu xs.

» Podmin&nd hustota pravdépodobnosti |5 (71 |72) ndhodné
veli¢iny X, za podminky, Ze ndhodn3a veli¢ina X5 nabyva
hodnoty x2, je ddna vztahem

¢ (1, 22)

ro xo) > 0.
o2 (@) P @2 (12)

Vo € Ry (21]22) =

» Analogicky Ize definovat podmin&nou hustotu
pravdépodobnosti oy (72 ]71).
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Podminéna hustota pravdépodobnosti

Podobné jako v diskrétnim p¥ipadé& |ze z definiénich vztahl pro
podminéné hustoty pravdépodobnosti odvodit Bayesiiv vzorec pro
spojity nahodny vektor:

P12 (21 |22) P2 (22)
e1 (1)

@op (22 ]21) =

a analogicky

pa1 (22 ]21) 1 (21)
P2 (w2) '

¥1)2 (71 ]22) =
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Podminéna distribuéni funkce

Je-li (X1, X3) spojity ndhodny vektor, pak pro podmin&nou
distribu¢ni funkci @15 (71 |z2) plati

Vi eR: P Ty |xo) =
1 1\2( 1| 2) (,02(.%'2)

pro s (x2) > 0.
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Podminéna hustota pravdépodobnosti

» Necht (X1, X5) je spojity ndhodny vektor s margindInimi
hustotami pravdépodobnosti ; (z1) a @2 (x2).

> Ndhodné veliciny X1, X5 jsou stochasticky nezdvislé, jestlize
plati

Vrg € R, @2 (72) > 0 pq)p (71 ]22) = @1 (71) -

» Analogicky: Nahodné veli¢iny X7, X5 jsou stochasticky
nezavislé, jestlize plati

V1 € R 1 (21) > 01 g (22 |21) = 02 (22) -
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Podminéné pravdépodobnosti

» Necht B C R a ndhodna veli¢ina X5 nabyva hodnoty .

> Zajimd nds podminénd pravdépodobnost
P(Xl S B|X2 = l‘g).

a) Diskrétni p¥ipad:
P(X1 S B|X2 = {EQ) = ZmleB 1|2 (l‘l |{,C2)

b) Spojity p¥ipad:
P(Xl S B|X2 = {EQ) = leeB P1)2 (.’El |l’2)d$1.
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Podminéné rozloZzeni s n > 2 slozkami ndhodného vektoru

» Vybereme margindlni nahodny vektor (X, ..., X;) o ny
slozkach a zbyly margindlni ndhodny vektor o ngy sloZzkach
(n1 4+ n2 = n) oznatme (X, ..., X)).

» Pak miZeme zavést

» podminénou distribuéni funkci ndhodného vektoru
(Xi,...,X;) za podminky, Ze X =z A ... ANX; = ay;

» podminénou pravdépodobnostni funkci v diskrétnim p¥ipadé a
» podminénou hustotu pravd&podobnosti ve spojitém p¥ipadé

pomoci analogickych vztahd.
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Ciselné charakteristiky ndhodny

Ciselné charakteristiky ndhodnych veli¢in popisuji teoretické
rozdéleni ndhodné veli¢iny. Nejc¢ast&jsimi charakteristikami jsou

» Kvantily spojitych ndhodnych veligin

» Stfedni hodnota

» Rozptyl

» Kovariance

» Koeficient korelace

» Sikmost

> §pi<v:atost

» Vektorova stfedni hodnota

» Kovarian¢ni matice

» Korelaéni matice
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Kvantily spojitych ndhodnych veli¢in

Necht 6 € (0,1). Pak 6-kvantilem spojité ndhodné veli¢iny
nazyvame takové &islo Ky(X), pro néz je

Ko(X)
0= F(Kp(X)) = f(z)dz.

—0o0

v

Kvantil K¢ 50(X) se nazyvd median,

v

(
Kvantil K¢.25(X) se nazyva dolni kvartil,
(

v

Kvantil K¢ 75(X) se nazyva horni kvartil.

v

Rozdil Ko 75(X) — Kp.25(X) se nazyvd mezikvartilové
rozpéti.

Kvantilové charakteristiky jsou , robustnéjsi* nez ostatni
charakteristiky, je vhodné je uvadét, pokud se v rozdéleni ndhodné

veli¢iny pocitd s extrémnimi hodnotami.
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Kvantily spojitych ndhodnych veli¢in — tabulky

Pro vybrané kvantily se zavedlo specidlni oznaleni:

X ~N(0,1) = Kuo(X) = uq,

X ~x*(n) = Ko(X) = x5(n),

X ~t(n) = Ko(X) = ta(n),

X ~ F(nl,ng) = Ka(X) = Fa(nl,ng).

V tabulkach nejsou v8echny kvantily, je nutné dopoéitat podle
vztahi

Uy = —Ul—q;
ta(n) = —t1_a(n),

1
Fo(ni,ng) =

Fi_a(ng,ny)
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Kvantily spojitych ndhodnych veli¢in — tabulky

a) Necht U ~ N(0,1). Najdéte medidn a horni a doln{ kvartil.
> g0 = 0, .25 = —0,67449, ug 75 = 0,67449

b) Urcete X3 g25(25).
> X§.005(25) = 13,12

c) Urcete tp99(30) a to,05(24).
> t0.09(30) = 2,4573, to.05(24) = —1,7109

d) Urtete Fjg75(5,20) a Fyos5(2,10).

> Fo075(5,20) = 3,2891, Fy05(2,10) = 0,05156
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Stfedni hodnota E(X)

Sttedni hodnota E(X) je &islo, které charakterizuje polohu
¢iselnych realizaci ndhodné veli¢iny X na Ciselné ose.

» Je-li X diskrétni ndhodn3 veli¢ina s pravdépodobnostni funkci
p(z), pak jeji stfedni hodnota je

o)

EX)= > z-p(x).

T=—00

» Je-li X spojita ndhodnd velitina s hustotou f(x), pak jeji
stfedni hodnota je

oo
E(X) :/ - f(z).
—00
» Necht Y = g(X) je transformovand nihodnd veli¢ina. Pak

B(Y) = Ywcr 9(x) - p(x) v diskrétnim p¥ipadé,
| [ 9(x) - f(x)  ve spojitém p¥ipadé.

David Hampel Nahodné velitiny a vektory



Rozptyl D(X)

Rozptyl D(X) je &islo, které charakterizuje variabilitu &iselnych
realizaci ndhodné veli¢iny X kolem st¥edni hodnoty E(X).

Definujeme
J D(X) = E([X — BE(X)]?),

ve vypoctech se Casté&ji pouzivd vztah
D(X) = B(X?) - [B(X)]".

Cislo \/D(X) se nazyva odchylka nihodné velitiny X.
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Priklad

Nahodna veli¢ina X uddva polet ok p¥i hodu kostkou. Vypoltéte
jeji stfedni hodnotu a rozptyl.

% prox=1,2,...,6

(@) :{ 0 jinak,

6
1 7
E(X)= =—(14+24+3+4+5+6)=_- =35
();xw(az) 6(+++++)2 ,
D(X)—i(a;—?;f))z}— =3 50
= e 120 T
6
D(X) = E(X*) - [E(X)]* = ) a*n(x) - 3,57
r=1
1
= 6(12 +22 + 3% + 4% + 5% + 6%) — 3,57 = 2,92.
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Podminéné charakteristiky — diskrétni p¥ipad

Necht (X1, X3) je diskrétni ndhodny vektor a necht 7yjo (1 ]22)
je podminénd pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny X za
podminky, Ze ndhodna veli¢ina X5 nabyva hodnoty xo. Podminéna
stfedni hodnota je definovana vztahem
o0
Vag € R,ﬂ'g ($2) >0: E(Xl |$2) = Z L1712 (:Cl ]xQ)

r1=—00

a podminény rozptyl je definovan vztahem

Vag € R, mo (22) > 0:
[oe)

D(Xi|za) = > [21— E(Xy|z2)]?mye (21]72).

xr1=—00
Tento vzorec lze upravit do vypoéetniho tvaru

o0

D(Xi|z2)= > aimp (z1|22) — [E (X1 |22))-

r1=—00
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Podminéné charakteristiky — spojity pfipad

Necht (X1, X3) je spojity nahodny vektor a necht @qjo (1 ]22) je
podminénd hustota pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X; za
podminky, Ze ndhodna veli¢ina X5 nabyva hodnoty x2. Podminéna
stfedni hodnota je definovdna vztahem

sz S R, ©2 (xz) >0:F (X1 ‘1’2) = / x1g01|2 (.Tl ‘IL’Q)d.rl

a podmin&ny rozptyl je definovan vztahem

Vao € R, mo (xg) >0:

D (Xi|x2) = /_O:O (21— E (X1 |22)]* @1)o (21 |22) day.

Tento vzorec lze upravit do vypocetniho tvaru
< 2 2
D(Xifea) = [ abpup (@1laz) do = [B (X1 ]a2))”.
—0o0
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Podminéné charakteristiky

» P¥i ménicich se realizacich ndhodné veli¢iny Xs je podminénd
stfedni hodnota E (X7 |z2) funkci promé&nné zo a zndzoriiuje
pribéh zavislosti veli¢iny X7 na veli¢ing Xs.

> Nazyva se regresni funkce veli¢iny X; vzhledem k veliéiné
Xs.

» Tvar regresni funkce charakterizuje proménlivost stfedni
hodnoty veli¢iny X; v zavislosti na Xo.
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Podminéné charakteristiky

» Podminény rozptyl D (X |x2) je funkci hodnot veli¢iny Xs.

» Nazyva se skedasticka funkce veli¢iny X; vzhledem k
veli¢ingé Xs.

» Tvar skedastické funkce charakterizuje proménlivost rozptylu
veli¢iny X7 v zdvislosti na Xs.

> Je-li skedastickad funkce konstantni, fekneme, Ze rozloZeni
ndhodného vektoru (X1, X32) je homoskedastické (tj.
podminé&né rozptyly nezdvisi na podmince).

» V opa&ném pf¥ipadé& se rozloZeni ndhodného vektoru (X, X2)
nazyvad heteroskedastické.

David Hampel Nahodné velitiny a vektory



Kovariance C'( X1, X5)

Kovariance C'(X7, X2) je &islo, které charakterizuje spole¢nou
variabilitu ¢iselnych charakterizaci ndhodnych veli¢in X; a X3
kolem jejich stfednich hodnot.

Definujeme ji jako

C(X1,X2) = E([X1 — E(X1)][X2 — E(X2))),
uziva se i vztah
C(X1, Xs) = B(X1X2) — B(X)E(Xa).

Je-li C (X1, X2) =0, Yekneme, Ze ndhodné veli¢iny X; a X3 jsou
nekorelované, tj. Ze mezi nimi neexistuje linedrni zavislost.

David Hampel Nahodné velitiny a vektory



Koeficient korelace R( X1, X»)

Koeficient korelace R(X1, X3) je &islo, které charakterizuje miru
tésnosti linedrni zavislosti ¢iselnych realizaci ndhodnych veli¢in X3
a Xo. Nabyvd hodnot z intervalu [—1, 1].

Definujeme jej jako

X1 — E(X1) Xo — E(Xa)
VD(X1)  /D(X,)

pro /D(X1)\/D(Xz) # 0, R(X1, X2) = 0 jinak.

R(X1,X,)=E (

Casto se pouZiva vztah
C(X1,X2)

i, X2) = \/D(Xl)\/D(X2).
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/ k
py, = E(XY)
se nazyva obecny moment k-tého ¥adu. Cislo

e = B(X - B(X)]")

se nazyva centrdlni moment k-tého ¥adu.
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Pomoci momentl miZeme definovat Sikmost (asymetrii) ndhodné
veliciny X jako
3
Ay(X) = L2
D(X)

a $picatost (exces) ndhodné velitiny X jako

Ay(X)= —H4 3.

Pro normalni rozdéleni N (0, 1) vychazi A3(X) =0a A4(X) =0.
Sikmost a $picatost se daji vyuZit k testovani hypotéz o rozdéleni.
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Vlastnosti ¢iselnych charakteristik

» Necht a, a1, as, b, by, by jsou redlnd &isla,

» X, Xq,..., X, Y1,..., Y, jsou ndhodné veli¢iny definované
na témz pravdépodobnostnim prostoru.

» V nasledujicich vzorcich vZdy z existence &iselnych

charakteristik na pravé strané vyplyva existence vyrazu na levé
strané.
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Vlastnosti stfedni hodnoty

e) Jsou-li ndhodné veli¢iny X1,..., X, stochasticky nezdvislé,

n n
pak plati E <H XZ-> = 1 B(X;).
=1 =1
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Vlastnosti kovariance

a) Cla1, X2) = C(X1,a2) = Clay, az) =0,
b) Clay + b1X1,as + baXa) = bibsC (X1, Xa),
c) C(X,X) =D(X),

d) O(X1,Xs) = C(Xa, X1),

) C(

e Xl,XQ) E(XlXQ) —E(Xl)E(XQ),

j=1 i=1j=1
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Vlastnosti rozptylu

a) D(a) =0,
b) D(a+bX) = b2D(X),
) D(X) = B(X?) - [B(X)]*,

n n n—1 n
d) D(Z Xl> =3 D(Xi)+2 >y C(Xi,Xj)
i=1 i=1 i=1 j=i+1
e) Jsou-li ndhodné veli¢iny X1, ..., X, nekorelované, pak

b <z§:1 Xi) N ié D).
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Vlastnosti koeficientu korelace

ai, X2) = R(X1,a2) = R(ai,a2) =0,
a1+ b1 X1, a0 + bQXQ) = sgn(ble)R(Xl, XQ),
X,X) =1 pro D(X) #0, R(X,X) = 0 jinak,

~—~~ o~~~

i Tt pro /DX YD(Xa) >
0

jinak,

f) |R(X1, X2)| <1 a rovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyz
mezi veli¢inami X7, Xy existuje s pravdépodobnosti 1 tplnd
linedrni zavislost, tj. existuji konstanty ai, as tak, Ze
P(Xy = aj + a2X;) = 1. (Uvedena nerovnost se nazyva
Cauchyova-Schwarzova-Buiiakovského nerovnost.)
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Charakteristiky nahodnych vektort

Necht X = (X1,...,X,) je ndhodny vektor. Redlny vektor
E(X)=(E(X1),...,E(Xy))

se nazyva vektor stfednich hodnot. Redlna ¢tvercovd symetricka

matice

[ D(Xy) C(X1,Xs) -+ C(X1,Xp) '|

var (X) = : : :

{ C(Xn, X1) C(Xn,X2) -+ D(Xn) J

se nazyva varianéni matice a redlnd ¢tvercova symetrickd matice

1 R(Xy,X2) -+ R(X1,X,)

corr (X) = : ; :

R(X,,X1) R(X,,X2) --- 1

se nazyva korela¢ni matice.
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