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Motivace

I Aparát vybudovaný na základě pravděpodobnosti se v́ıce
formalizuje pomoćı funkćı, které

I slouž́ı jako teoretický model chováńı náhodné veličiny a

I umožňuj́ı vyč́ıslit teoretické vlastnosti náhodné veličiny.

I Tyto funkce,
”
rozděleńı“ náhodných veličin, lze transformovat

pro r̊uzně upravené náhodné veličiny.

I S
”
rozděleńım“ souviśı pojem kvantil̊u, pomoćı kterých se

testuj́ı hypotézy o parametrech těchto
”
rozděleńı“.
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Náhodná veličina

I Náhodnou veličinu X definujeme jako zobrazeńı
X : Ω 7→ R, kde každý vzor je jevem a obraz X(ω) se nazývá
č́ıselná realizace. Obvykle se zapisuje jen symbolem X.

I Zavedeńı náhodné veličiny slouž́ı zejména ke zkráceńı a
zp̌rehledněńı zápisu pravděpodobnost́ı. Nap̌r.
pravděpodobnost, že se náhodná veličina X realizuje
v množině B zkrát́ıme

P ({ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B})⇒ P (X ∈ B)

a

P ({ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B,B = (−∞, x]})⇒ P (X ≤ x).
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Distribučńı funkce

Funkce F : R 7→ R definovaná vztahem

∀x ∈ R : F (x) = P (X ≤ x)

se nazývá distribučńı funkce náhodné veličiny X. Tato funkce má
následuj́ıćı vlastnosti:

I je neklesaj́ıćı, tj. pro všechna x1 < x2 je F (x1) ≤ F (x2),

I je zprava spojitá, tj pro všechna x0 ∈ R: lim
x→x+0

F (x) = F (x0),

I lim
x→∞

F (x) = 1, lim
x→−∞

F (x) = 0,

I 0 ≤ F (x) ≤ 1,

I pro x0 ∈ R libovolné, ale pevně zvolené je
P (X = x0) = F (x0)− lim

x→x−0
F (x),

I pro a, b ∈ R, a < b je P (a < X ≤ b) = F (b)− F (a).
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Distribučńı funkce – p̌ŕıklad

Najděte distribučńı funkci náhodné veličiny X, která udává, jaké
č́ıslo padlo p̌ri hodu kostkou.

x ∈ (−∞, 1) : F (x) = P (X ≤ x) = 0

x ∈ [1, 2) : F (x) = P (X ≤ x) = 1/6

x ∈ [2, 3) : F (x) = P (X ≤ x) = 2/6

...

x ∈ [6,∞) : F (x) = P (X ≤ x) = 1
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Distribučńı funkce – p̌ŕıklad
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Distribučńı funkce – p̌ŕıklad
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Pravděpodobnostńı funkce

Náhodná veličina X se nazývá diskrétńı, právě když existuje
funkce p(x), která je

I nulová v R s výjimkou nejméně jednoho a nejvýše spočetně
mnoha bodů,

I kladná (∀x ∈ R : p(x) ≥ 0),

I normovaná (
P∞
x=−∞ p(x) = 1)

I a plat́ı pro ni ∀x ∈ R : F (x) =
P
t≤x p(t).

Tato funkce se nazývá pravděpodobnostńı funkce náhodné
veličiny X.
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Pravděpodobnostńı funkce – vlastnosti

Pro pravděpodobnostńı funkci náhodné veličiny X plat́ı

∀x ∈ R : p(x) = P (X = x)

a pro libovolný pevně daný bod x0 ∈ R

p(x0) = F (x0)− lim
x→x−0

F (x).

Distribučńı funkce diskrétńı náhodné veličiny má schodovitý
charakter.
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Pravděpodobnostńı funkce – p̌ŕıklad
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Hustota

Náhodná veličina X se nazývá spojitá, právě když existuje po
částech spojitá funkce, která je

I nezáporná (∀x ∈ R : f(x) ≥ 0),

I normovaná (
R∞
−∞ f(x)dx = 1),

I plat́ı

∀x ∈ R : F (x) =
Z x

−∞
f(t)dt,

I ∀B ⊆ R : P (X ∈ B) =
R

x∈B
ϕ(x) dx.

Funkce f(x) se nazývá hustota pravděpodobnosti spojité
náhodné veličiny X. Má i následuj́ıćı vlastnost:

f(x) =
∂F (x)

∂x
.

Distribučńı funkce spojité náhodné veličiny je všude spojitá.
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Hustota – p̌ŕıklad
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Hustota – p̌ŕıklad 1

ϕ(x) =

¨
k pro x ∈ (980, 1020),
0 jinak.

Z normovanosti hustoty plyne: 1 =
1020R
980

k dx = 40k, tedy k = 1
40 .

Pro distribučńı funkci plat́ı:

Φ(x) =

8><>:
0 pro x ≤ 980,
xR

980

1
40 dt = x−980

40 pro 980 < x < 1020,

1 pro x ≥ 1020.
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Hustota – p̌ŕıklad 2

Doba (v minutách) poťrebná k obsloužeńı zákazńıka v prodejně
potravin je náhodná veličina, která se ř́ıd́ı rozložeńım Ex(1

3). Jaká
je pravděpodobnost, že doba poťrebná k obsloužeńı náhodně
vybraného zákazńıka v této prodejně bude v rozmeźı od 3 do 6
minut?
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Hustota – p̌ŕıklad 2

X – doba poťrebná k obsloužeńı náhodně vybraného zákazńıka,
X ∼ Ex(1

3),

ϕ(x) =

(
1
3e
−x

3 pro x > 0,

0 jinak.

P (3 ≤ X ≤ 6) =

6Z
3

1

3
e−

x
3 dx

=
1

3
(−3)

�
e−

x
3

�6
3

= −e−2 + e−1 = 0,233.
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Náhodný vektor

Necht’ X1, . . . , Xn jsou náhodné veličiny a F1, . . . , Fn jsou jejich
distribučńı funkce. Pak definujeme náhodný vektor jako
uspǒrádanou n-tici X = (X1, . . . , Xn). Jeho distribučńı funkci
definujeme vztahem

∀(x1, . . . , xn) ∈ Rn : F (x1, . . . , xn) = P (X1 ≤ x1∧· · ·∧Xn ≤ xn).

Plat́ı vlastnosti distribučńı funkce náhodné veličiny, nav́ıc máme

∀i ∈ {1, . . . , n} : lim
x1,...,xi−1,xi+1,...,xn→∞

F (x1, . . . , xn) = Fi(xi),

kde Fi(xi) se v této souvislosti nazývá marginálńı distribučńı
funkce náhodné veličiny Xi a F (x1, . . . , xn) se nazývá simultánńı
distribučńı funkce náhodného vektoru X.
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Diskrétńı náhodný vektor

Náhodný vektor X se nazývá diskrétńı, právě když existuje funkce
p(x1, . . . , xn), která je

I nulová v Rn s výjimkou nejméně jednoho a nejvýše spočetně
mnoha bodů,

I kladná

I normovaná (
P∞
x1=−∞ · · ·

P∞
xn=−∞ p(x1, . . . , xn) = 1)

I a plat́ı pro ni

∀(x1, . . . , xn) ∈ Rn : F (x1, . . . , xn) =
X
t1≤x1

· · ·
X
tn≤xn

p(t1, . . . , tn).

Funkce p(x1, . . . , xn) se nazývá pravděpodobnostńı funkce
diskrétńıho náhodného vektoru X.
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Diskrétńı náhodný vektor

Pro pravděpodobnostńı funkci dále plat́ı

∀(x1, . . . , xn) ∈ Rn : p(x1, . . . , xn) = P (X1 = x1 ∧ · · · ∧Xn = xn)

a

∀i ∈ {1, . . . , n} :
X
x1∈R

· · ·
X

xi−1∈R

X
xi+1∈R

· · ·
X
xn∈R

p(x1, . . . , xn) = pi(xi).

Funkce pi(xi) se nazývá marginálńı pravděpodobnostńı funkce
náhodné veličiny Xi a p(x1, . . . , xn) simultánńı pravděpodobnostńı
funkce náhodného vektoru X.
Pravděpodobnost, že se náhodný vektor X bude realizovat v
oblasti B ⊆ Rn, se vypočte podle vzorce

P (X ∈ B) =
X
· · ·

X
(x1,...,xn)∈B

p(x1, . . . , xn).
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Diskrétńı náhodný vektor – p̌ŕıklad

x1

x2
0 1 2 3 π1(x1)

-1 2c c 0 0 3c

0 c 2c c 0 4c

1 0 0 2c c 3c

π2(x2) 3c 3c 3c c 1
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Spojitý náhodný vektor

Náhodný vektor X se nazývá spojitý, právě když existuje po
částech spojitá funkce f(x1, . . . , xn), která je

I nezáporná,

I normovaná (
∞R
−∞
· · ·

∞R
−∞

f(x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn = 1)

I a plat́ı pro ni

∀(x1, . . . , xn) ∈ Rn : F (x1, . . . , xn) =

=
Z x1

−∞
· · ·
Z xn

−∞
f(t1, . . . , tn)dt1 · · · dtn.

Funkce f(x1, . . . , xn) se nazývá hustota pravděpodobosti
spojitého náhodného vektoru X.
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Hustota spojitého náhodného vektoru

Pro hustotu pravděpodobnosti spojitého náhodného vektoru X
dále plat́ı

f(x1, . . . , xn) =
∂nF (x1, . . . , xn)

∂x1 · · · ∂xn
a ∀i ∈ {1, . . . , n}:

∞Z
−∞

· · ·
∞Z
−∞

∞Z
−∞

· · ·
∞Z
−∞

f(x1, . . . , xn)dx1 · · · dxi−1dxi+1 · · · dxn = fi(xi).

Funkce fi(xi) se nazývá marginálńı hustota náhodné veličiny Xi a
f(x1, . . . , xn) se nazývá simultánńı hustota náhodného vektoru X.
Pravděpodobnost, že se náhodný vektor X bude realizovat na
oblasti B ⊆ Rn je rovna

P (X ∈ B) =
Z
· · ·
Z
B
f(x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn.
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Hustota spojitého náhodného vektoru – p̌ŕıklad
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Stochastická nezávislost náhodných veličin

Náhodné veličiny X1, . . . , Xn jsou stochasticky nezávislé právě
tehdy, když pro každé x1 ∈ R, . . . , xn ∈ R plat́ı

F (x1, . . . , xn) = F1(x1) · · · · · Fn(xn),

respektive
p(x1, . . . , xn) = p1(x1) · · · · · pn(xn)

v diskrétńım p̌ŕıpadě nebo

f(x1, . . . , xn) = f1(x1) · · · · · fn(xn)

ve spojitém p̌ŕıpadě.
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Stochastická nezávislost náhodných veličin – p̌ŕıklad

Náhodný vektor (X1, X2) má pravděpodobnostńı funkci danou
následuj́ıćı tabulkou.
Zjistěte, zda jsou náhodné veličiny stochasticky nezávislé či nikoliv.

X2

X1 0 1

-1 1/3 0
0 0 1/3
1 1/3 0
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Stochastická nezávislost náhodných veličin – p̌ŕıklad

Náhodný vektor (X1, X2) má pravděpodobnostńı funkci danou
následuj́ıćı tabulkou.
Zjistěte, zda jsou náhodné veličiny stochasticky nezávislé či nikoliv.

X2

X1 0 1 p1(x1)

-1 1/3 0 1/3
0 0 1/3 1/3
1 1/3 0 1/3

p2(x2) 2/3 1/3 1
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Stochastická nezávislost náhodných veličin – p̌ŕıklad

Náhodný vektor (X1, X2) má pravděpodobnostńı funkci danou
následuj́ıćı tabulkou.
Zjistěte, zda jsou náhodné veličiny stochasticky nezávislé či nikoliv.

X2

X1 0 1 p1(x1)

-1 1/3 0 1/3
0 0 1/3 1/3
1 1/3 0 1/3

p2(x2) 2/3 1/3 1

Náhodné veličiny X1 a X2 nejsou stochasticky nezávislé.
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Transformované náhodné veličiny a vektory

Necht’ g je vhodná funkce (nejčastěji spojitá). Pak můžeme pomoćı
této funkce transformovat náhodnou veličinu X na
(transformovanou) náhodnou veličinu Y . Formálně ṕı̌seme

∀ω ∈ Ω : Y (ω) = g(X(ω)).

Stejně tak můžeme pomoćı vhodné funkce h transformovat
náhodný vektor X na transformovaný náhodný vektor Y nebo na
transformovanou náhodnou veličinu Y .

I Pomoćı transformaćı normálně rozdělených veličin se sestrojuj́ı
veličiny pomoćı nichž se testuj́ı hypotézy.

I Při analýze nelze data libovolně transformovat. Věťsinou
se t́ım změńı jejich rozděleńı a źıskané výsledky budou
nesmyslné.
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Transformovaný náhodný vektor – p̌ŕıklad

Předpokládejme, že doba čekáńı zákazńıka p̌red pokladnou je
náhodná veličina, která se ř́ıd́ı exponenciálńım rozděleńım s
parametrem λ. Náhodně vybereme n zákazńık̊u. Jaká je
pravděpodobnost, že nejdéle čekaj́ıćı zákazńık čekal méně než y
sekund?
Exponenciálńı rozděleńı má hustotu

f(xi) =

¨
λe−λxi pro xi > 0, λ > 0

0 jinak
i = 1, . . . , n

a distribučńı funkci

F (xi) =

¨
1− e−λxi pro xi > 0

0 pro xi ≤ 0
i = 1, . . . , n.

Hledáme vlastně rozděleńı transformované náhodné veličiny

Y = max{X1, . . . , Xn}.
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Transformovaný náhodný vektor – p̌ŕıklad

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (max{X1, . . . , Xn} ≤ y) =

= P (X1 ≤ y ∧ · · · ∧Xn ≤ y) = P (X1 ≤ y) · · ·P (Xn ≤ y) =

= FX(y) · · ·FX(y) = [FX(y)]n = (1− e−λy)n

Nejdéle čekaj́ıćı zákazńık nečekal déle než y sekund
s pravděpodobnost́ı (1− e−λy)n.
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Podḿıněná distribučńı funkce

I Necht’ (X1, X2) je náhodný vektor se simultánńı distribučńı
funkćı Φ (x1, x2).

I Podḿıněná distribučńı funkce Φ1|2 (x1 |x2 ) náhodné veličiny
X1 za podḿınky, že náhodná veličina X2 nabývá hodnoty x2,
je dána vztahem

∀x1 ∈ R : Φ1|2 (x1 |x2 )

= lim
∆x2→0

P (X1 ≤ x1 |x2 < X2 ≤ x2 + ∆x2 )

= lim
∆x2→0

P (X1 ≤ x1 ∧ x2 < X2 ≤ x2 + ∆x2)

P (x2 < X2 ≤ x2 + ∆x2)
.

I Analogicky lze definovat podḿıněnou distribučńı funkci
Φ2|1 (x2 |x1 ).
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Podḿıněná distribučńı funkce

Necht’ (X1, X2) je náhodný vektor s marginálńımi distribučńımi
funkcemi Φ1 (x1) a Φ2 (x2). Náhodné veličiny X1, X2 jsou
stochasticky nezávislé, jestliže plat́ı:

∀x2 ∈ R : Φ1|2 (x1 |x2 ) = Φ1 (x1)

a současně
∀x1 ∈ R : Φ2|1 (x2 |x1 ) = Φ2 (x2) .
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Podḿıněná pravděpodobnostńı funkce

I Necht’ (X1, X2) je diskrétńı náhodný vektor se simultánńı
pravděpodobnostńı funkćı π (x1, x2) a marginálńımi
pravděpodobnostńımi funkcemi π1 (x1) a π2 (x2).

I Fixujeme hodnotu x2.

I Podḿıněná pravděpodobnostńı funkce π1|2 (x1 |x2 ) náhodné
veličiny X1 za podḿınky, že náhodná veličina X2 nabývá
hodnoty x2, je dána vztahem

∀x1 ∈ R : π1|2 (x1 |x2 ) =
π (x1, x2)

π2 (x2)
pro π2 (x2) > 0.

I Analogicky lze definovat podḿıněnou pravděpodobnostńı
funkci π2|1 (x2 |x1 ).
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Podḿıněná pravděpodobnostńı funkce

Z definičńıho vztahu je okamžitě vidět:

π (x1, x2) = π2 (x2)π1|2 (x1 |x2 ) ,

jestliže π2 (x2) > 0, a obdobně

π (x1, x2) = π1 (x1)π2|1 (x2 |x1 ) ,

jestliže π1 (x1) > 0. Z těchto dvou vztahů vyplývá, že

π2|1 (x2 |x1 ) =
π1|2 (x1 |x2 )π2 (x2)

π1 (x1)

a podobně

π1|2 (x1 |x2 ) =
π2|1 (x2 |x1 )π1 (x1)

π2 (x2)
.

Jedná se o Bayes̊uv vzorec pro diskrétńı náhodný vektor (X1, X2).
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Podḿıněná distribučńı funkce

Je-li (X1, X2) diskrétńı náhodný vektor, pak pro podḿıněnou
distribučńı funkci Φ1|2 (x1 |x2 ) plat́ı:

∀x1 ∈ R : Φ1|2 (x1 |x2 ) =

P
t≤x1

π (t, x2)

π2 (x2)
pro π2 (x2) > 0.
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Podḿıněná pravděpodobnostńı funkce

I Necht’ (X1, X2) je diskrétńı náhodný vektor s marginálńımi
pravděpodobnostńımi funkcemi π1 (x1) a π2 (x2).

I Náhodné veličiny X1, X2 jsou stochasticky nezávislé, jestliže
plat́ı

∀x2 ∈ R, π2 (x2) > 0 : π1|2 (x1 |x2 ) = π1 (x1) .

I Analogicky, náhodné veličiny X1, X2 jsou stochasticky
nezávislé, jestliže plat́ı

∀x1 ∈ R, π1 (x1) > 0 : π2|1 (x2 |x1 ) = π2 (x2) .
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Podḿıněná hustota pravděpodobnosti

I Necht’ (X1, X2) je spojitý náhodný vektor se simultánńı
hustotou pravděpodobnosti ϕ (x1, x2) a marginálńımi
hustotami pravděpodobnosti ϕ1 (x1) a ϕ2 (x2).

I Fixujeme hodnotu x2.

I Podḿıněná hustota pravděpodobnosti ϕ1|2 (x1 |x2 ) náhodné
veličiny X1 za podḿınky, že náhodná veličina X2 nabývá
hodnoty x2, je dána vztahem

∀x1 ∈ R : ϕ1|2 (x1 |x2 ) =
ϕ (x1, x2)

ϕ2 (x2)
pro ϕ2 (x2) > 0.

I Analogicky lze definovat podḿıněnou hustotu
pravděpodobnosti ϕ2|1 (x2 |x1 ).
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Podḿıněná hustota pravděpodobnosti

Podobně jako v diskrétńım p̌ŕıpadě lze z definičńıch vztahů pro
podḿıněné hustoty pravděpodobnosti odvodit Bayes̊uv vzorec pro
spojitý náhodný vektor:

ϕ2|1 (x2 |x1 ) =
ϕ1|2 (x1 |x2 )ϕ2 (x2)

ϕ1 (x1)

a analogicky

ϕ1|2 (x1 |x2 ) =
ϕ2|1 (x2 |x1 )ϕ1 (x1)

ϕ2 (x2)
.
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Podḿıněná distribučńı funkce

Je-li (X1, X2) spojitý náhodný vektor, pak pro podḿıněnou
distribučńı funkci Φ1|2 (x1 |x2 ) plat́ı

∀x1 ∈ R : Φ1|2 (x1 |x2 ) =

R x1
−∞ ϕ (t, x2) dt

ϕ2 (x2)
pro ϕ2 (x2) > 0.
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Podḿıněná hustota pravděpodobnosti

I Necht’ (X1, X2) je spojitý náhodný vektor s marginálńımi
hustotami pravděpodobnosti ϕ1 (x1) a ϕ2 (x2).

I Náhodné veličiny X1, X2 jsou stochasticky nezávislé, jestliže
plat́ı

∀x2 ∈ R, ϕ2 (x2) > 0 : ϕ1|2 (x1 |x2 ) = ϕ1 (x1) .

I Analogicky: Náhodné veličiny X1, X2 jsou stochasticky
nezávislé, jestliže plat́ı

∀x1 ∈ R, ϕ1 (x1) > 0 : ϕ2|1 (x2 |x1 ) = ϕ2 (x2) .
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Podḿıněné pravděpodobnosti

I Necht’ B ⊆ R a náhodná veličina X2 nabývá hodnoty x2.

I Zaj́ımá nás podḿıněná pravděpodobnost
P (X1 ∈ B |X2 = x2 ).

a) Diskrétńı p̌ŕıpad:
P (X1 ∈ B |X2 = x2 ) =

P
x1∈B π1|2 (x1 |x2 ).

b) Spojitý p̌ŕıpad:
P (X1 ∈ B |X2 = x2 ) =

R
x1∈B ϕ1|2 (x1 |x2 ) dx1.
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Podḿıněné rozložeńı s n ≥ 2 složkami náhodného vektoru

I Vybereme marginálńı náhodný vektor (Xi, . . . , Xj) o n1

složkách a zbylý marginálńı náhodný vektor o n2 složkách
(n1 + n2 = n) označme (Xk, . . . , Xl).

I Pak můžeme zavést

I podḿıněnou distribučńı funkci náhodného vektoru
(Xi, . . . , Xj) za podḿınky, že Xk = xk ∧ . . . ∧Xl = xl;

I podḿıněnou pravděpodobnostńı funkci v diskrétńım p̌ŕıpadě a

I podḿıněnou hustotu pravděpodobnosti ve spojitém p̌ŕıpadě

pomoćı analogických vztahů.
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Č́ıselné charakteristiky náhodných veličin

Č́ıselné charakteristiky náhodných veličin popisuj́ı teoretické
rozděleńı náhodné veličiny. Nejčastěǰśımi charakteristikami jsou

I Kvantily spojitých náhodných veličin

I Sťredńı hodnota

I Rozptyl

I Kovariance

I Koeficient korelace

I Šikmost

I Špičatost

I Vektorová sťredńı hodnota

I Kovariančńı matice

I Korelačńı matice
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Kvantily spojitých náhodných veličin

Necht’ θ ∈ (0, 1). Pak θ-kvantilem spojité náhodné veličiny
nazýváme takové č́ıslo Kθ(X), pro něž je

θ = F (Kθ(X)) =
Z Kθ(X)

−∞
f(x)dx.

I Kvantil K0.50(X) se nazývá medián,

I Kvantil K0.25(X) se nazývá dolńı kvartil,

I Kvantil K0.75(X) se nazývá horńı kvartil.

I Rozd́ıl K0.75(X)−K0.25(X) se nazývá mezikvartilové
rozpět́ı.

Kvantilové charakteristiky jsou
”
robustněǰśı“ než ostatńı

charakteristiky, je vhodné je uvádět, pokud se v rozděleńı náhodné
veličiny poč́ıtá s extrémńımi hodnotami.
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Kvantily spojitých náhodných veličin – tabulky

Pro vybrané kvantily se zavedlo speciálńı označeńı:

X ∼ N(0, 1) ⇒ Kα(X) = uα,
X ∼ χ2(n) ⇒ Kα(X) = χ2

α(n),
X ∼ t(n) ⇒ Kα(X) = tα(n),
X ∼ F (n1, n2) ⇒ Kα(X) = Fα(n1, n2).

V tabulkách nejsou všechny kvantily, je nutné dopoč́ıtat podle
vztahů

uα = −u1−α,

tα(n) = −t1−α(n),

Fα(n1, n2) =
1

F1−α(n2, n1)
.
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Kvantily spojitých náhodných veličin – tabulky

a) Necht’ U ∼ N(0, 1). Najděte medián a horńı a dolńı kvartil.

I u0,50 = 0, u0,25 = −0,67449, u0,75 = 0,67449

b) Určete χ2
0,025(25).

I χ2
0,025(25) = 13,12

c) Určete t0,99(30) a t0,05(24).

I t0,99(30) = 2,4573, t0,05(24) = −1,7109

d) Určete F0,975(5, 20) a F0,05(2, 10).

I F0,975(5, 20) = 3,2891, F0,05(2, 10) = 0,05156
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Sťredńı hodnota E(X)

Sťredńı hodnota E(X) je č́ıslo, které charakterizuje polohu
č́ıselných realizaćı náhodné veličiny X na č́ıselné ose.

I Je-li X diskrétńı náhodná veličina s pravděpodobnostńı funkćı
p(x), pak jej́ı sťredńı hodnota je

E(X) =
∞X

x=−∞
x · p(x).

I Je-li X spojitá náhodná veličina s hustotou f(x), pak jej́ı
sťredńı hodnota je

E(X) =
Z ∞
−∞

x · f(x).

I Necht’ Y = g(X) je transformovaná náhodná veličina. Pak

E(Y ) =

¨ P
x∈R g(x) · p(x) v diskrétńım př́ıpadě,R∞
−∞ g(x) · f(x) ve spojitém př́ıpadě.
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Rozptyl D(X)

Rozptyl D(X) je č́ıslo, které charakterizuje variabilitu č́ıselných
realizaćı náhodné veličiny X kolem sťredńı hodnoty E(X).
Definujeme

D(X) = E([X − E(X)]2),

ve výpočtech se častěji použ́ıvá vztah

D(X) = E(X2)− [E(X)]2.

Č́ıslo
È
D(X) se nazývá odchylka náhodné veličiny X.
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Př́ıklad

Náhodná veličina X udává počet ok p̌ri hodu kostkou. Vypočtěte
jej́ı sťredńı hodnotu a rozptyl.

π(x) =

(
1
6 pro x = 1, 2, . . . , 6

0 jinak,

E(X) =
6X

x=1

xπ(x) =
1

6
(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) =

7

2
= 3,5.

D(X) =
6X

x=1

(x− 3,5)2 1

6
= · · · = 35

12
= 2,92.

D(X) = E(X2)− [E(X)]2 =
6X

x=1

x2π(x)− 3,52

=
1

6
(12 + 22 + 32 + 42 + 52 + 62)− 3,52 = 2,92.
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Podḿıněné charakteristiky – diskrétńı p̌ŕıpad

Necht’ (X1, X2) je diskrétńı náhodný vektor a necht’ π1|2 (x1 |x2 )
je podḿıněná pravděpodobnostńı funkce náhodné veličiny X1 za
podḿınky, že náhodná veličina X2 nabývá hodnoty x2. Podḿıněná
sťredńı hodnota je definována vztahem

∀x2 ∈ R, π2 (x2) > 0 : E (X1 |x2 ) =
∞X

x1=−∞
x1π1|2 (x1 |x2 )

a podḿıněný rozptyl je definován vztahem

∀x2 ∈ R, π2 (x2) > 0 :

D (X1 |x2 ) =
∞X

x1=−∞
[x1 − E (X1 |x2 )]2 π1|2 (x1 |x2 ) .

Tento vzorec lze upravit do výpočetńıho tvaru

D (X1 |x2 ) =
∞X

x1=−∞
x2

1π1|2 (x1 |x2 )− [E (X1 |x2 )]2 .
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Podḿıněné charakteristiky – spojitý p̌ŕıpad

Necht’ (X1, X2) je spojitý náhodný vektor a necht’ ϕ1|2 (x1 |x2 ) je
podḿıněná hustota pravděpodobnosti náhodné veličiny X1 za
podḿınky, že náhodná veličina X2 nabývá hodnoty x2. Podḿıněná
sťredńı hodnota je definována vztahem

∀x2 ∈ R, ϕ2 (x2) > 0 : E (X1 |x2 ) =
Z ∞
−∞

x1ϕ1|2 (x1 |x2 ) dx1

a podḿıněný rozptyl je definován vztahem

∀x2 ∈ R, π2 (x2) > 0 :

D (X1 |x2 ) =
Z ∞
−∞

[x1 − E (X1 |x2 )]2 ϕ1|2 (x1 |x2 ) dx1.

Tento vzorec lze upravit do výpočetńıho tvaru

D (X1 |x2 ) =
Z ∞
−∞

x2
1ϕ1|2 (x1 |x2 ) dx1 − [E (X1 |x2 )]2 .
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Podḿıněné charakteristiky

I Při měńıćıch se realizaćıch náhodné veličiny X2 je podḿıněná
sťredńı hodnota E (X1 |x2 ) funkćı proměnné x2 a znázorňuje
pr̊uběh závislosti veličiny X1 na veličině X2.

I Nazývá se regresńı funkce veličiny X1 vzhledem k veličině
X2.

I Tvar regresńı funkce charakterizuje proměnlivost sťredńı
hodnoty veličiny X1 v závislosti na X2.
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Podḿıněné charakteristiky

I Podḿıněný rozptyl D (X1 |x2 ) je funkćı hodnot veličiny X2.

I Nazývá se skedastická funkce veličiny X1 vzhledem k
veličině X2.

I Tvar skedastické funkce charakterizuje proměnlivost rozptylu
veličiny X1 v závislosti na X2.

I Je-li skedastická funkce konstantńı, řekneme, že rozložeńı
náhodného vektoru (X1, X2) je homoskedastické (tj.
podḿıněné rozptyly nezáviśı na podḿınce).

I V opačném p̌ŕıpadě se rozložeńı náhodného vektoru (X1, X2)
nazývá heteroskedastické.

David Hampel Náhodné veličiny a vektory



Kovariance C(X1, X2)

Kovariance C(X1, X2) je č́ıslo, které charakterizuje společnou
variabilitu č́ıselných charakterizaćı náhodných veličin X1 a X2

kolem jejich sťredńıch hodnot.
Definujeme ji jako

C(X1, X2) = E([X1 − E(X1)][X2 − E(X2)]),

už́ıvá se i vztah

C(X1, X2) = E(X1X2)− E(X1)E(X2).

Je-li C(X1, X2) = 0, řekneme, že náhodné veličiny X1 a X2 jsou
nekorelované, tj. že mezi nimi neexistuje lineárńı závislost.
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Koeficient korelace R(X1, X2)

Koeficient korelace R(X1, X2) je č́ıslo, které charakterizuje ḿıru
těsnosti lineárńı závislosti č́ıselných realizaćı náhodných veličin X1

a X2. Nabývá hodnot z intervalu [−1, 1].
Definujeme jej jako

R(X1, X2) = E

�
X1 − E(X1)È

D(X1)

X2 − E(X2)È
D(X2)

�

pro
È
D(X1)

È
D(X2) 6= 0, R(X1, X2) = 0 jinak.

Často se použ́ıvá vztah

R(X1, X2) =
C(X1, X2)È
D(X1)

È
D(X2)

.
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Momenty

Č́ıslo
µ′k = E(Xk)

se nazývá obecný moment k-tého řádu. Č́ıslo

µk = E([X − E(X)]k)

se nazývá centrálńı moment k-tého řádu.
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Momenty

Pomoćı moment̊u můžeme definovat šikmost (asymetrii) náhodné
veličiny X jako

A3(X) =
µ3È
D(X)

3

a špičatost (exces) náhodné veličiny X jako

A4(X) =
µ4È
D(X)

4 − 3.

Pro normálńı rozděleńı N(0, 1) vycháźı A3(X) = 0 a A4(X) = 0.
Šikmost a špičatost se daj́ı využ́ıt k testováńı hypotéz o rozděleńı.
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Vlastnosti č́ıselných charakteristik

I Necht’ a, a1, a2, b, b1, b2 jsou reálná č́ısla,

I X, X1,. . . , Xn, Y1,. . . , Ym jsou náhodné veličiny definované
na témž pravděpodobnostńım prostoru.

I V následuj́ıćıch vzorćıch vždy z existence č́ıselných
charakteristik na pravé straně vyplývá existence výrazu na levé
straně.
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Vlastnosti sťredńı hodnoty

a) E(a) = a,

b) E(a+ bX) = a+ bE(X),

c) E(X − E(X)) = 0,

d) E

�
nP
i=1

Xi

�
=

nP
i=1

E(Xi),

e) Jsou-li náhodné veličiny X1,. . . , Xn stochasticky nezávislé,

pak plat́ı E

�
nQ
i=1

Xi

�
=

nQ
i=1

E(Xi).
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Vlastnosti kovariance

a) C(a1, X2) = C(X1, a2) = C(a1, a2) = 0,

b) C(a1 + b1X1, a2 + b2X2) = b1b2C(X1, X2),

c) C(X,X) = D(X),

d) C(X1, X2) = C(X2, X1),

e) C(X1, X2) = E(X1X2)− E(X1)E(X2),

f) C

�
nP
i=1

Xi,
mP
j=1

Yj

�
=

nP
i=1

mP
j=1

C(Xi, Yj).
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Vlastnosti rozptylu

a) D(a) = 0,

b) D(a+ bX) = b2D(X),

c) D(X) = E(X2)− [E(X)]2,

d) D

�
nP
i=1

Xi

�
=

nP
i=1

D(Xi) + 2
n−1P
i=1

nP
j=i+1

C(Xi, Xj)

e) Jsou-li náhodné veličiny X1, . . . , Xn nekorelované, pak

D

�
nP
i=1

Xi

�
=

nP
i=1

D(Xi) .
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Vlastnosti koeficientu korelace

a) R(a1, X2) = R(X1, a2) = R(a1, a2) = 0,

b) R(a1 + b1X1, a2 + b2X2) = sgn(b1b2)R(X1, X2),

c) R(X,X) = 1 pro D(X) 6= 0, R(X,X) = 0 jinak,

d) R(X1, X2) = R(X2, X1)

e) R(X1, X2) =8<:
C(X1,X2)√

D(X1)
√
D(X2)

pro
È
D(X1)

È
D(X2) > 0,

0 jinak,

f) |R(X1, X2)| ≤ 1 a rovnost nastane tehdy a jen tehdy, když
mezi veličinami X1, X2 existuje s pravděpodobnost́ı 1 úplná
lineárńı závislost, tj. existuj́ı konstanty a1, a2 tak, že
P (X2 = a1 + a2X1) = 1. (Uvedená nerovnost se nazývá
Cauchyova-Schwarzova-Buňakovského nerovnost.)
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Charakteristiky náhodných vektor̊u

Necht’ X = (X1, . . . , Xn) je náhodný vektor. Reálný vektor

E(X) = (E(X1), . . . , E(Xn))

se nazývá vektor sťredńıch hodnot. Reálná čtvercová symetrická
matice

var (X) =

264 D(X1) C(X1, X2) · · · C(X1, Xn)
...

...
...

C(Xn, X1) C(Xn, X2) · · · D(Xn)

375
se nazývá variančńı matice a reálná čtvercová symetrická matice

corr (X) =

264 1 R(X1, X2) · · · R(X1, Xn)
...

...
...

R(Xn, X1) R(Xn, X2) · · · 1

375
se nazývá korelačńı matice.
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