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Motivace

Při velkém počtu pozorováńı se ukazuje, že

I empirické charakteristiky se bĺıž́ı teoretickým
charakteristikám,

I odhad sledovaných veličin se zp̌resňuje p̌ŕımo úměrně velikosti
výběru,

I určité transformované veličiny maj́ı témě̌r normálńı rozděleńı,

I je možno použ́ıt p̌ribližných vzorc̊u pro pozorováńı, jehož
rozděleńı neńı tabelováno.
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Konvergence náhodných veličin

Necht’ X1, X2, . . . je posloupnost náhodných veličin s distribučńımi
funkcemi Φ1(x1),Φ2(x2), . . . a X náhodná veličina s distribučńı
funkćı Φ(x). Řekneme, že posloupnost X1, X2, . . . konverguje k X

I jistě, právě když pro všechna ω ∈ Ω plat́ı

lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω),

I podle pravděpodobnosti, právě když pro všechna ε > 0 plat́ı

lim
n→∞

P (|Xn −X| > ε) = 0,

I v distribuci, právě když pro všechna x ∈ R plat́ı

lim
n→∞

Φn(x) = Φ(x).
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Čebyševova věta

Necht’ X1, . . . , Xn jsou nekorelované náhodné veličiny, jejichž
sťredńı hodnoty splňuj́ı vztah

lim
n→∞

1

n

nX
i=1

E(Xi) = µ

a rozptyly jsou shora ohraničené týmž č́ıslem δ. Pak posloupnost
aritmetických pr̊uměr̊u(

X1,
1

2

2X
i=1

Xi, . . . ,
1

n

nX
i=1

Xi, . . .

)

konverguje podle pravděpodobnosti k č́ıslu µ.
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Bernoulliova věta

Necht’ náhodná veličina Yn udává počet úspěchů v posloupnosti n
nezávislých opakovaných pokus̊u, p̌ričemž úspěch nastává
v každém pokusu s pravděpodobnost́ı θ, 0 < θ < 1. Pak
posloupnost relativńıch četnost́ı

{Y1, Y2/2, . . . , Yn/n, . . . }

konverguje podle pravděpodobnosti k pravděpodobnosti úspěchu θ.
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Čebyševova nerovnost

Pro jakoukoliv náhodnou veličinu X, která má sťredńı hodnotu
E(X) a rozptyl D(X), je pravděpodobnost toho, že absolutńı
odchylka |X − E(X)| nabude hodnoty menš́ı než libovolné ε > 0

P (|X − E(X)| < ε) ≥ 1− D(X)

ε2
.

Této nerovnosti můžeme využ́ıt pro odhad uvedené
pravděpodobnosti, neznáme-li rozděleńı dané náhodné veličiny.
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Čebyševova nerovnost – p̌ŕıklad

V́ıme, že náhodná veličina X má sťredńı hodnotu 3 a rozptyl 4.
Máme odhadnout pravděpodobnost, že veličina X nabude hodnoty
z intervalu [−2, 8].
Hledáme tedy pravděpodobnost

P (−2 < X < 8) = P (|X − E(X)| < 5),

která je dle Čebyševovy nerovnosti

P (|X − E(X)| < 5) ≥ 1− 4

25
= 0.84.
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Lindberg-Lévyova centrálńı limitńı věta

Necht’ X1, X2, . . . je posloupnost stochasticky nezávislých
náhodných veličin se stejným rozděleńım, E(Xi) = µ a
D(Xi) = σ2 pro i = 1, 2, . . . . Pak posloupnost standardizovaných
součt̊u �Pn

i=1Xi − nµ
σ
√
n

�∞
n=1

konverguje v distribuci ke standardizované normálńı náhodné
veličině, tj. pro každé x ∈ R plat́ı

lim
n→∞

P

�Pn
i=1Xi − nµ
σ
√
n

≤ x
�

=
Z x

−∞

1√
2π
e−t

2/2dt.
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Moivre-Laplaceova integrálńı věta

Necht’ Y1, Y2, . . . je posloupnost stochasticky nezávislých
náhodných veličin, Yi ∼ Bi(n, θ) pro i = 1, 2, . . . . Pak posloupnost
standardizovaných náhodných veličin8<: Yn − nθÈ

nθ(1− θ)

9=;
∞

n=1

konverguje v distribuci k náhodné veličině U ∼ N(0, 1), tj. pro
každé x ∈ R plat́ı

lim
n→∞

P

�
Yn − nθÈ
nθ(1− θ)

≤ x

�
=
Z x

−∞

1√
2π
e−t

2/2dt.
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Moivre-Laplaceova integrálńı věta

Na základě této věty se použ́ıvá p̌ribližného vzorce, který nahrazuje
pracný výpočet distribučńı funkce binomického rozděleńı
tabelovanou hodnotou distribučńı funkce standardizovaného
normálńıho rozděleńı:

P (Yn ≤ y) =
yX

t=0

�
n

t

�
(1− θ)n−tθt =

= P

�
Yn − nθÈ
nθ(1− θ)

≤ y − nθÈ
nθ(1− θ)

�
≈ Φ

�
y − nθÈ
nθ(1− θ)

�
.

Aproximace se považuje za vyhovuj́ıćı, jsou-li splněny podḿınky

nθ(1− θ) > 9 a
1

n+ 1
< θ <

n

n+ 1
.
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Moivre-Laplaceova integrálńı věta – p̌ŕıklad 1

Pravděpodobnost, že určitý typ výrobku má výrobńı vadu, je 0.05.
Jaká je pravděpodobnost, že ze série 1000 výrobk̊u bude ḿıt
výrobńı vadu nejvýše 70?
Označ́ıme Yn náhodnou veličinu, která udává počet vadných
výrobk̊u ze série n výrobk̊u. Zřejmě je

Yn ∼ Bi(n, 0.05), nθ(1− θ) = 1000 · 0.05 · 0.95 = 47.5 > 9

a
1

n+ 1
=

1

1001
< 0.05 <

n

n+ 1
=

1000

1001
.

Spočteme

P (Y1000 ≤ 70) = P

�
Y1000 − 1000 · 0.05È
1000 · 0.05(1− 0.05)

≤ 70− 1000 · 0.05È
1000 · 0.05(1− 0.05)

�
≈

≈ Φ

�
70− 1000 · 0.05È

1000 · 0.05(1− 0.05)

�
= Φ

�
20√
47.5

�
= Φ(2.90) = 0.99813.
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Moivre-Laplaceova integrálńı věta – p̌ŕıklad 2

Pravděpodobnost, že výrobek má 1. jakost, je θ = 0.9. Kolik
výrobk̊u je ťreba zkontrolovat, aby s pravděpodobnost́ı aspoň 0.99
bylo zaručeno, že rozd́ıl relativńı četnosti počtu výrobk̊u 1. jakosti a
pravděpodobnosti θ = 0.9 byl v absolutńı hodnotě menš́ı než 0.03?
Hledáme pravděpodobnost

P

�����Xn − 0.9

���� < 0.03

�
≥ 0.99

Výpočet:
0.99 ≤ P (0.87n < X < 0.93n) =

= P (
0.87n− 0.9n√

0.09n
<
X − 0.9n√

0.09n
<

0.93n− 0.9n√
0.09n

) =

= P (−0.1
√
n <

X − 0.9n√
0.09n

< 0.1
√
n) ≈

≈ Φ(0.1
√
n)− Φ(−0.1

√
n) = 2Φ(0.1

√
n)− 1
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Moivre-Laplaceova integrálńı věta – p̌ŕıklad 2

Prvńı a posledńı člen této nerovnosti je

0.99 ≤ 2Φ(0.1
√
n)− 1

0.995 ≤ Φ(0.1
√
n) /Φ−1

2.57583 ≤ 0.1
√
n

664.76 ≤ n

Abychom dosáhli požadované pravděpodobnosti, muśıme
zkontrolovat alespoň 665 výrobk̊u.
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