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Vymezeni cile

Statistika jako metoda analyzy dat patfi k védnim igiéeam, v nichZ by mél byt
vzdélan kazdy ekonom. Jeji role v ekonomii je zcelaas¢zpitelna, nebot moderni
fizeni je zaloZeno na nepretrZzitém vyhodnocovaformaci o hospodarstvi jako
celku i jeho subsystémech, a tyto informace poskytujestéeidé zpracovava pravée
statistika.

Pfiméfena znalost zakladnich statistickych pojaipro ekonoma dileZita také
proto, Ze mu pomaha porozumét odborné ekonomickéalitire, jejiZ nékteré casti
statistiku v hojné mife vyuZivaiji.

Vyznam statistiky v posledni dobé neustéle roste, @bZe souvisi s rozvojem
vypocetni techniky, ktera je pouZivana jak pfi'sba pfenosu dat, tak pfi jejich
zpracovani a ukladani informaci.

Dovednosti a znalosti ziskané po studiu text(

Pfedmét, Statistika 1“ vds ma predevsim naucit zpracovawbadktera se tykaji
ekonomickych jevd, tj. data tfidit, numericky vyhodmvat a interpretovat. Velké
mnoZstvi prikladd, které jsou soucasti uclortextu, vam pom(zZe pfi formulovani
vlastnich Gloh a vybéru spravné metody. NaucCitemeéz vyuZivat vypocetni
techniku pfi feSeni ekonomickych problémd.

Casovy plan

Rozsah predmétu je dan akreditaci a je rozdélen dudkill konzultaci po ¢tyfech

hodinach. Prvni blok je zaméfen na vysvétleni pojpopisné statistiky a regresni
analyzu, druhy a tfeti blok na pocCet pravdépodolinbstaZzdém bloku konzultaci

jsou prezentovana feseni typickych prikladd.
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Casova naroénost

m prezencni ¢ast
B samostudium

m POT

12 hodin
87 hodin
1 hodina

Celkovy studijni Cas

m 100 hodin

Harmonogram
Rijen:

1.a 2. tyden

3. tyden

4. tyden
Listopad:

1. tyden
2. tyden
3. a4.tyden

Prosinec:

1. tyden
2. tyden

3. a4.tyden
Leden:

zkouska

prvni blok konzultaci, sezndmeni s kursepoZadavky,
zadani POT — 4 hodiny
samostudium a prace s PC — 16 hodin

samostudium — 4 hodiny
vypracovani prvnich ¢tyf prikladd z POT — 2 hodiny
druhy blok konzultaci — 4 hodiny

samostudium a prace s PC — 20 hodin
tfeti blok konzultaci — 4 hodiny
samostudium — 7 hodin
vypracovani dalSich ¢tyf priklad( z POT — 2 hodiny

samostudium a prace s PC — 10 hodin
samostudium — 6 hodin

vypracovani POT — 1 hodina
samostudium — 24 hodin
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Navod préace se studijnimi texty

Text je rozvrZen do 11 kapitol a 3 pfiloh. 1. aZ 4. kagitsk zabyvaji popisnou
statistikou. Popisna statistika je disciplina, ktegmpci rliznych tabulek, grafd,
funkcionalnich a Ciselnych charakteristik sumaganformace obsaZené ve velkém
mnoZstvi dat. PouZiva jen zékladni matematickérape a Ize ji snadno pochopit.
Jeji dlleZitost spociva jednak v tom, Ze se v praximi€asto pouZiva a jednak
motivuje pojmy, které jsou potfeba v pocCtu pravdépautusti.

5. az 11. kapitola vas seznami s poCtem pravdépodihitery se zabyva studiem
zakonitosti v nahodnych pokusech. Matematickymisiedky modeluje situace,
v nichZ hraje roli ndhoda. Pod pojmem nahoda rozuminselpeni faktor(, které se
Zivelné méni pfi rlznych provedenich téhoZ pelka nepodléhaji nasi kontrole.

Pfiloha A je tvofena vybranymi statistickymi tabutka konkrétné obsahuje hod-
noty distribu¢ni funkce standardizovaného norm#@nzloZeni, kvantily standard-
izovaného normalniho rozloZeni, Pearsonova ra&igg?(n), Studentova rozlozZeni

t(n) a Fisherova-Snedecorova rozloZEfn,, n,). Pfiloha B pak obsahuje informace
0 programovém systému STATISTICA a podrobné navody ha ouZiti.

V (vodu 1. aZ 11. kapitoly je vZdy vymezen cil kapitolyeajvedena Casova zatéz,
ktera je potfebna ke zvladnuti pfislusné kapit#lapitoly jsou uzavieny stru¢nym
shrnutim probrané latky a kontrolnimi otazkami a iykdy Ukoly, jejichZ FeSeni
je nutné ¢i alespon vhodné provadét pomoci syst8mATISTICA, jsou oznaceny
(S). Vysledky kol mliZete porovnat s vysledky, k disospéli autofi uéebniho
textu.

1. az 11. kapitola jsou usporadany v logickém sledupiitohy A budete nahlizet
podle potfeby a priloha B vam poslouZi rovnéZ @izme.









Strucny obsah

Kapitola 1

IZakladni, vybérovy a datovy soubor |

Zavadi pojem objektu, zakladniho a vybérového smupabsolutni, relativni a podminéné relativni
cetnosti mnoziny, zabyva se vlastnostmi relativeiindsti, definuje Cetnostni nezavislost dvou mnoZzin,
vysvétluje pojem znaku, datového souboru a jevu.

Bodové a intervalové rozlozeni ¢etnosti |

Zabyva se tabulkovym a grafickym zpracovanim cdin@sto jak pro bodové, tak pro intervalové
rozloZeni Cetnosti jednorozmérného a dvourozmeidorznaku v€etné zavedeni funkcionélnich charak-
teristik rozloZeni ¢etnosti znakad.

Kapitola 3

ICiselné charakteristiky znakd |

Probira ¢iselné charakteristiky rdiznych typlkinza to charakteristiky polohy, proménlivosti, spaiéc
proménlivosti dvou znak( a jejich linearni zavisioBtodava rovnéz prehled vlastnosti ¢iselnychrak-
teristik.

IRegresni pfimka |

Vénuje se specialnimu pfipadu regresni funkce, aetpasni pfimce. Wsvétluje princip metody ne-
jmensich ¢tvercll, uvadi vzorce pro vypocCet parmineegresni pfimky, vysvétluje vyznam téchto
parametr(l, posuzuje kvalitu regresni pfimky pomacieku determinace. Zabyva se téZ vlastnostmi
sdruzenych regresnich pfimek.

Kapitola 5

Jev a Jeho pravdepodobnost |

Wsvétluje pojem pokusu, zakladniho prostoru a jevav@ole, uvadi operace s jevy. Axiomaticky
definuje pravdépodobnost, vénuje se vlastnostem ppettdbnosti a zavadi klasickou pravdépodob-
nost.

Kapitola 6
IStochasticky nezavislé jevy a podminéna pravdepodobnost |

Zabyva se stochasticky nezavislymi jevy, uvadigejvlastnosti a odvozuje geometrické a binomické ro-
zloZeni pravdépodobnosti. Definuje podminénou géaodobnost, uvadi vétu o ndsobeni pravdépodob-
nosti, vzorec pro vypocet Uplné pravdépodobnostigeBav vzorec.

Kapitola 7

INahodna veliCina a jeji distribucni funkce |

Ciselné popisuje vysledky nahodnych pokusti pomahoainych veli¢in andhodnych vektor(i diskrétniho
a spojitého typu. Pravdépodobnostni chovani napcdmveliCin popisuje pomoci distribu¢ni funkce,



pravdépodobnostni funkce €i pomoci hustoty pravdépaosti. VEnuje se téZ stochastické nezavislosti
nahodnych veliCin.

Kapitola 8

[Podminéna rozlozeni nahodnych veli€in |

V této kapitole je ukdzano, jak se chova rozloZenngdahodné veliCiny pfi pevné danych hodnotach
druhé nahodné veliCiny, a to jak v diskrétnim, tak pejgém pripadé.

Kapitola 9

Vybrana rozlozeni diskrétnich a spojitych nahodnych veli€in |

Uvadi nékolik vybranych typ( ddleZitych disknéth a spojitych rozloZeni pravdépodobnosti. Pggisu
situace, v nichZ se tato rozloZeni vyskytuji a zdGtagwvyznam normalniho rozloZeni. Na zakladé stan-
dardizovaného normalniho rozloZeni odvozuje spetiazioZeni, kterd jsou pak pouZivana v matemat-
ické statistice.

Kapitola 10

ICiselné charakteristiky nahodnych veliin |

Probira Ciselné charakteristiky nahodnych vueli&teré jsou teoretickymi protéjsky empirickycrsél-
nych charakteristik zavedenycH v kapitole 3. Zabyvdésehledanim kvantill nékterych spojitych ro-
zloZeni ve statistickych tabulkach a podava preisiéednich hodnot a rozptyl ddlezitych typl raaai.

Kapitola 11
lzakon velkych Cisel a centralni limitni véta |

Uvadi zakon velkych ¢isel a jeho dlsledek — Bernoulli vétu, ktera pfi velkém poctu pokust umozni
odhadnout pravdépodobnost Gspéchu pomoci relatemiosti tohoto Uspéchu.\Wysvétluje vyznam cen-
tralni limitni véty a jejiho dlsledku — Moivre-Laglaovy véty.
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Proc¢ se zabyvat statistikou?

Statistika je metoda analyzy dat, ktera nachazi singiatnéni v celé fadé ekonomickych, technickych
prirodovédnych a humanitnich disciplin. Jeji mgm v posledni dobé neustale roste, coZ Uzce souvisi
s rozvojem vypocetni techniky, ktera je pouZivaala pfi sbéru a pfenosu dat, tak pfi jejich zpracovani
a ukladani informaci.

Role statistiky v ekonomii je zcela nezastupitelna, nemotierni fizeni je zaloZeno na nepretrZitém
vyhodnocovani informaci o hospodafrstvi jako celjghio subsystémech, a tyto informace poskytuje
a nasledné zpracovava prave statistika.

Prfiméfena znalost zakladnich statistickych pojepro ekonoma ddlezita také proto, Ze mu pomaha

porozumeét odborné ekonomické literature, jejikteéé Casti statistiku v hojné mife vyuZivaji.

Aplikovat statistiku znamena shromaidat data o studovanych jevech a zpracovavat je,djt tfiumer-
icky vyhodnocovat a interpretovat. Statistika se tak prongkna ocita v tésném sousedstvi informatiky
a vypocetni techniky a je pfipravena fesit ekonoréipkoblémy pomoci kvantitativni analyzy dat.
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Zplsob studia

Co lze o¢ekavat od tohoto textu?

V pfedmétuy, Statistika 1“ se budeme zabyvat dvéma oblastmi stayisdito popisnou statistikou a potem
pravdépodobnosti.

Popisna statistika je disciplina, kterd pomoci riiznych tabulek, grdélinkcionalnich a ¢iselnych charak-
teristik sumarizuje informace obsazené ve velkém mhozat. PouZiva jen zakladni matematické op-
erace a Ize ji snadno pochopit. Jeji dllezitost sppf@dnak v tom, Ze se v praxi velmi ¢asto pouZiva
a jednak motivuje pojmy, které jsou potfeba v poctu pegpatiobnosti.

PoCet pravdépodobnosti se zabyva studiem zékonitosti v ndhodnych pokusklgtematickymi pro-
stfedky modeluje situace, v nichZ hraje roli ndhoda. Pojinem nahoda rozumime pudsobeni faktor(,
které se Zivelné méni pfi riznych provedenidio&pokusu a nepodléhaji nasi kontrole.

K aspésnému zvladnuti pfedmégBtatistika 1 je zapotfebi ovladat kombinatoriku, ledy diferen-
cialniho a integralniho poctu jedné a dvou promdimgp znat zéklady prace s osobnim pocitaCem.

Velmi ucinnym prostfedkem pro feseni statistickyiloh je programovy systém STATISTICA. Masa-
rykova univerzita je vlastnikem multilicence, tedy k§Ztudent mize systém STATISTICA legalné
pouZivat. Informace o tomto systému a podrobné navmalyeho pouZiti jsou uvedeny v pfiloze B
studijnich materiald. Priklady i Ukoly, jejichizsSeni je nutné ¢i alespon vhodné provadét pomoci
systému STATISTICA, jsou oznaceny (S).

Pfiloha A obsahuje vybrané statistické tabulky, kétké hodnoty distribu¢ni funkce standardizovaného
normalniho rozloZeni, kvantily standardizovanélmwmalniho rozloZeni, Pearsonova rozloZef(n),
StudentovarozlozZemin) a Fisherova-Snedecorova rozloZEfn,, ny). VSechny tyto tabelované hodnoty
(a samoziejmé mnohé dalsi) Ize ziskat pomoci syst8 TATISTICA.
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1. Zakladni, vybérovy a datovy soubor
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Cil kapitoly

Po prostudovani této kapitoly budete umét:
m vymezit zakladni soubor a jeho objekty
m stanovit vybérovy soubor

m spocitat absolutni a relativni ¢etnosti mnoZin vééypvém souboru a znat
vlastnosti relativni Cetnosti a podminéné relatidetnosti

oVvéFit Cetnostni nezavislost dvou mnoZin ve vytv&m souboru
vytvofit datovy soubor

uspofadat jednorozmérny datovy soubor a stanovitorelariant
vypocitat absolutni a relativni ¢etnost jevu ve Wsdyem souboru

Casova zatéz
Pro zvladnuti této kapitoly budete potfebovat 4-5 hadudia.

Nejprve se seznamime s definici zakladniho a vyl&rowsouboru a pojmem abso-
lutni a relativni ¢etnosti mnoZiny v daném vybéroveouboru. Uvedeme priklad,
s jehozZ rdznymi variantami se budeme setkavat ve v&agitolach vénovanych
popisné statistice. Rovnéz shrneme vlastnosti relafigmosti.

1.1. Definice

Zakladnim souborem rozumime libovolnou neprazdnou mnoZiBuJeji prvky zna-
¢ime & a nazyvame je objekty. Libovolnou neprazdnou podmmoZk, ..., &n}
zakladniho soubore nazyvamevybérovy soubor rozsahu n. Je-liG C E, pak
symbolemN(G) rozumimeabsolutni ¢etnost mnoZzinyG ve vybérovém souboru, tj.
pocet téch objektl mnoZir®, které patfi do vybérového souboRelativni tetnost
mnoZinyG ve vybérovém souboru zavedeme vztahem

N(G)

p(G) = W

1.2. Priklad

Zakladnim souborer je mnoZina vSech ekonomicky zaméfrenych studentdct. r
niku ¢eskych vysokych Skol. MnoZing; je tvofena témi studenty, ktefi uspéli
v prvnim zkuSebnim terminu z matematiky a mnoZ@waobsahuje ty studenty,
ktefi uspéli v prvnim zkusebnim terminu z angh§tiZe zakladniho souboru bylo
nahodné vybrano 20 studentd, ktefi tvori vyhdreoubor{sy, . . ., ex0). Z téchto 20
student( 12 uspé€lo v matematice, 15 v angli¢tiné a 11ouqgifedmétech. Zapiste
absolutni a relativni ¢etnosti Uspésnych matekdatanglictinafi a oboustranné
Uspésnych studentd.

Reseni:
NGy =12 N(Gy) =15 N(G,NGy) =11 n=20
12 15 11
PG) = 55 =06, P(Gr) = 52 =075 P(GLNGy) = 5 = 055



Vidime, Ze Gspésnych matematik( je 60 %, angléitin75 % a oboustranné Uspés-
nych studentd jen 55 %.

1.3. Véta
ol
Relativni ¢etnost ma nasledujicich 12 vlastnodiéré jsou obdobné vlastnostem |-
procent.
= p0)=0
B pG)=>0
B p(G1UGy) + p(GLNGy) = p(Gy) + p(G2)
B 1+p(G1NGy) = p(Gy) + p(Gr)
B p(GyUGy) < p(Gy) + p(G2)
B GNG=0 = p(GLuGy) = p(Gy) + p(G2)
B p(G;-G1) = p(Gz) — p(G1NGy)
B GG = p(Gz-Gy) = p(G2) - p(Gy)
B G CG; = p(Gy) < p(Gy)
= pE)=1
= pG)+pG) =1
= pG)<1
Pokud se v daném zakladnim souboru zajimame o dvé pozimy, miZzeme zavést
pojem podminéné relativni Cetnosti jedné podmnpzidaném vybérovém souboru
za predpokladu, Ze objekt pochazi z druhé podmnoZingasledujicim pfikladu
vypocteme podminéné relativni ¢etnosti GspéBngnatematikl mezi GspésSnymi
angliCtinafi a naopak.
1.4. Definice
. . - ...
NechtE je zakladni soubofG1, G, jeho podmnoZinyey, . . ., &} Vybérovy soubor. L
Definujemepodminénou relativni ¢etnost mnoZiny G; ve vybérovém souboru za
predpokladiG,:
0(G1/Gy) = N(G1NGg) _ p(GLN Go)
N(G) p(G2)
a podminénou relativni Cetnost G, ve vybérovém souboru za pfedpokla@du
N(G1NGy)  p(GiNGy)
G,|Gy) = = .
PG2AGy) N(G1) P(Gy)
1.5. Priklad ®

Pro udaje z pfikladu 1.2 vypoctéte podminénou net@tetnost Gspesnych matem- -
atikd mezi GspéSnymi angli¢tinafi a podminéneiativni ¢etnost Uspésnych an-
glictinaf mezi Gspésnymi matematiky.

Reseni:

p(G1|G,) = % = 0,73 (tzn., Ze 73 % téch studentd, ktefi byli Gspésanglicting,
uspélo i v matematice)

17
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pP(G,|G,) = }—; = 0,92 (tzn., Ze 92 % téch studentd, ktefi byli Gsp&sniatematice,

uspélo i v angliCting€)

Nyni se naucCime, jak ovéfovat Cetnostni nezasistbvou mnozin v daném vy-
bérovém souboru. Znamena to, Ze informace o plivodektbjz jedné mnoziny
nijak neméni Sance, s nimiZ soudime na jeho plvod uh&mnoZiny. Ovéfime,
zda Uspéch v matematice a angli¢tiné jsou v danénirojiéen souboru Cetnostné
nezavislé.

1.6. Definice

Rekneme, Ze MnoZing;, G, jsoucetnostné nezavislé v daném vybérovém souboru,
jestlize

P(G1 N Gy) = p(Gy) - P(G2)
(V praxi jen zfidka dojde k tomu, Ze uvedeny vztah pfagsné. VEtSinou je jen
naznacCena urcita tendence Cetnostni nezaviglosti.

1.7. Priklad

Pro Gdaje z prikladu 1.2 zjistéte, zda Uspéchy v mate&a a anglictiné jsou v daném
vybérovém souboru Cetnostné nezavisle.

Reseni:

P(G1NGy) =055 p(Gy) - p(Gz) =0,6-0,75= 0,45,
tedy skute¢na relativni ¢etnost oboustranné Usjpss student( je vétsi nez by
odpovidalo ¢etnostni nezavislosti mno@p G, v daném vybérovém souboru.

Nyni kaZzdy objekt zakladniho souboru ohodnotimenjetdnebo vice Cisly pomoci
funkce, kterd se nazyva znakista, ktera se vztahuji pouze k objektdim vyb&rového
souboru sestavime do matice zvané datovy soubor. Yysassi, co to je usporadany
datovy soubor a vektor variant. Uvedené pojmy objasmmgpfikladu.

1.8. Definice

Necht E je zakladni soubor. Potom funkcé : E - R, Y: E - R, ...,
Z . E — R, které kazdému objektu pfifazuji ¢islo, se nagyyskalarni) znaky.
Usporadand-tice (X, Y, ..., Z) se nazyvaektorovy znak.

1.9. Definice

Nechtje dan vybérovy soubqg,, ..., e, € E. Hodnoty znakX,Y,...,Z proi-ty
objekt oznaCime; = X(&i),y = Y(&),....z = Z(g),1 = 1,...,n. Matice

X1 Y1 ... 4
X Y2 ... D
X2 Yn ... Zn

typu n x p se nazyvdaatovy soubor. Jeji fadky odpovidaji jednotlivym objektlim,
sloupce znakdm.



Libovolny sloupec této matice nazyvarsenorozmérnym datovym souborem. Jest-
lize usporadame hodnoty nékterého znaku (napikuddg v jednorozmérném da-
tovém souboru vzestupné podle velikosti, dostanasperadany datovy soubor

X
Xm)
kde X < X@) < -+ < X@). Vektor
X1]
Xr]
kdexp < - -+ < X jsou navzéajem r{izné hodnoty znakuse nazyvéektor variant.

1.10. Pfiklad

Pro studenty z vybéroveho souboru uvedeného v mfikla2 byly zjiStovany hod-
noty znaklX — zndmka z matematiky v prvnim zkusebnim termiviu; znamka
z anglictiny v prvnim zkusebnim termirdi- pohlavi studenta (Q . Zena, 1. . muZ).
Byl ziskan datovy soubor

O FRP P O0OO0OFRPRFPOORFRPROO0OORL,ERELROREO

RARPRPANANAIRARPRPPRPWOWOORRPEPRPARN
WA WOWORAWWONRANRPRPAORARNPE ®®WN

Utvorte jednorozmérny neuspofadany i uspofaddatovy soubor pro zndmky
z matematiky a vektory variant pro znamky z matematiky.
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1. Zakladni, vybérovy a datovy soubor

Reseni:

ARARDMNDEAADRDNWWNNNRPRPEPRPPRERPRPR

P DADARPBANDNDINRPRPRPWWARRLDIARN

N

V zavérecné partii této kapitoly se seznamime s gonevu a jeho absolutni a rel-
ativni Cetnosti. V nasledujicim pfikladu vyptiine konkrétni absolutni a relativni
Cetnosti nékolika jevd.

1.11. Definice

Necht {1, ...,en} je vybérovy souborX,Y,...,Z jsou znaky,B, By,..., B, jsou
Ciselné mnoziny. Zapi¢éX € B} znamena jey,znak X nabyl hodnoty z mnoziny
B* a zapis{X e BiAY € B, A...Z € By} znamena jey,znak X nabyl hodnoty
z mnozny B, a souCasné znak Y nabyl hodnoty z mnoziny B, atd. az znak Z nabyl
hodnoty z mnoziny B,*. Symbol N(X € B) znacCiabsolutni Cetnost jevu {X € B} ve
vybérovém souboru, tj. pocet téch objektd ve vyly&m souboru, pro né% < B.
Symbolp(X € B) znamenaelativni Cetnost jevu {X € B} ve vybérovém souboru, tj.

N(X € B)
——.

p(X e B) =

AnalogickyN(X € BiAY € BoA---AZ € Bp)resp.p(X € BiAY € BoA---AZ € By)
znamena absolutni resp. relativni Cetnost jeX& B; AY € B, A --- AZ € By} ve
vybérovém souboru.

® 1.12. Pfiklad
2 ©; Pro datovy soubor |z prikladu 1]10 najdéte relativetn®st
a) matematickych jednic¢kara,
b) Uspésnych matematikd,
c) oboustranné nelspésnych studentd.
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Resent:
ada) p(X=1)=5=035  adb) p(X<3)= 3 =060;
adc) p(X=4AY=4)=%=0.20.

Shrnuti kapitoly

Pfedmétem statistického zajmu neni jednotlivy &bjaybrZz soubor objektd, tzv.
zakladni soubor. Zpravidla neni moZné vysetfovagohny objekty, ale jenom
urcity pocet objektl, které tvori vybérovy sarb Ty prvky zakladniho souboru,
které vykazuji urCitou spoleCnou vlastnost, tvofiadinu. Statistik zkouma ab-
solutni a relativni etnost mnoZiny v daném vybé&wvsouboru. Zajimaji-li nds
ve vybérovém souboru dvé mnoziny, miZeme zkouniakyty objektll z jedné
mnoziny mezi objekty pochazejicimi z druhé mnozimym dospivame k pojmu
podminéné relativni ¢etnosti. Rovnéz Ize ovei@ednostni nezavislost téchto dvou
mnoZin v daném vyb&rovém souboruetBostni nezavislost vlastné znamena, Ze
informace o plvodu objektu z jedné mnoZiny nijak nefm&mce, s nimiZ soudime
na jeho plvod z druhé mnoziny. KaZzdému objektu zakilad souboru Ize pomoci
funkce zvané znak pfiradit ¢islo (nebo i vice ¢isBlokud hodnoty znakl pro ob-
jekty daného vybérového souboru uspofadame damatbstavame datovy soubor.
Libovolny sloupec této matice tvofi jednorozmérrgtalvy soubor, ktery mizeme
usporadat podle velikosti a vytvofit tak uspofadaagovy soubor nebo z néj ziskat
vektor variant. Jevem rozumime skutecnost, Ze znaklrnunoty z néjaké Ciselné
mnoziny. MiZeme zkoumat absolutni a relativni ¢etjevu v daném vybérovém
souboru.

ve

Kontrolni otazky a ukoly 7

v/

1. Uvedte priklad zakladniho souboru z ekonomické praxe. L~

2. Necht mnoZinyG;, G, jsou neslucitelné a necht dagG,) = 0,27, p(G; U
Gy) = 0,75. Wpoctétep(Gy).

[P(G2) = p(G1 U G2) — p(G;) = 0,75- 0,27 = 0,48]
3. NechtG; C G,, p(G;) = 0,33, p(G2 — G1) = 0,15. Wpoctétep(G,).

[P(G2) = p(G2 — Gy1) + p(Gy) = 0,15+ 0,33 = 0,48]
4. Nechtp(G; — G) = 0,36, p(G1; N G,) = 0,12. Wpoctétep(G,).

[P(G1) = p(G1 - G2) + p(G1 N G2) = 0,36+ 0,12 = 0,48]

5. Je dan dvourozmérny datovy soubor

NOOwWwwDDDEPNN
ONWRNNNOOLPR
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1. Zakladni, vybérovy a datovy soubor
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Znak X znamena pocet ¢lenli domacnosti a zWalocet déti do 15 let v této
domacnosti.

a) Utvorte usporadané datové soubory pro znaky X a Y.

b) Najdéte vektory variant znak( X a Y.

c) Wpoctéte relativni Cetnost tficlennych domnasti.

d) Wpoctéte relativni Cetnost nejvyse tficlgneh domacnosti.

e) Wpoctéte relativni Cetnost bezdétnych dom&tino

f) Wpoctéte relativni Cetnost dvouclennych berg&h domacnosti.

g) Wpoctéte podminénou relativni Cetnost dvonéigch domacnosti,

které jsou bezdétné.

[a) usporadany datovy soubor pro znék(1 2 2 2 3 3 4 4 5 5), usporadany
datovy soubor pro znak: (0 00112222 3), b) vektor variant
pro znakX: (1 2 3 4 5, vektor variant pro znak/: (0 1 2 3, ¢)
relativni ¢etnost tficlennych doméacnost20 d) relativni ¢etnost nejvyse
tficlennych doméacnosti;,® e) relativni Cetnost bezdétnych doméacnosti:
0,3, f) relativni ¢etnost dvouclennych domécnost2,0 g) podminéna
relativni éetnost t&ch dvouélennych domacnoséréjsou b&zdétné;®]
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2. Bodové a intervalové rozlozeni ¢etnosti
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<

N

Cil kapitoly
Po prostudovani této kapitoly budete umét:

m konstruovat diagramy znazornujici rozloZeni Gestin
m vytvaret tabulky Cetnosti

m sestrojit grafy ¢etnostni funkce, empirické distribuéunkce, hustoty Cet-
nosti a empirické intervalové distribu¢ni funkce

Casova zaté7
Pro zvladnuti této kapitoly budete potfebovat 7—8 haludia.

Nejprve se seznamime s bodovym rozloZenim CetrrostidZeme si, jak pomoci
rlznych diagram graficky znazornit bodové rozldZ&tnosti. Pro datovy soubor
znamek z matematiky a anglictiny pak vytvorime nék®ipC diagramd.

2.1. Definice

Necht je dan jednorozmérny datovy soubor. Jestlid€gb variant znakX neni
pFilis velky, pak pfifazujeme Cetnosti jednoftlimyvariantam a hovofimelmdovém
rozlozeni Cetnosti.

2.2. Definice
Existuje nékolik zplsobl, jak graficky znazornit bodawzlozZeni c¢etnosti.

TeCkovy diagram: na Ciselné ose vyznaCime jednotlivé varianty znxka nad
kazdou variantu nakreslime tolik te¢ek, jaky je jejicpt vyskytd.

Polygon Cetnosti: je lomena Cara spojujici body, jejickzova soufadnice je varianta
znakuX ay-ova souradnice je pocet vyskytd této varianty.

Soupkovy diagram: je soustava na sebe nenavazujicich obdélnikd, Kad gtk-
ladny je varianta znakX a vyska je pocet vyskytl této varianty.

NP A

VyseCovy graf: je kruh rozdéleny na vysece, jejichZ vnéjsi obwamtpovida poctu
vyskytll variant znakix.

Dvourozmérny teckovy diagram: na vodorovnou osu vyneseme varianty znaku
na svislou varianty znak¥ a do pfislusnych prisecikd nakreslime tolikelegaky
je pocet vyskytd dané dvojice.

2.3. Priklad
Pro datovy soubor|z pfikladu 1]10 sestrojte

a) jednorozmérneé teCkové diagramy pro zixai znaky,

b) polygony Cetnosti pro znak a znaky,

c) sloupkové diagramy pro znaka znaky,

d) vysecové diagramy pro znaka znaky,

e) dvourozmérny teckovy diagram pro vektorovy zn&kY),



Resent:
ad a)
Znamka z matematiky Znamka z anglictiny
[ ] : [}
[ ) [ [
[ [ ] [ [}
[ ] [ [ ] [} [} [ ]
[ ] [ ] [ ] [} [} [} [ ]
[ ) [ ] [ [ ] [ [ [ [ J
[ ) [ ] [ [ [ [ [ [ J
12 3 4 12 3 4
ad b)
9Polygon ¢etnosti pro znamky z matematiky . Polygon Cetnosti pro znamky z anglictiny
8 p 8
7 ¢ 7
6 6
5 5 3
4 4
3 3
2 \ 2
! 1 2 3 4 ! 1 2 3 4
ad c)
](}Sloupkovy diagram znamek z matematiky 10Sloupkovy diagram znamek z anglictiny
9 9
8 8
7 7
6 6
5 5
4 4
3 3
2 ,—I 2
! 1 2 3 4 ! 1 2 3 4
ad d)
Vysec€ovy diagram znamek z matematiky Vysec€ovy diagram znamek z anglictiny
A 1
1
4
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Ze vSech téchto diagraml je vidét odliSny pristkpusejicich ke studentiim. Matem-
atik nesetfi jedniCkami, ale misto trojky radéji mmu dava Ctyrku. Naproti tomu
anglictinar povazuje trojku za typickou studentskoamku.

ad e)
Y
4t .
34+ 'Y ° ° oo
2+ ° (X} °
1+

12 3 4 X

Dvourozmérny teCkovy diagram svédci o nepfkifigazné tendenci k podobné klasi-
fikaci v obou predmétech. MizZete si zkusit nakreslit uhoameérné teckové dia-
gramy zvlastpro muZe a zvlastpro Zeny. Zjistife, u Zen je tendence k podobnym

N A

znamkam daleko silngjsi nez u muzd.

Bodové rozloZeni Cetnosti Ize znazornit nejenom gkafiale téZ tabulkou zvanou
variacnifada, ktera obsahuje absolutni a relatietnosti jednotlivych variant znaku
v daném vybérovém souboru a téZ absolutni a relakivmulativni ¢etnosti. Pomoci
relativnich ¢etnosti se zavadi ¢etnostni funkaemgci relativnich kumulativnich
¢etnosti empiricka distribucni funkce (je pro ni tgké, Ze méa schodovity priibéh).
Tyto pojmy objasnime na pfikladu znamek z matematikyedeme rovnéz vlast-
nosti obou vyse zminénych funkci.

2.4. Definice

Necht je dan jednorozmérny datovy soubor, v némzzXanabyvar variant. Pro
j =1,...,r definujeme:

absolutni Cetnost varianty x;;; ve vybérovém souboru

nj = N(X = X))

relativni Cetnost varianty x;;; ve vybérovém souboru
il

pj=n

absolutni kumulativni etnost prvnich j variant ve vybérovém souboru

Nj:N(sz[j]):n1+~-+nj

relativni kumulativni Cetnost prvnich j variant ve vybérovém souboru

N
F= N g,



Tabulka typu
i | p; N; Fi
X1 Ny P1 N F1
X[r] Ny Pr Nr Fr

se nazyv&ariacni fada.

Funkce _
_J Py prox=xj, J=1,...,r
P(X) ‘{ 0 jinak

se nazyv&etnostni funkce.
Funkce

0 prox<xy

F(X)=q Fj prox; < X<Xjp j=1,...,r=1
1  prox= Xy

se nazyvé&mpiricka distribucni funkce.

2.5. Priklad ®
. B ©
Pro datovy soubor f pfikladu 1]10 sestavte variaddufpro znakX. Nakreslete |-
grafy ¢etnostni funkce a empirické distribu¢ni fuakc
Resenf:
oo o e N, Fj
1 7 0,35 7 0,35
2 3 0,15 10 0,50
3 2 0,10 12 0,60
4 8 0,40 20 1,00
- | 20 1,00 — —
Viz obrazek na néasledujici strané.
2.6. Véta
s .
Cetnostni funkce je nezapornéx e R : p(x) > 0) a normovana, tj. -

[0e]

Z p(x) = 1.

X=—00

Empiricka distribu¢ni funkce je neklesajici, tzn.
¥X1, X% €R, X3 < X : F(X1) < F(X),

zprava spojita¥{xg € R libovolné, ale pevné dané: lirk(X) = F(xp)) a normovana
X—Xo,

(lim F(X) =0, lim F(x) = 1).

X——00 X—00
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p() ]

0,0

— boececccece@®
N .

N b =e@
w+--@

F(x) 1

1,0 + —_—
08l
0,6 + —_—
041

1 F(x)= 2 p(t)
0,2 € t<x

0,0 1 f

Nyni se budeme zabyvat dvourozmérnym datovym soubafavedeme simultanni

absolutni a relativni ¢etnosti pro dvojice variant zinaka Y a ukaZzeme souvislost
mezi simultdnnimi a marginalnimi Cetnostmi. Budemérdwat podminéné rela-

tivni Cetnosti. Wsvétlime si, jak se uvedené Cetnaapisuji do kontingencnich

tabulek. Pomoci simultannich relativnich Cetnastvedeme simultanni Cetnostni
funkci, sezndmime se s jejimi vlastnostmi a ukaZemtah/mezi simultanni cet-

nostni funkci a marginalnimi ¢etnostnimi funkcerdavedeme pojem cetnostni
nezavislosti znakl v daném vybérovém souboru. Semwsivedenymi pojmy se

naucime pracovat v prikladu se znamkami z matematgmygiCtiny.

2.7. Definice

Nechtje dan dvourozmérny datovy soubor

X1 Y
Xn Yn
kde znakX mar variant a znakf masvariant. Pak definujeme:

simultanni absolutni ¢etnost dvojice (X3, yig) Ve vybérovem souboru
Nk = N(X =X A Y = i),
simultanni relativni Cetnost dvojice (X1, iq) ve vybeérovém souboru
Nik

jk = —>»
Pj =

28



marginalni absolutni Cetnost varianty xj;
N = N(X=Xj) =nja+ - +Njs,

marginalni relativni Cetnost varianty x;j;

n;.
pj-:F:pj1+"'+ij’

marginalni absolutni Cetnost varianty g

Nk = N(Y = yg) = N + -+ + Ne.,

marginalni relativni Cetnost varianty yjy
Nk
Pk = e Pk + -+ Pris
sloupcove podminéna relativni Cetnost varianty x;;; za predpokladuyyg
oo =
i n’
fadkove podminéna relativni Cetnost varianty yyg za predpokladux;;
Nik

Pk = W

Kteroukoliv ze simultannich Cetnosti ¢i podminéhyrelativnich ¢etnosti zapisu-
jeme dokontingencni tabulky. Kontingenéni tabulka simultannich absolutnick ¢e
nosti ma tvar:

y Y “e Yis n.

X Nik
X1 N11 es Nis N
x[r] nr 1 PN nr s nr.
Nk N1 e Ns n

Funkce
| Pk Prox=xj, Y=Y, j=1....,r, k=1,...,s

se nazyvasimultanni Eetnostni funkce. Cetnostni funkce pro znak¥X a Y (tzv.
marginani ¢etnostni funkce) odliSime indexem takto

_ p] pI’OX:X[j],j:]_,H.,r
P(%) ‘{ 0 jinak

_J Pk proy=yy, k=1,...,s
P2(y) ‘{ 0 jinak

29



2. Bodové a intervalové rozlozeni ¢etnosti
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Funkcepy; (X]y) zavedend vztaheix € R:

o prop(y) >0

— p2(y)
P2 (X1y) { 0 jinak

se nazyval oupcove podminéna cetnostni funkce.
Funkcepy; (Y|X) zavedena vztaheRy € R:

Y pro py () > 0

— p1(x)
Pan (YIX) { 0 jinak

se nazyvadadkove podminéna Cetnostni funkce.

Rekneme, Ze znak¥, Y jsou v daném vybé&rovém souboru ¢etnostné neZ4visle
pravé kdyz pro vSechna= 1,...,r a vSechn& = 1,..., s plati multiplikativni
vztah:pj = pj - P« neboli

V(xy) € R*: p(xy) = pa(X) - p2(Y).

Definici Cetnostni nezavislosti Ize vyslovit i takto: aty X, Y jsou v daném
vybérovem soubor€etnostnénezavislé, jestlize plativy € R, p2 (y) > 0: pyz (Xly) =
p1(X) resp.¥x e R, p1 (X) > 0: py1 (YIX) = p2(y). (Znamena to, Ze podminéna Cet-
nostni funkce znakX za podminkyY = y je rovna marginalni ¢etnostni funkci
znakuX resp. podminéna ¢etnostni funkce znakma podminkyX = X je rovha
marginalni ¢etnostni funkci znak(.

2.8. Véta

Mezi simultanni Cetnostni funkci a marginalnireti@ostnimi funkcemi plati vztahy:

(o8] [ee)

P = D pxy), PO = ) pOY).

y:—oo X=—00

2.9. Priklad

Pro datovy soubor|z prikladu 1]10

a) sestavte kontingenéni tabulky simultadnnich alisddh a relativnich ¢etnosti,
b) nakreslete graf simultanni Cetnostni funkxgeg, y),

c) sestavte kontingenc¢ni tabulky sloupcové a fadkmaminénych relativnich
cetnosti,

d) kolik procent téch studentd, ktefi méli jednickwamglictiny, mélo dvojku
Z matematiky,

e) kolik procent téch student(, ktefi méli jednickmatematiky, mélo dvojku
z anglictiny,

f) zjistéte, zdaznak¥, Y jsouvdaném vybérovém souboru Cetnostné neZavisle



Reseni:
ad a)
y 1 2 3 4 n;
X Njk
1 4 1 2 0 7
2 0 2 1 0 3
3 0 0 1 1 2
4 0 1 3 4 8
N 4 4 7 5 n=20
y 1 2 3 4 P
X Pik
1 0,20 0,05 0,10 0,00 0,35
2 0,00 0,10 0,05 0,00 0,15
3 0,00 0,00 0,05 0,05 0,10
4 0,00 0,05 0,15 0,20 0,40
Pk 0,20 0,20 0,35 0,25 1,00
ad b)
(@]
0,20, o
0,15
= 0,101 7
=
0,05
0,00

31



2. Bodové a intervalové rozlozeni ¢etnosti

32

\\

N

ad c)
y 1 2 3 4

X Pi)

1 1,00 0,25 0,29 0,00

2 0,00 0,50 0,14 0,00

3 0,00 0,00 0,14 0,20

4 0,00 0,25 0,43 0,80

> 1,00 1,00 1,00 1,00

y 1 2 3 4 D

X Pk
1 0,57 0,14 0,29 0,00 1,00
2 0,00 0,67 0,33 0,00 1,00
3 0,00 0,00 0,50 0,50 1,00
4 0,00 0,12 0,38 0,50 1,00

ad d) Tento Udaj najdeme ve druhém fadku prvniho sleupbulky sloupcové
podminénych relativnich ¢etnosti: 0 %.

ad e) Tento Udaj najdeme v prvnim fadku druhého slougbalky fadkové pod-
minénych relativnich ¢etnosti: 14 %.

ad f) Kdyby v daném vybérovém souboru byly oba znakyndstné nezavislé,
platil by pro vSechng = 1,2,3,4 a vSechnk = 1,2, 3,4 multiplikativni vztah:

Pik = Pj. - Pk, COZ spInéno neni. Tedy znamky z matematiky a anglctiejsou

¢etnostné nezavislé.

V nékterych datovych souborech je pocet variant znakliSpveliky a pouZiti
bodového rozlozZeni ¢etnosti by vedlo k neprehledrayroztfisténym vysledkdm.
V takovych situacich pouZivame intervalové rodo¥ Cetnosti. Definujeme tfidici
interval a jeho absolutni a relativni cetnost, absodlatelativni kumulativni Cetnost.
Nové zavadime Cetnostni hustotu tfidiciho intduv Uvedené Cetnosti zapisujeme
do tabulky rozloZeni Cetnosti. Pocet tridicichenvalll stanovujeme napf. podle
Sturgesova pravidla. Intervalové rozloZeni Cetnpsfijeme v pfikladu s datovym
souborem obsahujicim Gdaje o mezich plasticity a pstvi60 vzorkl oceli.

2.10. Definice

Nechtje dan jednorozmérny datovy soubor. Jestlidégb variant znakiX je blizky
rozsahu souboru, pak pfifazujeme Cetnosti nikoliv tiviym variantam, ale celym
intervalllm hodnot. Hovofime pakinterval ovém rozlozeni Cetnosti.

2.11. Definice

Ciselnou osu rozloZime na intervaly typticf, Up ), (U, Uz), ..., (Ur, Urs1), (Ursq, 00)
tak, aby okrajové intervaly neobsahovaly Zadnou pozamou hodnotu znakX.



UZivame oznaceni:

j-ty tfidici interval znaku X, j = 1,...,r:
(uj’ Uj+l>,
délka j-tého tridiciho intervalu znaku X:

dj = Ujs1 — Uy,

stied j-tého tfidiciho intervalu znaku X:

1
X = E(Uj + Ujs1).

Tridici intervaly volime nejcastéji stejné dlouhlejich pocet ur€ime napf. pomoci
Sturgesova pravidla: r ~ 1 + 3,3 - logn, kden je rozsah datoveho souboru.

2.12. Definice

Nechtje dan jednorozmérny datovy soubor rozsahtdodnoty znakuX roztfidime
dor tfidicich intervall. Prg = 1,...,r definujeme:

absolutni Cetnost j-tého tfidiciho intervalu ve vybérovém souboru
nj = N(Uj < X< Uj+1),

relativni Cetnost j-tého tfidiciho intervalu ve vybérovém souboru

n;
pj_ n’

Cetnostni hustota j-tého tfidiciho intervalu ve vybérovém souboru

absolutni kumulativni €etnost prvnich j tfidicich intervalli ve vybé&rovém souboru
Nj = N(XS Uj+1) = n1+...+nj,

relativni kumulativni ¢etnost prvnich j tfidicich intervalti ve vybérovém souboru

N.
FjZFJ:p1+'“+pj.
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2. Bodové a intervalové rozlozeni ¢etnosti

Tabulka typu

(Uj, Ujy1) d; Xl nj P; f] N; Fj

(Ug, Up) dy X1 Ny P1 fy N F1

(Ur, Ury1) d Xir] N Pr f, N, F,

> n 1
se nazyvdabulka rozlozeni Cetnosti.
® 2.13. Priklad

2 ©; Z,fiktivnihf) zékladniho soubortf véech' vzorkd oceli :)u”migjvicich,véem myslitel-
nym tavbam* bylo do laboratofe dodano 60 vzorku atéjiy hodnoty znaku —

mez plasticity & — mez pevnosti (v kpcni). Datovy soubor ma tvar:

(154 17§ [ 51  95] 98 140 [ 44 68]
133 164 101 114 97 115 92 116
58 75 160 169 105 101 141 157
145 161 87 101 71 93 155 189
94 107 88 139 39 69 136 155
113 141 83 98 122 147 82 81
86 97 106 111 33 52 136 163
121 127 92 104 78 117 72 79
119 138 85 103 147 1371 66 81
112 125 112 1189 125 149 42 61
85 97 98 102 73 76 113 123
41 72 103 109 77 85 42 85
96 113 99 119 47 61 123 147
45 89 104 128 68 85 153 179

| 99 109 (107 118 1137 147 | 85 91]

a) Pro znakX stanovte optimalni pocet tfidicich intervalll dirigesova pra-
vidla.

b) Sestavte tabulku rozloZeni Cetnosti.
Resent:
ada) Rozsah datového souboru je 60, tedy podle Sturgesavidlarje optimalni
pocet tfidicich intervalli = 7. Budeme tedy volit 7 intervalll stejné délky tak, aby

v nich byly obsaZeny vSechny pozorované hodnoty zigkanichZ nejmensi je 33,
nejvétsi 160; volbai, = 30, ... ,us = 170 splfiuje poZadavky.
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ad b)

(Uj, Ujs1) d; X(j] n P N; Fi fi
(30,50) 20 | 40 8 | 01333 8 | 0,1333| 0,0066
(50, 70) 20 | 60 4 | 0,0667 | 12 | 0,2000| 0,0033
(70,90) 20 | 80 | 13 | 0,2166| 25 | 0,4167 | 0,0108

(90,110) | 20 | 100 | 15 | 0,2500| 40 | 0,6667 | 0,0125

(110130 | 20 | 120 | 9 | 0,1500| 49 | 0,8167 | 0,0075

(130 150/ 20 140 7 0,1167 56 0,9333 | 0,0058

(150,170 20 160 4 0,0667 60 1,0000 | 0,0033

Soucet 60 1,0000

Ke grafickému znazornéni intervalového rozloZaetnosti slouZi histogram. S jeho
pomoci Ize dobfe vysvétlit, co znamend hustota CeitnosZ je funkce zavedena
pomoci Cetnostnich hustot jednotlivych tfidiciakervalll. S hustotou ¢etnosti Uzce
souvisi intervalova empiricka distribucni funkce (¢Sude spojita, protoze je funkci
horni meze integralu z hustoty ¢etnosti). Pro Udaje aimplaticity oceli vytvofime
histogram a graf intervalové empirické distribu¢nnkge. Seznamime se rovnéz
s vlastnostmi obou vyse zminénych funkci.

2.14. Definice
ol

Intervalové rozloZeni Cetnosti znazorfiujeme ponfostogramu. Je to graf skla-
dajici se zr obdélnik(, sestrojenych nad tfidicimi intervahjicemzZ obsalj-tého
obdélniku je roven relativni Cetnogij j-tého tridiciho intervaluj = 1,...,r. His-
togram je shora omezen schodovitou Carou, ktera je gréfiekce zvanéustota
Cetnosti: f _
i prou; <X<uUy, |=1,...,r1
f X — ] p ] j+la ) )
) { 0 jinak
Pomoci hustoty ¢etnosti zavedemtervalovou empirickou distribucni funkci:

Fm:j}mm

2.15. PFiklad ®

N\,

Pro datovy soubor|[z prikladu 2]13 nakreslete histogremzpakX a pod histogram
nakreslete graf intervalové empirické distribu¢mKkuae.
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2. Bodové a intervalové rozlozeni ¢etnosti

36

Reseni:

0,005 1

30 50 70| 90 110 130 a4 190 ¢

0 30 50 70 90 110 130 150 170 190 *

2.16. Véta

Hustota Cetnosti je nezaporndx(€ R : f(X) > 0) a normovanéf f(xX)dx =
1). Intervalova empiricka distribucni funkce je neddgici, spojité_g normovana
(lim F(X) =0, lim F(x) = 1).

X——00 X—00

V nasledujicim tématu se budeme vénovat dvourozémtnintervalovému ro-
zloZeni Cetnosti, tj. budeme pracovat s dvourozméraatovym souborem. Zave-
deme podobné pojmy jako u dvourozmérného bodovéhozenl Cetnosti a jejich
pochopeni si ovéfime na pfikladé s datovym soumoobsahujicim Udaje o mezi
plasticity a mezi pevnosti oceli.

2.17. Definice
Nechtje dan dvourozmérny datovy soubor
X1 Y

Xn Yn



kde hodnoty znakwX roztfidime dor tfidicich intervall ¢j,uj.1), j = 1,....r
s délkamid,, ..., d. a hodnoty znakt roztfidime dos tfidicich intervald Y, Vi.1),
k=1,...,ssdélkamih,,..., hs. Pak definujeme:

simultanni absolutni Cetnost (j, k)-tého tfidiciho intervalu:
Njk = N(Uj < X < Ujua A Vi <Y < Vip1),

simultanni relativni Cetnost (j, k)-tého tridiciho intervalu:

Djc = K
k= —>»
! n

marginalni absolutni Cetnost j-tého tridiciho intervalu pro znak X:
nj. = nj1+-~~+njs,

marginalni relativni Cetnost j-tého tridiciho intervalu pro znak X:
_ N
pJ. - n ’

marginalni absolutni Cetnost k-tého tridiciho intervalu pro znak Y:
Nk = N + -+ + Nrg,

marginalni relativni ¢etnost k-tého tfidiciho intervalu pro znak Y:
— n'k
pk - n s
simultanni Cetnostni hustota v (j, k)-tém tfidicim intervalu:
Pik
fixk = ——,
K= dihy

marginalni Cetnostni hustota v j-tém tfidicim intervalu pro znak X:

P;.
fi = —,
J- dj
marginalni ¢etnostni hustota v k-tém tfidicim intervalu pro znak Y:
Pk
fr="—.
.k hk

Kteroukoliv ze simultannich ¢etnosti zapisujeme dotktgencni tabulky. Uvéahe
kontingenc¢ni tabulku simultannich absolutnicmesti:

(Vics Vier1) (V1, V2) e (Vs, Vsi1) nj,

(Uj, Uj41) Njk
(ug, U) Ni1 e Nis Ny
(ur, Ur+1> Nyq .. Nrs Ny,
Ny N1 . Ns n
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2. Bodové a intervalové rozlozeni ¢etnosti

Funkce
| fik prouj < X< U, W<Y<Vq,j=1....,rrk=1...,s
f(x’y)‘{ 0 jinak

se nazyvasimultanni hustota Cetnosti. Hustoty Cetnosti pro znakX a Y (tzv.
marginalni hustoty cetnosti) odliSime indexem takto:

_ fj. prOUj<X§Uj+1, j:].,...,r
R ‘{ 0 jinak

| fk prow<y<wvgi, k=1,...,s
fZ(y)‘{o jinak

Funkcefy, (x]y) zavedena vztaheiix € R:

f(xy)
rof,(y) >0
f X — fay) p 2
12 (XIy) { 0 jinak
se nazyval oupcove podminéna hustota Cetnosti.
Funkcef,; (y|x) zavedena vztaheRy € R:

Y Hro £, (X) > 0
fan (Y|X) = { Ofl(X) Enakl( )

se nazyva&adkoveé podminéna hustota cetnosti.

Rekneme, Ze znaky, Y jsou v daném vybérovém souboru &etnostné neZavisle
pfi intervalovém rozloZeni Cetnosti, jestlize préechnaj = 1,...,r a vSechna
k=1,...,splati multiplikativni vztah:f = f; - fx neboli pro

Y(xy) € R?: f(xy) = f1(x) fa(y).

Definici Cetnostni nezavislosti Ize vyslovit i takto: aty X, Y jsou v daném
vybérovém soubordetnostné nezavislé pfi intervalovém rozloZeni Cetnosti, jestliZze
plati: Yy € R, fo(y) > 0: fip (Xly) = f1(X) resp.Vx € R, fi(X) > 0: fy1 (YI|X) =

f2 (y). (Znamena to, Ze podminéna hustota Cetnosti zixaka podminkyY =y je
rovna marginalni hustoté cetnosti znakuesp. podminéna hustota Cetnosti znaku
Y za podminkyX = X je rovha marginalni hustoté cetnosti znaku

2.18. Véta

Mezi simultanni hustotou ¢etnosti a marginalnimitiotesmi ¢etnosti plati vztahy:

fi(x) = f foy)dy,  fly) = f f(x.y) dx.

2.19. Priklad
Pro datovy soubor|z pfikladu 2]13

a) stanovte dle Sturgesova pravidla optimalni pocelidich interval(l pro
znakY

b) sestavte kontingenc¢ni tabulku simultannich alisddh ¢etnosti.
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Resent:

ada) Rozsah datového souboru je 60. Podle Sturgesova larppviddy optimalni
pocet tfidicich intervalls = 7. Nejmensi hodnota je 52 a nejvétsi 189. Volime
vi =50, v =70,..., vg = 190.

adb)
e s 8 & 8§ 8 9
x| N 9 Yy <> S o N
S |§ &§ & & & & &
(Uj, Ui | Njk

(30,50) 5 3 0 0 0 0 0 8
(50, 70 0 3 1 0 0 0 0 | 4
(70,90) 0 4 7 1 1 0 0 |13
(90,110 0 0 6 8 1 0 0 |15
(110130 0 0 0 4 5 0 0|9
(130,150 0 0 0 0 2 5 0 7
(150, 170 0 0 0 0 0 1 3 4
Ny 5 10 14 13 9 6 3 |60

Shrnuti kapitoly

Neni-li vjednorozmérném souboru pocet variant znaklisprelky, pak pfifazujeme
¢etnosti jednotlivym variantdm znaku a hovofime dssyodovém rozloZeni Cet-
nosti. To Ize znazornit graficky pomoci rlznyadiagramd (napf. teckovy diagram,
sloupkovy diagram atd.). Pokud zapiSeme Cetnosti bolksg, dostanemeariacni
fadu. Pomoci relativnich ¢etnosti zavederetnostni funkci, pomoci kumula-
tivnich relativnich ¢etnostmpirickou distribucni funkci, kterd ma schodovity
prabéh.

N

Pracujeme-li s dvourozmérnym datovym souborem, Zeméd multanni cetnosti

a zapisujeme je diontingencni tabulky. Na okrajich kontingencni tabulky jsou
uvedenymar ginalni Cetnosti, které se vztahuji jen k jednomu znaku. Pomoci si-
multannich kumulativnich relativnich ¢etnosti adime simultanni Cetnostni funkci.
Simultanni a marginalni ¢etnosti ¢i Cetnostnikoae nam snadno umoZni overét-
nostni nezavislost dvou znak( v daném vybérovém souboru.

Je-lipoCet variant znaku srovnatelny s rozsahem soypoufzijeme radéjnter val-
ovérozlozeni Cetnosti, pfi némZ pfifazujeme ¢etnosti nikoli jednotlivwariantam,
ale tfidicim interval@im. Jejich pocet uréime ng@mociStur gesova pravidla. Cet-
nosti tfidicich intervalll zapisujeme dabulky rozlozeni Cetnosti. Relativni ¢et-
nosti tfidicich intervall znazorrfiujeme pombéstogramu. Schodovita ¢ara shora
omezujici histogram je grafemmustoty Cetnosti. Spojitym protéjskem schodovité
empirické distribu¢ni funkce jentervalova empiricka distribucni funkce zave-
dena jako funkce horni meze integralu z hustoty Cetnost

Pfi dvourozmérném intervalovém rozloZeni Cethpetcujeme s podobnymi pojmy
jako u dvourozmérného bodového rozloZeni Cetnbfisto simultanni a marginalni
¢etnostni funkce samozifejmé masnmultanni ¢i marginalni hustotu cetnosti.
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2. Bodové a intervalové rozlozeni ¢etnosti

Kontrolni otazky a tkoly

1. Jaké grafy znazornujici rozloZeni Getnostitef?dPopiste zplsob jejich kon-
strukce.

2. Jak vznika varia¢ni frada?

3. Jake cetnosti zapisujeme do kontingencni tabulky?

4. Kdy jsou v daném vybérovém souboru znaky Cetnostizavislé?

5. K &emu slouZi Sturgesovo pravidlo?

6. Wjmenuijte funkcionalni charakteristiky skalarnianaku a dvourozmeérneé-
ho vektorového znaku pfi bodovém a intervalovém rogtdetnosti.

7. (S) V ramci marketingového priizkumu trhu bylo dotéa@% nahodné vy-
branych zakaznikl jisté pojistovny a byl zjisthm jejich zajem o novy druh
pojisténi (znakX) a soucasné jejich rodinny stav (znék Ziskané odpovedi
byly zak6dovany pro znaK takto: jednoznac¢ny nezdjem = 1, podprlimérny
zajem =2, primérny zajem = 3, nadpriimérny zajemiedhoznacny zajem =
5 a pro znaky takto: svobodny = 1, rozvedeny nebo ovdovély = 2, 2gna.

5 1 [4 3] [5 2] [4 2] [4 1
3 2 |33 |32 |53 |43
4 2| |1 1| |4 1 |4 3 |4 3
4 1 |4 3| |5 1| |5 3 |2 3
5 2| [3 3 |1 3 [3 1 [2 2

a) Pro znakX sestrojte jednorozmérny teckovy diagram, sestavie va
acni fadu, sestrojte graf cetnostni funkce a empéridistribucni
funkce.

b) Pro vektorovy znakX, Y) sestavte kontingenc¢ni tabulku absolutnich
¢etnosti, absolutnich kumulativnich Cetnostiedéontingencni tab-
ulky sloupcové a fadkové podminénych Cetnostira gimultanni
cetnostni funkce.

c) Jsou znaky, Y v daném vybé&rovém souboru ¢etnostné nezavislé?

40



[a) Jednorozmérny teckovy diagram VariaCni fada

ol m e [N Fy
210,08 2 |0,08
210,08 4 |0,16

° 1
[
. 2
[ [
H H H 3|5|020 9 |0,36
s 3 & % 3 4 [10]0,40| 190,79
1 2 3 4 5 5| 6 |0,24|25]| 1,00
Graf empiricke distribuc¢ni funkce Graf Cetnostni kae
F())
1,0 + —_— .
p(J)
078$ '_ 0,4* ®
0,6 + 0,3+
0,4 + 0,2+
o= NS
0,0 | i : % : 0,0 | | | ‘
12 3 4 5 1 2 3 4 5

b) Kontingencni tabulka absolutnich Kontingencni tabulka sloupcové

cetnosti podminénych relativnich ¢etnosti

y [[1]2] 3 |n y 1 2 3

X | Nik X | Piw

1 1/0, 1] 2 1 1/7| 0 | 1/11

2 Oj1(1 | 2 2 0 |1/7|1/11

3 112 2|5 3 1/7 | 2/7 | 2/11

4 3/2| 5|10 4 3/71|2/7|5/11

5 212 2|6 5 2/7 | 2/7 | 2/11

Nk 7171125 > 1 1 1

Kontingencni tabulka absolutnichKontingencni tabulka fadkové

kumulativnich ¢etnosti podminénych relativnich ¢etnosti
y |1] 2| 3N y 1 > 3 3
X Njk x| p
()k
; i ; i i 1 1/2 0 1/2 | 1
3 > 5 9 9 2 0 1/2 | 1/2 | 1
4 5/10| 19| 19 3 Y5 | 2/5 1 2/5 |1
4 3/10| 2/10|5/10| 1
5 7114 | 25| 25 5 2/6 | 2/6 | 2/6 | 1
N 7114 25
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2. Bodové a intervalové rozlozeni ¢etnosti

Graf simultanni ¢etnostni funkce

¢) Znaky nejsou Cetnostné nezavislé, protoZe jiz pre 1, k = 1 neplati

multiplikativni vztahpy; = py. - p1. V nasem pfipadé totid # Z - L ]

8. (S) U 50 nahodné vybranych posluchaét a posluchadsk ¥ Praze byla
zjiStovana jejich hmotnost v kg (znaX) a jejich vyska v cm (znak).

58 17 65 17 (72 17 [72 19 (63 17
68 17 57 16 90 19 57 17 58 16
56 17 65 16 57 17 57 16 64 17
60 17 60 17 51 16 56 17 52 16
61 17 54 16 81 19 56 17 55 16
71 18 52 16 73 17 52 16 67 17
85 18 83 18 75 17 72 18 60 17
80 17 60 16 71 18 75 17 55 16
52 17 68 17 66 17 52 16 62 17
|72 18 |63 17 |67 18 |63 18 |70 17

a) Pro znakX stanovte optimalni pocet tfidicich intervalll pedtur-
gesova pravidla, sestavte tabulku rozloZeni Cetnnalreslete his-
togram a graf intervalové empirické distribucni fuekc

b) Pro znakY rovnéz stanovte optimalni pocet tfidicich intaiv podle
Sturgesova pravidla. Pro vektorovy znak Y) sestavte kontingen-
¢ni tabulku absolutnich ¢etnosti a nakreslete dvomérny teckovy
diagram.

c) Jsou znaky, Y v daném vybérovém souboru Cetnostné nezavislé?
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[a) Optimalni pocet tfidicich intervall je 7. TakalrozloZeni ¢etnosti:

Histogram

(U, Uje2) | dj | X3 | N P [Ny Fy fj
(50,56) | 6 | 53 | 12 | 0,24000/| 12 | 0,24000| 0,04000
(56,62 | 6 | 59 | 12 | 0,24000| 26 | 0,48000| 0,04000
(6268 | 6 | 65| 11| 0,22000( 35| 0,70000| 0,03667
(68,74 | 6 | 71| 8 | 0,16000| 43 | 0,86000| 0,02666
(74,80) | 6 | 77 | 3 | 0,06000| 46 | 0,92000| 0,01000
(80,86) | 6 | 83 | 3 | 0,06000/| 49 | 0,98000| 0,01000
(86,92 | 6 | 89| 1 |0,02000/ 50| 1,00000| 0,00333
0,04 +
0,03 +
0,02 +
0,01 +
0,00 |

50 56 62 68 74 80 8 92

Graf intervalové empirické distribu¢ni funkce

1,00
0,75 +
0,50 +
0,25 +
0,0

50 56 62 68 74 80 8 92
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2. Bodové a intervalové rozlozeni ¢etnosti

b) Pro znakY je optimalni pocet tfidicich intervalll 7. Konting@éni tabulka
absolutnich Cetnosti:

o > S =N P S N
Sy ¥ o v o ¥ o N
<1 & & 5§ 35 8 g
— — — — — — — —
(Uj, Ujs1) | Nk
(50, 56) 4 4 4 0 0 0 0 |12
(56,62 2 2 6 2 0 0 0 |12
(62 68) 0 1 7 1 2 0 0 11
(68, 74) 0 0 1 2 3 1 118
(74, 80) 0 0 2 1 0 0 0|3
(80, 86) 0 0 0 0 2 0 113
(86,92 0 0 0 0 0 0 1)1
N 6 7 20 6 7 1 3 |50
Dvourozmeérny teCkovy diagram
190 —
180 —
170 —
160 —
I I w w w
50 60 70 80 90

C) Znaky X a'Y nejsou Cetnostné nezavislé, protoze jiz pre 1,k = 1

neni spinén multiplikativni vztafy; = f; - f1. V naSem pfipadé totig'(% #
12 6
506 505°
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3. Ciselné charakteristiky znak(
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Cil kapitoly
Po prostudovani této kapitoly budete umét:

m rozliSovat rlizné typy znakd
vypocitat rdzné charakteristiky polohy a variabiliigalarniho znaku
vypocitat charakteristiky tésnosti linearni zawiti dvou znaki
vyuZit vlastnosti ¢iselnych charakteristik ke zjeduseni vypoctl
vypocitat vaZené Ciselné charakteristiky znak(

Casova zatéz
Pro zvladnuti této kapitoly budete potfebovat 5—6 haludia.

Nejprve se naucime rozliSovat rizné typy znak( pddle, jaky je jejich stu-
pen kvantifikace. Pro jednotlivé typy znakl pak zavedémselné charakteristiky
popisujici polohu hodnot znaku na Ciselné ose a jgjrciménlivost. Seznamime se
rovnéz s dileZitymi vlastnostmi ¢iselnych chaealstik a naucime se je poditat pro
konkrétni datové soubory.

3.1. Motivace

Ve druhé kapitole jsme se seznamili s funkcionalningrelkteristikami znakd, jako
jsou p(x,y), pi(X), p2(Y), F(X), f(xYy), fi(X), fo(y), které nesou Uplnou informaci
o rozloZeni Cetnosti. V této kapitole zavedeme ldisecharakteristiky, které nas
informuji o nékterych rysech tohoto rozlozZeni Cettino poloze (Grovni) hodnot
znaku, o jejich variabilité (rozptyleni), o tésnostvislosti dvou znakl a pod.
Pro réizné typy znak( se pouZivaji rizné Cisathérakteristiky, proto se nejdfiv
seznamime s jednotlivymi typy znakd.

3.2. Definice

Podle stupné kvantifikace znaky tfidime takto:

(n) Nominalni znaky pfipoustéji obsahovou interpretaci jediné relacenasti
X1 = X (popfipadéx; # ), fj. hodnoty znaku predstavuji jen Ciselné kody
kvalitativnich pojmenovani. Napf. méstské tranevggou ocislovany, ale
napf. ¢. 4 a 12 fikaji jen to, Ze jde o rlizné trat€:jimiého se z nich o vztahu
obou trati neda vycist.

(o) Ordinalni znaky pfipoustéji obsahovou interpretaci kromé relacenosti
i v pfipadé relace usporadari < x, (popfipadéx; > Xo), tj. jejich us-
poradani vyjadfuje vétsi nebo mensi intenzikoumané vlastnosti. Napf.
Skolni klasifikace vyjadfuje mensi nebo vétsi msélzkousenych (jednickar
je lepsi neZ dvojkar), ale intervaly mezi znamkami aginobsahové inter-
pretace (netvrdime, Ze rozdil ve znalostech mezi jédiiem a dvojkafem
je stejny jako mezi trojkafem a ¢étyrkafem. Podobnyaretikter maji rizna
bodovani ve sportovnich, uméleckych a jinych saidié.

() Intervalové znaky pfipoustéji obsahovou interpretaci kromé relacenaosti
a usporadani téZ u operace rozdtlu— x, (popfipadé souctu; + Xp), tj.
stejny interval mezi jednou dvojici hodnot a jinou dvojimdnot vyjadfuje
i stejny rozdil v extenzité zkoumané vlastnosti. Naj@plota méfena ve



stupnich Celsia pfedstavuje intervalovy znak. Namétli ve Ctyfech dnech
poledni teploty O, 2, 4, 6, znamena to, Zze kazdym dnempta teplota o 2
stupné Celsia. Bylo by vSak chybou interpretovat tyto adsjzenim, Ze
ze druhého na tfeti den vzrostla teplota dvakrat, taeé tfetiho na cCtvrty
pouze jedenapllkrat.

(p) Pomérové znaky umoZznuji obsahovou interpretaci kromé relace rovirest
usporadani a operace rozdilu jesté u operaceyrgik, (popfipadé soucinu
X1 - X2), tj. stejny pomér mezi jednou dvoijici hodnot a druhowjiti hodnot
znamena i stejny podil v extenzité zkoumané vlastnbditpf. méa-li jedna
osoba hmotnost 150 kg a druh& 75 kg, ma smysl| prohl@&sjinini je dvakrat
hmotnéjsi nez druha.

Zvlastni postaveni maji:

(a) Alternativni znaky, které nabyvaji jen dvou hodnot, napflQcoZ znamena
absenci a prezenci néjakého jevu. Napfiklad 0 bude enamnelspéch,
1 uspéch pfi feseni urcité Glohy. Alternativmiaky mohou byt ztotoZnény
s kterymkoliv z pfedchéazejicich typd.

3.3. Definice

Pro nominalni znaky pouZivame jako charakteristikilopy modus. U bodového

rozlozZeni Cetnosti je to nejCetn€jSi variantakana intervalového stfed nejcetnéjsiho
tfidiciho intervalu.

3.4. Definice

Pro ordinalni znaky pouZivame jako charakteristilalopy a-kvantil. Je-lia €
(0, 1), paka-kvantil x, je Cislo, které rozdéluje uspofadany datovy seutadolni
Usek, obsahujici aspon podivSech dat a na horni Usek obsahujici aspon poedi 1
vSech dat. Pro vypocet-kvantilu slouZi algoritmus:

Yell +
celégisloc =  x, = w
N@ =1 necelé &islo= zaokrouhlime nahoru na nejblizsi celé &isle>

= Xa = Xo)

Pro specialné zvolenauZivame nazviixyso — median, Xo 25 — dolni kvartil, Xo75 —
horni kvartil, Xg1, . . ., Xo.0 —decily, Xo01, - - - , X000 — percentily. Jako charakteristika
variability slouZikvartilova odchylka:

q = Xo,75 — Xo,25.

3.5. Priklad

Pro datovy soubor znamek z matematiky (viz prikiad [l Wpoctéte median, oba
kvartily a kvartilovou odchylku.
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Reseni:
a n-a c X
0,25 20-0,25 5 LD 1
0,50 20-0,5 10 &3 2,5
0,75 20-0,75 15 &2 4
q=4-1=3
3.6. Definice

Pro intervalové a pomérové znaky slouZi jako charddtika polohyaritmeticky

prameér
1 n
me 13
ni:l

(Ize ho interpretovat jako téZisté jednorozmérnéikového digramu). Charakter-
istikou variability jerozptyl

1 n
§:ﬁ;(>q—m)2

&i smérodatna odchylka s = V's2. Pomoci priiméru zavedementrovanou hodnotu

x; —m (podle znaménka pozname, zei@ hodnota je podprlimérna ¢i nadpriimérna
L . . i—m
a pomoci smérodatné odchylky zavedestamdardizovanou hodnotu X S (vy-

jadfuje, o kolik smérodatnych odchylekis& hodnota odchylila od priiméru).

3.7. Véta

Rozptyl je nulovy, prave kdyX; = X, = - -+ = Xp.
3.8. Priklad

Wpodtéte prdmér a rozptyl

a) centrovanych hodnot,
b) standardizovanych hodnot.

Resent:
ada) Prlmér centrovanych hodnot:

! Zn:(xi m)=m ! n-m=0
n & n
Rozptyl centrovanych hodnot:

Ly xi-m 0P = <.
i=1



ad b) Priimér standardizovanych hodnot:

1 (x-m 1
HZ; =<-0=0.

S

Rozptyl standardizovanych hodnot:

1/ x-m 2 &
ﬁ;( s _O)_g_l'

3.9. Poznamka

V predeslém prikladé jsme vypocitali, Ze primeéntrovanych hodnot je 0. Této
skutec¢nosti Ize vyuZit k vysvétleni rozptylu: chcemigkat Cislo, které by charak-
terizovalo variabilitu jednotlivych hodnot kolem priinie Priimér centrovanych
hodnot nelze pouZit (vyjde 0), proto misto centrovdnfiodnot vezmeme jejich
kvadraty. Tim dospé&jeme ke vzorci pro rozptyl:

&= %Z(Xi - m)?.

Rozptyl vSak vychazi v kvadratech jednotek, v nichZiogifen znakX, proto radéji
pouZivame smérodatnou odchylkuDefini¢ni tvar vzorce pro rozptyl neni pfilis
vhodny pro vypocty, v praxi se pouZiva vypocetrartvzorce pro rozptyl:

$ = %Z(Xi -m)? = %Z(X,-Z—me,- + 1) = %ZXI'Z—
i=1 i=1 i—1

1 . 1< 1< 1
——-2m-in+—ZmZ:—inz—ZmZ+—-n-mz:
n i=1 ni=1 ni=l n

_1 i X2 = 1rf
- :
i=1
3.10. Definice
N,
Pro pomérové znaky pouZivame jako charakteristikuabélity koeficient variace -
S

= Je to bezrozmérné Cislo, které se Casto vyjadfufgocentech. UmoZnuje

porovnat variabilitu nékolika znak(. Jsou-li vSechrgdhoty pomérového znaku
kladné, pak jako charakteristiku polohy Ize uggbmetricky promeér /X, - ... - Xn.

3.11. Priklad
Wpoctéte koeficient variace meze plasticity a meze pstroceli pro datovy soubor
2 [pFikiadu 2.18.
Reseni:
s 328577 s, 325147
2 e 0,341 2 - 22T - 0,2842
m 96,2667 3 m, 1144000
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Zjistili jsme, Ze koeficient variace meze plasticity je Ba%, zatimco meze pevnosti
jen 2842 %. (Aritmetické prdméryn;, m, a smérodatné odchylks;, s, jsou vy-

pocitany [ pFikiadu 3.17.)

Nyni se budeme zabyvat Ciselnymi charakteristikaroutozmérného datového
souboru se znaky intervalového ¢i pomérového typul&pmu variabilitu téchto

dvou znak( kolem jejich priméru méfime pomoci kéaace. Jako mira tés-
nosti linearni zavislosti dvou znakl slouZi koefitidorelace. Je velmi ddleZité
porozumét vlastnostem koeficientu korelace, proto si pgzprohlédnéte obrazky
ilustrujici jeho vyznam. Pro praktické procviCeram poslouZi priklad na Ciselné
charakteristiky mezi plasticity a pevnosti.

3.12. Definice
Pro dvourozmérny datovy soubor
X1 Y
Xn Yn
kde znakyX, Y jsou intervalového ¢i pomérového typu, pouZivamaieoj charakte-
ristiku spole¢né variability znak¥, Y kolem jejich primértkovarianci

n

Si2 = % D06 = my)(y — my).

i=1
3.13. Poznamka

Kovariance je pridmérem soucinll centrovanych hodRokud se nadpriimérné
(podprimérné) hodnoty znakusdruZuji s nadpriimérnymi (podprdmérnymi) hod-
notami znakuY, budou souciny centrovanych hodngt— m; ay, — m, vesmeés
kladné a jejich priimér (tj. kovariance) rovnéz. Znaaeo, Ze mezi znaky, Y ex-
istuje urcity stupeni pfimé linearni zavisloftokud se nadpriimérné (podpriimérné)
hodnoty znakX sdruZuji s podprdmérnymi (nadprdmérnymi) hodmoi znakuy,
budou souciny centrovanych hodnot vesmeés zaporngch jgrimeér rovnéz. Zna-
menato, Ze mezi znakya existuje urcity stupen nepfimé linearni zavsloJe-li
kovariance nulova, pak fekneme, Ze znXky jsou nekorelované a znamenato, Zze
mezi nimi neexistuje Zadna linearni zavislost.

Pro vypocCet kovariance pouzZivame vzorec:
1 n
Si= = > XY — My,
n i=1

3.14. Definice

Jsou-li smérodatné odchylkss, s, nenulové, pak definujemieoeficient korelace
znaklX, Y vzorcem ]

1 - —m A
rlZ:_Z)qSl 1.y| SQmZ.

n i=1



3.15. Véta

Pro koeficient korelace plattl < r;; < 1 a rovnosti je dosaZzeno pravé kdyz
mezi hodnotamky, ..., X, aVyi,..., Y, existuje Uplna linearni zavislost, tj. existuji
konstantya, btak, Zey; = a+bx, i = 1,...,n, pfiCemZ znaménke plati prob > 0,

znaménko- pro b < 0. (Uvedena nerovnost se nazyva Cauchyova-Schwarzova-

Burniakovského nerovnost.)

3.16. Poznamka

Koeficient korelace se pocita podle vzorce = % . Pfedstavu o vyznamu hodnot
koeficientu korelace podavaji nasledujici dvourdamégeckové diagramy.

r=100 r=0,76 r - 0,00

r=-037 r =—1,00

3.17. Priklad
Pro datovy soubor |z pfikladu 2]13 vypoctéte

a) aritmetické priméry znakX, Y,
b) rozptyly a smérodatné odchylky znakgy,
c) kovarianci a koeficient korelace znakK{lY.

Reseni:
ada) my =962667 m, =1144000.

adb) s =10796, < =10572, s =328577 < =2325147.
adc) s,=99276, r;=0,9292.

Koeficient korelace svédci o tom, Ze mezi obéma znaksteae velmi silna pfima
linearni zavislost — ¢im vyssi je mez plasticifyntje vySSi mez pevnosti a ¢im je
niZsi mez plasticity, tim je niZsi mez pevnosti.

PT¥i vypoctu Ciselnych charakteristik se v fad@adi uplatni véta shrnujici nékteré
jejich vlastnosti. Pro lepsi pochopeni uvedenychtwasti slouZi nasledujici pfiklad.
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3.18. Véta

Uvedme nékteré vlastnosti Ciselnych charakteristik.
a) Nechtm je aritmeticky primér & rozptyl znakuX. Pak znakY = a + bX
ma aritmeticky primém, = a+ bmy a rozptyls; = b?s?.
b) Nechtimy, m; jsou aritmetické primérg, s; rozptyly as;, kovariance znakd
X, Y. Pak znakJ = X + Y ma aritmeticky primémg = m, + m, a rozptyl

S =5+ S+ 25,
c) Nechts,, je kovariance znak, Y amy, m, jsou aritmetické prdméry znakd
X, Y. Pak znakyJ = a+ bX, V = ¢+ dY maji kovariancisz, = bds;,.

3.19. Priklad
a) ZnakX ma aritmeticky prlimér 2 a rozptyl 3. Najdéte aritmkfigrimér
a rozptyl znakuwy = -1 + 3X.
b) ZnakyX aY maji aritmetické prdméry 3 a 2, rozptyly 2 a 3, kovariah®.
Wpoctéte aritmeticky primér a rozptyl znaku= 5X — 4Y.

c) Soucet rozptyll dvou znakl je 120, soucin 1000 a rdjpfich souctl je
100. Wpoctéte koeficient korelace téchto znakad.

Resent:
ada) mp=-1+3m=-1+3.2=5 $£=32.£=9.3=27.

adb) mg=5m-4m,=5.-3-4.2=7,8 =5+ (=47 - 55+2-5-(—4)- s =
25-2+16-3-40-15=38.

adc) $+8=120 £-£=100Q &,, = 100= S+ L+25, = §jp = I =

100-120 __ _ S12 _ _-10 _
== —1O,|’12 = %% — viooo —0,316

Pokud nemame k dispozici plivodni datovy soubor, alerjenariacni fadu nebo tab-
ulku rozloZeni ¢etnosti (resp. kontingencéni tabJkmiZeme vypo itat tzv. vazené
Ciselné charakteristiky. Pro datovy soubor obsa&hujilaje o0 mezi plasticity a mezi
pevnosti oceli je zajimavé porovnat plivodni ¢iselnarakteristiky a vaZzené Ciselné
charakteristiky.

3.20. Definice

a) VaZeneé Ciselné charakteristiky u bodového rbead Cetnosti:

Vazeny aritmeticky priimér
1 r
m=— j; NjXj).-

Vazeny rozptyl
1 r
52 = ﬁ Z nj(x[j] — m)z.
=1
Vazena kovariance
1 r r
S12 = — Z Z Nik(Xj; — M) (Vg — My).
j=1 k=1



b) V&zZené Ciselné charakteristiky u intervalovébzoZeni Cetnosti:

Vzorce jsou formalné shodné s predeslymi. Je vsglottabi uvést, Ze vypoc-
ty jsou pfesné jen tehdy, souhlasi-li priméry v jetimpeh tridicich intervalech se
stfedy téchto intervald, resp. vykompenzuiji-li séjenané chyby vzniklé v dlsledku
odchylek stfedd intervall od prdméru v téchto intdech. Oba tyto pfipady jsou
vSak vzacné a vétsinou se dopustime urcité chyby.

3.21. P¥iklad

Pro intervalove rozloZeni ¢etnosti uvederjé vipidk 2.18 spoctéte vazené Ciselné
charakteristiky a porovnejte je s Ciselnymi charaktétami uvedenymi ¥ pfikladu

8.17.

Resent: bodové intervalove
rozlozZeni rozloZeni
my 96,27 96,67
1) 114,40 113,67
s 1079,63 1148,89
S 1057,21 1019,89
S 32,858 33,895
S 32,515 31,936
S12 992,76 998,89
ro 0,929 0,923

Shrnuti kapitoly

Podle stupné kvantifikace znaky tfidime naminalni, ordinalni, intervalové,
pomérové a alternativni. Jako charakteristika polohy nominalnich znak( slouZ
modus. Charakteristikou polohy ordinalnich znak je kteripkar-kvantil, casto se
pouZivamedian, dolniahorni kvartil, decily, per centily. Rozdil horniho a dolniho
kvartilu je kvartilova odchylka, kterou pouZivame jako charakteristiku variability.
U intervalovych znakl slouZi jako charakteristika giof aritmeticky prdmér

a jako charakteristika variabilityozptyl i smérodatna odchylka. Odecteme-li od
libovolné hodnoty priimér, dostaneraentrovanou hodnotu, a podélime-li cen-
trovanou hodnotu smérodatnou odchylkou, zisk&waadar dizovanou hodnotu.
Pro pomérové znaky pouZivankeeficient variace. Maji-li kladné hodnoty, pak
jejich polohu charakterizujenmgeometrickym prtmérem.

N

Mame-li dvourozmérny datovy soubor, pak jako charaktiku spolecné variability
zavedeme kovarianci a jako miru tésnosti lineérniisdasti koeficient korelace.
PodleCauchyovy-Schwar zovy-Bunakovského nerovnosti nabyva koeficient ko-
relace hodnot mezil a 1.

Je-li k dispozici variaCni fada u bodového rozloZésthosti nebo tabulka rozlozZeni
¢etnosti uintervalového rozloZeni éetnosti (ré@mtingencni tabulka), miZeme vy-
pocitat vaZené Ciselné charakteristik§zeny aritmeticky prmér, vazeny rozptyl
avéazenou kovarianci.
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Kontrolni otazky a tkoly

Udejte pfiklad nominalniho, ordinalniho, interga€&ho, pomérového a alter-
nativniho znaku.

Jaké charakteristiky polohy a variability uZivame predené typy znak(?

Kdy se shoduji ¢iselné charakteristiky s vazenyisemymi charakteris-
tikami?

Jaky vyznam ma koeficient korelace?

5. V akciové spole¢nosti je primérna mzda 13 500 K&drii30 % pracovnik

10.

s nejnizs§i mzdou ma primérné 9000 KE. Na zacatkurdostal kazdy
z téchto pracovnik{ pfidano 500 K&. O kolik % vzrosgaimérna mzda
v celé akciové spolecnosti?

[Prdimérna mzda v celé akciové spolegnosti vzrostlalds.]

(S) P¥i statistickém Setfeni pojisténcl bylyk#Any tyto vyse pojistek v K¢:

vyse pojistky || 390 | 410 | 430 | 450 | 470 | 490 | 510 | 530 | 550 | 570

abs. ¢etnost 7 10 | 14 | 22 | 25 | 12 3 3 2 2

Urcete aritmeticky primér, median, modus, rozptgésodatnou odchylku
a koeficient variace vyse pojistky.

[Primér= 4574, median= 450, modus= 470, rozptyl= 149324, sméro-
datna odchylka 38,64, koeficient variace 0,08.]

V datovém souboru, z néhoz byl vypoéten priimér 110zamd 800, byly
zjistény 2 chyby: misto 85 ma byt 95 a misto 120 mals@. Ostatnich 18
Gdajl je spravnych. Opravte prdmér a rozptyl.

[Primér= 112, rozptyl= 851.]

Vazeny aritmeticky prlmér €inil 1500 a vaZzenyptyl 90000. Variantyx;;
byly transformovany vztahem:
X —a
Yin=—¢—

j=1...,r,a> 0,h > 0. Po této transformaci byl vaZeny aritmeticky
prdmér 5 a vaZzeny rozptyl 9. Uréete konstaatyh.
[a=1000,h = 100]

. (S) Pro dvourozmérny datovy soubor

2|44 |5|6 |8 ]10|10| 10/ 10
1123|444 ]|5|5|]5]|6

vypoctéte koeficient korelace.

[Koeficient korelace= 0,92]

Rozptyl souétli hodnot dvou znakd je 350, rozptyl roz¢gl@00. Wpodctéte
koeficient korelace, vite-li, Ze oba znaky maji stejogpntyly.
[Koeficient korelace= —1/3]
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Cil kapitoly
Po prostudovani této kapitoly budete umét:

stanovit odhady parametr(i regresni pfimky a znéthejiyznam
posoudit kvalitu prolozeni regresni pfimky dvouraamym teckovym dia-
gramem
vypocitat regresni odhady zavisle proménného znaku
stanovit odhady parametr( druhé regresni pfimky
m znat vztahy mezi parametry prvni a druhé regresmkyi

Casova zaté7
Pro zvladnuti této kapitoly budete potfebovat 3—4 hgditudia.

Budeme se zabyvat specialnim pfipadem, kdy hodnotiwivazaviseji na hod-
notach znakuX priblizné linearné. UkaZeme si, jak tuto zavisglpspsat regresni
pfimkou, jak odhadnout jeji parametry metodou nejriemgtvercli na zakladé
znalosti dvourozmeérného datového souboru a jak posaudiitu regresni pifimky
pomoci indexu determinace. Wsvétlime si vyznam regieh parametr(l a v prik-
ladu se budeme zabyvat regresni pfimkou meze pevrestiaz plasticity.

4.1. Motivace

Cilem regresni analyzy je vystiZeni zavislosti hodnmakuY na hodnotach znaku
X. PFi tom je nutné vyfesit dva problémy: jaky typ furkpouZit k vystiZzeni dané
zavislosti a jak stanovit konkrétni parametry zvoleméypu funkce? Typ funkce
ur¢ime budogickym rozborem zkoumané zavislosti nebo se snazimodhadnout
pomoci dvourozmérného teckového diagramu. Zde seoneena linearni zavislost
y = Bg + B1X. Odhadyby a b; neznamych parametih, 5, ziskdme na zakladé
dvourozmérného datového souboru

X1 Y

Xn  Yn
metodou nejmensich Ctvercll. PoZadujeme, aby priimér souctu ¢tvercl odchylek
skute€¢nych a odhadnutych hodnot byl minimalni, ty afraz

1 n
n Z(yi — b - blxi)2
i-1

nabyval svého minima vzhledemb a b;. Tento vyraz je minimalni, jsou-li jeho
prvni derivace podlé, ab; nulové. Staci tyto derivace spocitat, poloZit jenmg\0
a fesit systém dvou rovnic o dvou neznamych, tzv. sgstermalnich rovnic.



4.2. Definice

Nechtje dan dvourozmérny datovy soubor

X1 Y
Xn  Yn
a primkay = Bo + B1X. Vyraz

1< 2
abo.br) = 5 ) 0~ bo = i)

se nazyva rozptyl hodnot znakikolem pfimkyy = by + by x. Pfimkay = by + by X,
jejiz parametry minimalizuji rozptyd(bo, b;) v celém dvourozmérném prostoru, se
nazyvaregresni primka znaku Y na znak X. Regresni odhad i-té hodnoty znaku

Y znacimey” = by + byx, i = 1,...,n. Kvadrat koeficientu korelace znak{ Y

se nazyvandex determinace a zna¢i se IB. (Index determinace udava, jakou ¢ast
variability hodnot znakuwy vystihuje regresni pfimka. Nabyva hodnot z intervalu
(0,1). Cim je blizsi 1, tim Iépe vystihuje regresni primedvislostY naX.)

4.3. Véta

Nechty = by + by X je regresni pfimka znakd na znakX. Pak pouZitim metody
nejmensich ¢tvercli dostaneme:

b1281¥2, boz —g'ml’

tedyy = mp + 22(x — my). Pfitom Usekb, regresni pfimky udava velikost jejiho
posunuti na svislé ose (tj. udava, jaky je regreshiaachodnoty znakd, nabyva-li
znak X hodnoty 0) a smérnick; udava, o kolik jednotek se zméni hodnota znaku
Y, zméni-li se hodnota znakxi o jednotku. JestliZze jb; > 0, dochazi s rlsterk

k ristuY a hovofime o pfimé zavislosty hodnot znakuna hodnotach znaki.
Je-lib; < 0, dochazi s rlistend k poklesuY a hovofime o nepfimé zavislosti hodnot
znakuY na hodnotach znakx.

S12

4.4. Priklad
Pro datovy soubor|z pfikladu 2]13

a) urcete regresni pfimku meze pevnosti na mez plgstici

b) Zakreslete regresni pfimku do dvourozmérnéhkaeého diagramu.
c) Jak se zméni mez pevnosti, vzroste-li mez plasticigdmptku?

d) Najdéte regresni odhad meze pevnosti pro mez plastdi0.

e) Wpoctéte index determinace a interpretujte ho.

Resent:
ada) Na zéakladé vysledkU prikladu 3.17 dostavéme: % = {2272 = 0,9195;
bp = m, — by = 1144 - 0,99195. 96,27 = 2588; y = 2588+ 0,9195.
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ad b)

190

170

150

130

110

mez pevnosti

90—

70—

50

30

mez plasticity

Povsimnéte si, Ze koeficient korelace znakdY vypocteny [ prikladé 3.17 €inil
0,936. Tato hodnota je blizka 1, coz svédcCi o silfiénprlinearni zavislosti mezi
znakyX aY. TeCky v dvourozmérném teckovém diagramu nejsolispozptyleny
kolem regresni pfimky.

ad ¢) Mez pevnosti vzroste Q195 kp cm?.
ad d)y = 25,88+ 0,9195- 60 = 81,05.

ad e) ID = r2, = 0,9292 = 0,8635. Znamena to, Ze &5 % variability hodnot
meze pevnosti je vysvétleno regresni pfimkou.

4.5, Definice

Regresni primkou znaku X na znak Y nazveme tu pfimku = by+byy, jejiZ parametry
minimalizuji rozptyl

n

_ 1 _
q(bo, by) = a Z(Xi — bo — byy;)?

i=1

v celé roviné. Nazyva se té&lfuha regresni pfimka. Regresni pfimka znakd na
znakX a regresni pfimka znakxina znakyY se nazyvajsdruzené regresni primky.

4.6. Véta
Rovnice regresni pfimky znak{ina znakY ma tvar

X=m1+§(y—mz)-

Sdruzené regresni primky se protinaji v boatg, (). Pro regresni parametty,
b, plati: b;b; = rZ,. Rovnice sdruZenych regresnich pfimek miZemeyesétaru

S ls .
Yy =M+ p—(X—my), y =M+ ——(X—my), (je-li ri2 # 0).
S oS



Regresni pfimky sviraji tim mensi Uhel, ¢im réé&e od sebe ligh, ar—iz. Regresni
primky splynou, je-lirZ, = 1. K tomu dojde pravé tehdy, existuje-li mexia Y
uplna linearni zavislost. VSechny bodx.f:), i = 1,...,n leZi na jedné pfimce,
tedy ze znalostk, miZeme presné vypoditgt, i = 1,...,n. Jsou-li znakyX, Y
nekorelované, pak maji sdruZené regresni pfimkpicey = m,, X = My a jsou na
sebe kolmé. OznacCimediUhel, ktery sviraji sdruzené regresni pfimkyk péati:

m cosa = 0, pravé kdyZ mezX a 'Y neexistuje Zadna linearni zavislost,
m cosa = 1, pravé kdyZ mezK aY existuje Uplna pfima lineérni zavislost,
m cosa = —1, pravé kdyZ mezX aY existuje Uplna nepfima linearni zavislost.

my

4.7. Priklad

Pro datovy soubor |z pfikladu 2]13

a) UrcCete regresni pfimku meze plasticity na mez pavnos
b) Zakreslete regresni pfimku do dvourozmérnéhkaeé&ho diagramu.

N\

Reseni:
ada) S vyuZitim vysledkl prikladu 3]17 dostavame:
— S 99276
= = — = O 9
T € 105721 3
bo = my — bymy = 96,27 - 0,939- 1144 = —11,16,
tedy

X =-1116+ 0,939y.

ad b) Uvédomte si, Ze soucin smérnic sdruZzenych szgch pfimek je
0,9195- 0,9390= 0,8635

coZ je index determinace neboli kvadrat indexu korelace.
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Shrnuti kapitoly

Pokud vzhled dvourozmérného teCkového diagramu &vedexistenci urcitého
stupné linearni zavislosti znakvi na znakuX, mdzZeme diagramem prolozie-
gresni primku znakuY na znakX. (Pozor — nelze se spokojit pouze s vypoctem
korelaCniho koeficientu, je nutné grafické posouzeé@nistosti.) Jeji parametry (ij.
posunuti a smérnici) odhadujeme metodou nejmendiarail. Kvalitu proloZeni
posuzujeme pomodhdexu determinace — ¢im je tento index bliZzsi 1, tim je re-
gresni pfimka vystiznéjSi a ¢im je blizsi Untje regresni pfimka nevhodnéjsi pro
vystiZeni zavislosty naX. Dosadime-li danou hodnotu znaKwo rovnice regresni
primky, ziskAmeegresni odhad pfislusné hodnoty znak.

N

Ma-li smysl zkoumat téZ opacny smér zavislostiXjnaY, hledamedruhou re-
gresni pfimku. 1. a 2. regresni pfimka se oznacuji jadouzZenéregresni primky.

Kontrolni otazky a ukoly

1. V ¢em spociva princip metody nejmensich ¢tvercd?

N

Uvedte priklad dvourozmérného datového souboru z ekookénpraxe
vhodny pro pouZiti regresni primky.

Co vyjadfuje index determinace a jak se pocita?
Jaky je vztah mezi smérnicemi sdruZzenych regresnichgk?
Jsou-li sdruzené regresni pfimky kolmé, co Izé dignacichX aY?

Rozhodnéte, zda pfimky = 13 - 2x, X = 8 — y mohou byt sdruzenymi
regresnimi primkami.

[ProtoZe soucin smérnic danych pfimek je vétsi de nemizZe se jednat
0 sdruZené regresni primky.]

o o &> W
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7. Je dana rovnice regresni pfimiky= 87 + 0,3(x — 25) a koeficient korelace

10.

ri» = 0,77. Najdéte rovnici sdruzené regresni primky. 3
[x=25+19763- (y - 87)]

(S) U osmi ndhodné vybranych studentd byly zjiStoyejich matematické a
verbalni schopnosti. Vysledky matematického testamadznakX, vysledky
verbalnihoy.

X 80 50 36 58 72 60 56 68
Y 65 60 35 39 | 48 | 44 | 48 61

a) Wpoctéte koeficient korelace a interpretujte ho.
b) Najdéte rovnice sdruZenych regresnich pfimek.
c) Zlepsi-li se vysledek v matematickém testu o 10 hadkiolik bodd

se zlepsi vysledek ve verbalnim testu?
d) Zlepsi-li se vysledek ve verbalnim testu o 10 boalkplik bodd se

zlepsi vysledek v matematickém testu?

[a) Koeficient korelace= 0,6264, coZ znamena, Ze mézi vysledky matemat-
ického a verbalniho testu existuje stfedné silrénprlinearni zavislost. b)
y = 19,908+ 0,501, x = 20,8852+ 0,7823/, c) Vysledek ve verbalnim
testu se zlepsi 0,815 bodu. d) Vysledek v matematickém testu se zlepsi

0 7,823 bodu.]

Jak se zméni Usek a smérnice regresni pfimky, kdyAéu hodnotu zavisle

proménného znaku zvétSime o 10 %?
[Usek i smérnice se zvétsi o 10 %)]

ZAavislost mezi vnéjsi teplotou a teplotou ve skladigtpopsana regresni
pfimkouy = 8 + 0,6x. P¥i jaké vnéjsi teploté klesne teplota ve sklagsd

bod mrazu? B
[PFi teploté-13,3°C.]
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Cil kapitoly
Po prostudovani této kapitoly budete umét
m rozliSit nahodny a deterministicky pokus
m stanovit zakladni prostor
m popsat vztahy mezi jevy pomoci mnoZinovych operaci
m vypocitat pravdépodobnost jevu a znat vliastnosti gé@odobnosti

Casova zatéz
Na prostudovani této kapitoly budete potfebovat asidirn

Nejprve se seznamime s pojmem pokusu, a to determingicclka nahodného
pokusu. Nadale se budeme zabyvat nahodnymi pokusyZiMuamnozZnych vysledkd

pokusu povaZujeme za zakladni prostor. Na zakladmastpru vybudujeme jevové
pole jako systém podmnoZin, ktery je uzavieny vzhitede mnoZinovym oper-

acim. Zakladni prostor spolu s jevovym polem tvoki. tméfitelny prostor. Libo-

volna podmnoZina moznych vysledkd nahodného pakktera patfi do jevového
pole, je jev. NauCime se vyjadfovat vztahy mezi jevy ponmnoZinovych operaci
a uvedeme vlastnosti téchto operaci.

5.1. Definice

Pokusem rozumime jednorazové uskute¢néni konstantné wvgmého souboru de-

finicnich podminek. Pfedpokladame, Ze pokus migennohonasobné nezavisle
opakovat za dodrZeni definicnich podminek (ostabdnpinky se mohou meénit,

proto rdizna opakovani pokusu mohou vést k rdznymslegkim). Dale pfedpok-

ladame, Ze opakovanim pokusu vznika opét pokus.

Deter ministickym pokusem nazyvame takovy pokus, jehoZ kazdé opakovani vede
k jedinému moZnému vysledku. (Napf. zahfivandyoa 100 C pfi atmosférickém
tlaku 1015 hPa vede k varu vody.)

Nahodnym pokusem nazyvame takovy pokus, jehoZ kaZzdé opakovani \epi€évé
jednomu z vicemomnych vysledkil, které jsou vzajemné neslucitelné. (Napf. hod
kostkou vede k pravé jednomu ze Sesti moznych vysladk

5.2. Definice

Neprazdnou mnozinu mozZnych vysledkl nahodnéhmpo znacime a nazyvame

ji zZAkladni prostor. MoZné vysledky zna€ime;, w,, .. .. Na zakladnim prostorQ
vytvofimejevove pole A jako systém podmnozin, ktery s kazdymi dvéma mnoZi-
nami obsahuije i jejich rozdil, obsahuje cely zakladmispor a obsahuje-li kazdou
ze spocetné posloupnosti mnoZin, obsahuje i jejich sfpd@csjednoceni (znamena
to, Ze systéniA je uzavieny vzhledem k mnoZinovym operacim). Jésiiz A,
pak fekneme, Z4 je jev. Dvojice (Q, A) se nazyvargritelny prostor. Q se nazyva
jisty jev, 0 nemozny jev.

5.3. Poznamka

Vztahy mezijevy vyjadfujeme pomoci mnoZinovych irgdla operace s jevy popisu-
jeme pomoci mnoZinovych operaci.



a) A C Bznamena, Ze je méa za dlsledek jeB.

b) AU Bznamend nastoupeni aspori jednoho z jeyvi.

c) AN Bznamena spolecné nastoupeni jéy(B.

d) A- Bznamena nastoupeni jeiza nenastoupeni jevBl

e) A= Q- Aznamengev opatny k jevu A.

f) AN B =0znamen4, Ze jevy, B jsouneslucitelné.

g) w € Aznamena, Ze mozny vysledeke pfiznivy nastoupeni jevA.

5.4. Véta

Uvedme nékteré vlastnosti, které maji operace s jevy:

a) Pro sjednoceni a priinik jevl plati komutativni @akktery pro dva jevA,
B matvar:
AUB=BUA, AnB=BnA

b) Pro sjednoceni a prinik tfi jev& B, C plati zakon asociativni:
AU(BUC)=(AuB)UC, ANn(BNC)=(AnB)NC,
a zakon distributivni:

AN(BUC)=(ANnB)U(ANC), AUBNC)=(AuB)Nn(AUC).

c) Pro sjednoceni a prinik jevli opacnych pietMorganovy zakony, které pro
dva jevyA, B zapiSeme takto:

AUB=ANB, ANnB=AUB.

5.5. Priklad ®

Nahodny pokus spoc€iva v hodu kostkou. dexnamena, Ze padne sudé cislo a jev 2
B znamend, Ze padne Cislo vétsi nez 4.

a) UrcCete zakladni prostel.

b) Wpiste mozZné vysledky pFiznivé nastoupenijéy B.

c) Pomoci operaci s jevy vyjadiete nasledujici jepgdne liché Cislo; nepadne

¢islo 1 ani 3, padne ¢islo 6; padne €islo 2 nebo 4.

Resent:
ad a) Q = {w,...,ws}, kde moZny vysledek); znamena, Ze padne Cidloi =
1,...,6.

adb) A= {w; wi, we}, B={ws, we).

adc) A= {wy,ws,ws); AUB = {wy, ws, ws, we); AN B = {we);
A - B = {w2, wa}

Na méfitelném prostoru zavedeme pravdépodobnost fakkci, ktera spliuje
urcCité axiomy a kazdému jevu pfifazuje €islo mez Q. Méfitelny prostor spolu
s pravdépodobnosti tvofi pravdépodobnostni proS§eznamime se s vlastnos-
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tmi pravdépodobnosti a uvidime, Ze témér vSechoy gbdobné vlastnostem rel-
ativni Cetnosti jak jsme je poznali v prvni kapitole. Zaeme specialni pfipad
pravdépodobnosti — klasickou pravdépodobnost a Viaom& nékolik prikladd.

5.6. Definice

Necht (Q, A) je méfitelny prostorPravdépodobnosti rozumime realnou mnozi-
novou funkciP : A — R, ktera spliiuje nasledujici tfi axiomy: kazdémayvy
pfifazuje nezaporné cislo, jistému jevu pfifgzdislo 1, sjednoceni neslucitelnych
jevll prirazuje soucet pravdépodobnosti téchtaljelrojice , A, P) se nazyva
pravdépodobnostni prostor.

Axiomy pravdépodobnosti jsou zvoleny tak, aby pravdégmbst byla,zidealizo-
vanym* protéjSkem relativni ¢etnosti zavedené vefil.1. Znamena to, Ze pro
velky pocet opakovani pokusu, v némzZ sledujeme ngeoi jevuA, se relativni
¢etnost jeviA bliZi pravdépodobnosti jevil Tento poznatek je znam jakmpiricky
zakon velkych Cisel. Zdalo by se pfirozené definovat pravdépodobnost jakdu
relativni Cetnosti pran — oo. Tento postup by vSak nebyl korektni, protoZze pocet
pokustin je vZdy kone¢ny a nelze se tedy presvédcit o existemedené limity.

5.7. Véta

Necht(Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Pak pro libovolné javg, A, - - - €
A plati nasledujicich 14 vlastnosti:

P1: P(0) =0
P2: P(A) >0 (nezapornost —axiom)
P3: P(ALUA) + P(AL N Ay) = P(A) + P(AY)
P4: 1+ P(ALNAy) > P(A) + P(Ay)
P5: P(ALUAy) < P(A)) + P(A;)  (subaditivita)
P6: AANA =0 = P(ALUA) = P(A) + P(A) (aditivita)
P7: P(A; — A1) = P(A2) — P(A1 N AY)
P8: At C A, = P(A;— A1) =P(A) — P(A1) (subtraktivita)
P9: AiC A, = P(A) <P(A;) (monotonie)
P10: P(Q) =1 (normovanost— axiom)
P11: P(A) + P(A) =1 (komplementarita)
P12: P(A) <1

P13: ANA =0proi#j = PALUAU...)=P(A) + P(A) +...
(spocetna aditivita — axiom)

P14:
( AJ=ZP(A) ZZP(MA)+

i=1 j=i+1

+ DU PANANA) =+ (1) IP(ALN AN oo 0 AY)



Pro neslucitelné jevy, . .., A, dostavame
n n
P(U A.-J =) P&,
i=1 i=1

Vlastnosti P1,. .., P12 odpovidaji vlastnostem relatiatnosti z véty 1]3, viastnost
P14 je znama jakeéta o stitani pravdépodobnosti.

5.8. Definice

, ‘o s . < . . o
NechtQ je konecny zakladni prostor a necht vsechny mozyaedky maji stej- [
nou Sanci nastaklasicka pravdépodobnost je funkce, ktera jeviA pfifazuje Cislo 2

P(A) = % , kdem(A) je pocet moznych vysledkl pfiznivych nastoupenu
A am(Q) je pocet vSech moZnych vysledkd.
5.9. Pfiklad ®
Wpocitejte pravdépodobnosti jew] B, A, AU B, AN B, A - B z[pFikladu 5.5. 2 ®
Resent:
3 1 2 1 — 3
rn(Q) - 6a P(A) - é - z’ P(B) - 6 - :_J” P(A) - é - E,
4 2 1 2 1

P(AUB)= === P(ANnB) == PA-B)=—=-=—-.

5.10. Priklad ®

V dodavce 100 kusti vyrobkl neméa poZadovany priitfdus(l, poZadovanou délku
20 kusll a sou¢asné nema pozadovany priimeér i dékkas. Jaka je pravdépodob-
nost, Ze nahodné vybrany vyrobek z této dodavky w#agdovany primér i délku?

\\\
%o

Resent:
JevA spociva v tom, Ze vyrobek ma pozadovany primévagjv tom, Ze vyrobek
ma pozZadovanou délku. Pocitame

P(ANB) =P(AUB) =1-P(AUB) =

:1-[P(K)+P(§)-P(Kn§)]:1—(10 20 5):0,75.

100 T 100 100

5.11. PFiklad ®

Mezi N vyrobky je M zmetk(l. Nahodné bez vraceni vyberemeyrobkl. Jaka je
pravdépodobnost, Ze vybereme préametk(i?

\\\
%o

Reseni:
Zakladni prostorQ je tvofen vSemi neuspofadanymiticemi vytvorenymi zN
prvkl. Tedym(Q2) = (E‘) JevA spociva v tom, Ze vybereme prak&metkl zM
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zmetkii (ty Ize vybral}) zplsoby) a vybér dopinime — k kvalitnimi vyrobky
vybranymi zN — M kvalitnich vyrobk( (tento vybér Ize prové@t’i\(") zpUsoby).
Podle kombinatorického pravidla soucinu dostavame

_(M\(N-M om0
SO o R B

Shrnuti kapitoly

Deter ministicky pokusvede pfi kazdém opakovani k jedinému mozZnémuegisl,
zatimconahodny pokus vede pfi kazdém opakovani pravé k jednomu z vice
mozZnych vysledk(. MnoZina moZnych vysledk(i adhého pokusu tvorzak-
ladni prostor. Systém podmnoZin zékladniho prostoru, ktery je teay vzh-
ledem k mnozinovym operacim, se nazyeaové pole. Zakladni prostor spolu

s jevovym polem oznacujeme jakoeéritelny prostor. PodmnoZzina, ktera patfi do
jevoveho pole, je jev. Cely zakladni prostorjgvem jistym, prazdnd mnoZina
jevem nemoznym.

Sanci jevu na uskuteénéni vyjadfujeme pompcavdépodobnosti, co? je funkce,
ktera kazdému jevu pfifazuje Cislo mezi 0 a 1 a sp@rwrcité axiomy, které
stanovil rusky matematik A. N. Kolmogorov tak, aby pragddobnost bylazideali-
zovanym* protéjSkem relativni Cetnosti. Pfi mnoAsnbném nezavislém opakovani
téhoZ nahodného pokusu totiZ pleipiricky zakon velkych Cisal: relativni Cetnost
jevu se ustaluje kolem néjaké konstanty, kterou povexhejza pravdépodobnost to-
hoto jevu. Méfitelny prostor spolu s pravdépodobnogbfi pravdépodobnostni
prostor. V praxi se nejCastéji pouZividasicka pravdépodobnost zavedena jako
podil poctu téch vysledkd, které jsou priznivésttapeni daného jevu, a po¢tu vSech
moZnych vysledkd.

Kontrolni otazky a ukoly

1. Uvedte priklad deterministického pokusu a nahodného poku

2. Nahodny pokus spociva v hodu dvéma kostkami. Urzékdadni prostor.
[Q = {[w1, wi1], [w1, w2], . . ., [w1, we], . . ., [we, we]}]
3. Pro zkousku provozni spolehlivosti urCitého zafizge predepsan tento
postup: zafizeni je uvedeno v ¢innost pétkrat pikimélnim zatiZeni. Jak-
mile pfi nékterém z téchto péti pokusl zafizerdZsenesplnilo podminky
zkousky. OznaCma jev: ,pFii-tém pokusu zafizeni selhalo” pre 1,...,5.
Pomoci jeviA vyjadrete jevy:
a) Zafizeni neproslo Uspésné zkouskou.
b) Prvni tfi pokusy byly Gspésné, ve 4. a 5. pokusuizaatii selhalo.
c) 1.ab. pokus byly tspésné, ale zkouska byla nelrspé
[Q) AU~ UAs, D)AINANAINAINAs, C)AINAsN (A UAUAY)]
4. Formulujte emipricky zakon velkych Cisel.

5. Uvedte priklad situace, v niZ nelze pouZit klasickou pi&yodobnost.



6. Z karetni hry o 32 kartdch vybereme ndhodné bez vratdeirty. Jaka je
pravdépodobnost, Ze aspon jedna z nich je eso? [0,4306]

7. Dva hraci hazeji stfidavé minci. Whravéa tenpko padne dfiv lic. Stanovte
pravdépodobnost vyhry 1. hraCe a pravdépodobndstng. hrace.
[2/3 a 1/3]

8. Chevalier de Méré pozoroval, Ze pfi hazeni tfemi kasti pada soucet 11
castéjineZ soucet 12, i kdyZ podle jeho nazoru (riespEho) maji oba soucty
stejnou pravdépodobnost. Stanovte pravdépodobnostjeld.

[0,125 a 0,1157]

9. Student se ke zkousce pfipravil na 15 otdzek z 20 zadmarBft zkousce si
vybere ndhodné dvé otazky. Jaka je pravdépodobbesispon na jednu zna
odpové® [18/19]

10. Mezi nasledujicimi tvrzenimi vyberte ta, ktera jscaydiva:
a) P(AnB) < P(B),
b) P(AU B) < P(B),
c) P(AuB)<P(A) + P(B),
d) P(A) <O0.
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Cil kapitoly
Po prostudovani této kapitoly budete umét

m ovéfit stochastickou nezavislost posloupnosti jevi

m Tesit priklady vyuZivajici stochastickou neisdost jevi
m pocitat podminénou pravdépodobnost
|

pouZit vétu o nasobeni pravdépodobnosti, vzoredipinou pravdépodob-
nost a BayesUv vzorec

Casova zaté7
Pro zvladnuti této kapitoly budete potfebovat asi 6ihatudia.

Z predeslé kapitoly vime, Ze pravdépodobnostjdealizovanym® protéjskem rela-
tivni Cetnosti. Lze tedy oCekavat, Ze stochastickgaweslé jevy zavedeme podobné
jako Cetnostné nezavislé mnoZiny: pomoci multigtikniho vztahu. Uvedeme
vlastnosti stochasticky nezavislych jevi a s jejich poimodvodime dvé dilezita
rozloZeni pravdépodobnosti — geometrické a binomiditera maji, jak uvidime
pozdéji, Casté vyuZiti v praxi.

6.1. Definice

Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Je&y, A, € A jsou stochasticky
nezavisg, jestlize P(A; N Ay) = P(Ay)P(Ay). (Tento vztah znamena, Ze informace
0 hastoupeni jednoho jevu neovlivni Sance, s nimikééame nastoupeni druhého
jevu. Stochastickd nezavislost je\Ai, A, je motivovana ¢etnostni nezavislosti
mnoZin G;, G, ve vybérovém souboru — viz_definicel1.6.) Jedy ..., A, € A
jsoustochasticky nezavisg, jestliZze plati systém multiplikativnich vztah:

Vi<i<j<n: P(ANA)=PA)PA),
Vi<i<j<ks<n: PANANA)=PA)PA)PA,

PALN---NA) =P(A) ... P(AY).

Jevy AL, Ay, --- € A jsou stochasticky nezavislé, jestlize pro vSechna pfirozeméa
jsou stochasticky nezavislé jewy, ..., A, € A.

(Upozornéni: pfi ovéfovani stochastické nesosti jevi musime prozkoumat plat-
nost vSech multiplikativnich vztahd.)

6.2. Véta
a) NemozZny jev je stochasticky nezavisly s kaZzdynejav
b) Jisty jev je stochasticky nezavisly s kazdym jevem.
c) Stochasticka nezavislost se neporusi, jestliZeené (nebo i vSechny) jevy
nahradime jevy opacnymi.
d) Neslucitelné jevy nemohou byt stochasticky neZé\isokud nemaji vsech-
ny nulovou pravdépodobnost).



6.3. Priklad

Nezavisle opakujeme tyZz nahodny pokus. Necht fg\vznamena uspéch ivtém
pokusu, pficem®P(A) =v,1 =1,2,... Wpocitejte pravdépodobnost, Ze

a) prvnimu Uspéchu predchéaneldspéchlz = 0,1, 2, ...,

b) v prvnichn pokusech nastane prayé@ispéchlly = 0,1,...,n.
Reseni: . . .
ada) PAiN---NA;NAL1) = P(A)... P(A)P(Az1) = (1 - v)*v (geometrické
rozloZeni pravdépodobnosti)

ad b)

P((Alm...QAYQMQ...QE)U...U(EQ...mAn__ymAn_erlm...mAH)):
= P(Ay) ... P(A)P(Ay1) ... P(A) + -+ +
+ P(A) ... P(Ary)P(Anyi1) - .. P(A,) =

=VWA-)"V+ o+ (L-y)"W = (;)Vy(l -

(binomické rozlozZeni pravdépodobnosti)

Nyni zavedeme podminénou pravdépodobnost na zakladlegie s podminénou
relativni ¢etnosti. Shrneme vlastnosti podminéraev@épodobnosti a naucime se
pouZivat vzorec pro vypocet Uplné pravdépodokirmBayesiv vzorec.

6.4. Definice
)
Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor a ddfe € A jev s nenulovou [

pravdépodobnostPodminénou pravdépodobnosti za podminkyH rozumime funk-
ci P(|H) : A — R danou vzorcem:

P(AN H)

(Wsvétleni: Opakované nezavisle provadime tghaodny pokus a sledujeme nas-
toupeni jevuA v téch pokusech, v nichZ nastoupil jél. Podminénou relativni
etnostA za podminkyH jsme zavedli vztahep(AlH) = ol Tato
podminéna relativni ¢etnost se s rostoucim poctekugl ustaluje kolem f<onstanty
P(AH), kterou povaZujeme za podminénou pravdépodobnestieza podminky

H.)

6.5. Véta
s . i ol
Pro podminénou pravdépodobnost plati: -

a) P(Arn Ay) = P(A)P(Az)Ar) proP(A;) # 0.

b) P(A1 N Ay) = P(A2)P(A1|A2) pro P(Ay) # O.

c) P(AcnAxn---NA,) = P(A)P(A2lA1)P(AslA1 N AR) ... P(AnlALN - N A1)
proP(A; N ---N A1) #0. (V&ta o nasobeni pravdépodobnosti)

d) JevyA,, A; jsou stochasticky nezavislé, pravé kdy@|A;) = P(A1) nebo
P(A;) = 0 a pravé kdy2(AzA;) = P(Ay) neboP(A,) = 0.
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6. Stochasticky nezavislé jevy a podminéna pravdépodobnost

® 6.6. Priklad

2 ©; Ze skupiny 100 vyrobkd, kterd obsahuje 10 zmetkU, vgber ndhodné bez vraceni
3 vyrobky. Wpoctéte pravdépodobnost jevu, Ze pwa vyrobky budou kvalitni a
tfeti bude zmetek.

Resent:
JevA znamend, Zéty vybrany vyrobek je kvalitnij = 1,2, 3. PogitamdP(A; N
Ao N Ag) = P(A)P(AsA)P(AlAL N Ag) = 1 - 53 - 53 = 0,083

100 99 98
6.7. Véta
ol
[ Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostdty,...,H, € A takové jevy, Ze
n
P(Hi) >0, Hi = Q,HinH; =0 proi # | (fikame, Ze jev\Hy, ..., H, tvori Gplny
i=1
systém hypbtéz).
a) Pro libovolny jevA € A plativzorec Uplné pravdépodobnosti:
n
P(A) = > P(H)P(AH).
i=1
b) Pro libovolnou hypotézid,, k =1,...,najevA € A s nenulovou pravdé-
podobnosti platBayesiiv vzorec:
_ P(HJ)P(AHL)
(P(HkIA) se nazyvaaposteriorni pravdépodobnost hypotézyHy, P(Hy) je
apriorni pravdépodobnost.)
® 6.8. Priklad

2 ©; Je znamo, Ze 90 % vyrobk{ odpovida standardu. Bylaaggwrana zjednodusena
kontrolni zkouska, ktera u standardniho vyrobku d@hky vysledek s pravdépodob-
nosti Q95, zatimco u vyrobku nestandardniho s pravdépoddbfigad Jaka je
pravdépodobnost, Ze

a) zkouska u ndhodné vybraného vyrobku dopadla Kladne
b) vyrobek, u néhoZ zkouska dopadla kladnég, je statrdar
Resent:
JevA znamend, Ze zkouska u nahodné vybraného vyrobkadlagkladné, je\H;

znamena, Ze vyrobek je standardni, [¢¥znamena, Ze vyrobek neni standardni,
P(H,) = 0,9, P(H,) = 0,1, P(A|H,) = 0,95, P(A/H,) = 0,2.

ada) P(A) = P(H1)P(AH;) + P(H2)P(AIH;) =0,9-0,95+0,1-0,2 = 0,875

adb) P(HyA) = PEAR) _ 09055 _ g g5

Shrnuti kapitoly

Stochasticky nezavisé jevy jsou protipélem deterministicky zavislych jeva: in-
formace o nastoupeni jednoho jevu nijak neméni Sanocén& ocekavame nas-
toupeni druhého jevu. Formalné zavadime stochamtimezavislost jevi pomoci

Lt
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multiplikativnich vztah( na zaklad€é analogie s ¢stnd nezavislosti mnoZzin. Po-
moci stochasticky nezavislych jevi Ize odvagtibmetrick&abinomickérozlozeni
pravdépodobnosti. Ob€ tato rozloZeni se ¢asto pouZivaji v praxi.

Podminéna relativni Cetnost motivuje zavedesdmninéné pravdépodobnosti —
zkoumame pravdépodobnost nastoupeni néjakého gpodminky, Ze nastal jiny
jev. Podminéna pravdépodobnost se vyskytuje v ngkallilezitych vzorcich, které
umoZniuji fesit fadu prikladl. Jednéa se&tu o nasobeni pravdépodobnosti, vzorec
pro vypocet Gplné pravdépodobnosti a Bayesliv vzorec.

Kontrolni otazky a ukoly 7

\ |/

1. Uvedte priklad stochasticky nezavislych jev(

N

2. NechtP(A) = p, P(B) = gq. Pomoci Cisep, q vyjadrete pravdépodobnost
nastoupeni aspon jednoho z je&(B, jsou-li tyto jevy
a) stochasticky nezavislé,
b) neslucitelné.
[@p+g-pg, b)p+d
3. Colzefici o jeveclA, B, které nejsou nemozné a plati pro né:

P(AuB) =1-[1-P(A)]1 - P(B)]?

[A aB jsou stochasticky nezavislé jevy.]

4. Je pravdépodobnéjsi vyhrat se stejné silnym sa@rpéfi partie ze ¢tyf nebo
pét z osmi, kdyZ nerozhodny vysledek je vylouCen degisy jsou nezavislé?
[0,25a0,219]

5. Prvni délnik vyrobi denné 60 vyrobk(, z toho 10 % zkdetDruhy délnik
vyrobi denné 40 vyrobk(, z toho 5% zmetk(. Jaka je pépodobnost, Ze
nahodné vybrany vyrobek z denni produkce je zmetekch@z od prvniho
délnika? [0,06]

6. Ze Sesti vajec jsou dvé praskla. Nahodné vybereme \ijée. Jaka je
pravdépodobnost, Ze budou

a) obé praskla,
b) praveé jedno prasklé,
c) obé dobra?

[@) 1/15, b)8/15, c)6/15]
7. Dopliite chybéjici €lex v rovnici P(B) = P(B|A)P(A) + xP(A). _
[x = P(BIA)]
8. Pro jaké jevyA, B, B # 0 plati P(AIB) = P(A)?
[Pro stochasticky nezavislé.]
9. Colzeficiojevech,..., A, s nenulovymi pravdépodobnostmi, které jsou
neslucitelné a jejich sjednocenim je cely z&klachaispor?
[Jevy Ay, ..., A, tvorfi Uplny systém hypotéz.]
10. Pojistovaci spole¢nost rozliSuje pfi pojiStaviiri skupiny Fidi¢l -A, BaC.
Pravdépodobnost toho, Ze Fidi€ patfici do skupiigude mit béhem roku
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6. Stochasticky nezavislé jevy a podminéna pravdépodobnost

nehodu, je M3, zatimco u fidi¢e skupinB je to 006 a u Fidice skupiny
C 0,1. Podle dlouhodobych zaznam( spolecnosti je 70 % togjis smluv
uzavieno s Fidici skupiny, 20 % s Fidic¢i skupinyB a 10 % s FidiCi skupiny
C. Jestlize doslo k nehodé Fidice pojisténého w tépolecnosti, jaka je
pravdépodobnost, Ze patfil do skupi@y

[0,233]

11. U jistého druhu elektrického spotfebiCe se s pravdépoosti (01 vysky-
tuje vyrobni vada. U spotfebiCe s touto vyrobni vadtmchazi v zaruéni
Ihdité k poruse s pravdépodobnost.0vyrobky, které tuto vadu nemaji, se
v zarucéni lhdté porouchaji s pravdépodobnogti 0Jaka je pravdépodobnost,
Ze

a) unahodné vybraného vyrobku nastane v zaruénélparucha,
b) vyrobek, ktery se v zaruéni Ih(té poroucha, bondedotyénou vyrobni
vadu?
[@) 0,0149, b) 0,3356]
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7. Nahodna velic¢ina a jeji distribu¢ni funkce

78

<

A\

Cil kapitoly
Po prostudovani této kapitoly budete umét:

m Ciselné popsat vysledky ndhodného pokusu pomdidaych veli€in a ndhod-
nych vektor(,
najit distribu¢ni funkci nahodné veliCiny ¢i n&wého vektoru,
rozlisit diskrétni a spojité nahodné veliCiny aho@né vektory a najit jejich
funkcionalni charakteristiky,

m Oovérit stochastickou nezavislost nahodnych valiCi

Casova zatéz
Na prostudovani této kapitoly budete potfebovat asa@itstudia.

Naucime se, jak popisovat vysledky nahodného pokosugei nahodné veliCiny, tj.
zobrazeni, které moZnému vysledku pfifadi@t@inékolik ¢isel. Existuje zfetelna
analogie mezi znakem, ktery znanje z kapitgly 1, a nahodrtcinou. V nékterych
situacich potfebujeme nahodnou veli€inu transforatogiskame sloZenou funkci
zvanou transformovana nahodna veli¢ina.

Statistika ¢asto zajima pravdépodobnost jevu, Zenbtadnahodné veli¢iny nepre-
sahne néjakou mez. Pomoci této pravdépodobnostideave distribucni funkci,

ktera je,zidealizovanym* protéjSkem empirické distribudonkce, s niZ jsme se
setkali v[kapitole P. Seznamime se s vlastnostmi distribdunkce a vyfeSime
nékolik prikladd.

7.1. Definice

FunkceX : Q — R s vlastnosti, Z&x € R: {w € Q; X (w) < X} € A, ktera kazdému
moZnému vysledkw € Q pfifazuje realné CislX(w), se nazyvaahodna velicina
a CisloX(w) je Cisalnarealizace nahodné veliciny X prislusna moznému vysledku w.
Usporadana posloupnost nahodnych velin (. ., X,) se nazyvaahodny vektor

a znaci seX. Je-lig: R — R (resp. €1,...,9m) : R" - R™) funkce, pak sloZzena
funkceY = g(X) (resp.Y = (Yo,..., Ym) = (G2(Xz, .- -» Xn)s - - » Om(Xe, . . ., Xn))) S€
nazyvatransformovana nahodna velicina (resp.transformovany nahodny vektor).

Wsvétleni: Nahodna veliina i ndhodny vektor papi vysledky nahodného pokusu
pomoci realnych Cisel. Spinéni podminky € R: {w € Q; X(w) < X} € A (vzor
intervalu(—oo, X) je jev) neni nutno overovat, protoZe se v praktickytdhach au-
tomaticky pfedpoklada. Také pro libovolnou ¢iselmonoZinuB plati{w € Q; X(w)

€ B} € A. (Vzor libovolné &iselné mnozZinB je jev.) Nahodna veli€ina v poctu
pravdépodobnosti a znak v popisné statistice - viz defihiB — jsou sice pojmy
blizké, nikoli vSak totoZné. Znak Ize povaZovat Zdo@nou veli¢inu, pokud jeho
hodnotu zjiStujeme na objektu, ktery byl vybran ze lzaiiho souboru nahodné.

Upozornéni: V dalSim textu se omezime na dvourozéé@ahodné vektory. Poz-
natky Ize jednoduse zobecnit i nrozmérné nahodné vektory.



7.2. Oznaceni

NechtB C R. JeViw € Q; X(w) € B} zkracené zapisujem& € B} a Cteme: nahodna
veliCina X se realizovala v mnoZing.

7.3. Definice
ol

Pravdépodobnostni chovani nahodné velic¥yresp. ndhodného vektond =
(X1, X5)) popisujemedistribucni funkci @ : R — R, ktera je dana vztahen¥x e
R : ®(X) = P(X < X) (resp.simultanni distribucni funkci @ : R? — R, ktera je
definovana vztahem:

V(X X2) € R? 1 @(Xq, %) = P(Xq < X1 A X < X))

Wsvétleni: Distribucni funkc@(x) je zidealizovanym protéjskem empirické dis-
tribu¢ni funkceF (x) zavedené { definici 2.4 E2.14:

VXeR: F(x):w.

S rostoucim rozsahem vybérového souboru se budou hp#hr) ustalovat kolem
hodnotd(x).

7.4. Priklad ®

) @g

L
Najdéte distribucni funkci nahodné veliCing, kterd udava, jaké Cislo padlo pfi C
hodu kostkou a nakreslete graf této distribu¢ni funkce.

Resent:
Nahodna veli¢inX mdZe nabyvat hodnot 2, 3, 4, 5, 6. Ciselnou osu tedy rozdélime
na 7 intervald.

X€E(-00,1): d(X) =P(X<x)=0

xe<1,2):CD(x):P(sz):%
xe(2,3):(D(x):P(ng):%+%:§
xe(3,4):Q)(x):P(sz):(—13+:—é+%:g
xe<4,5):GD(X):P(XSX):%+%+(_13+%:%
xe<5,6):CD(x):P(sz):%+%+%+%+%:g
XE(6.00) 1) = PX<X)=g+z+ssitztg=c=l
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1,0 + _—
0,8 1 i
—
0,6+
—
0,4+
—
0,2+ L
0,0
0 1 2 3 4 5 6 7

7.5. Véta

a) Skalarni pfipad: Distribuc¢ni funkc®(x) skalarni nahodné veli¢in)X ma
nasledujici vlastnosti:
m  O(X) je neklesajici,

m  O(X) je zprava spojita,
m  ®(X) je normovana v tom smyslu, Ze lifp(x) = 0, lim ®(X) =
X——00 X—00
m Va,beR,a< bplati: P(a< x < b) =®(b) - d(a),
m pro libovolné, ale pevné dang € R : P(X = Xg) = ®(Xp) — lim ®(X).
X—>X6

b)  Vektorovy pfipad: Simultanni distribuc¢ni funkd€x,, x,) ndAhodného vektoru
X = (Xg, X2) m& néasledujici vlastnosti:

B O(Xy, X) je neklesajici vzhledem ke kaZzdé jednotlivé prom&n

B O(Xy, X) je zprava spojita vzhledem ke kazdé jednotlivé proma

B ®(Xg, X2) je normovana v tom smyslu, Ze
Iim  ®(X, %) =1, lIm O(Xg, %) = lim d(X, %) =0
X1——00 Xo——00

X1—00,Xp—00

n V(Xl,Xz) ERz,h1> O,h, >0: P(Xl <X <X +h  AX <X < X2+h2) =
D(Xy + hy, X + hy) — O(Xg + hy, Xo) — D(Xg, X2 + hy) + D(Xq, Xo) (tato vlast-
nost vyjadfuje pravdépodobnost, Ze nahodny vektoeakzuje v obdélniku
(X1, X1 + hy) X (X2, X2 + h2)),

m I|m D(Xg, X2) = D1(X1), I|m D(X1, X2) = D(X2), kde @1(X1), D2(X2) jSOU
dlstrlbucnl funkce nahodnych veliCidy, X,. Nazyvaji semarginalni dis-
tribucni funkce.

7.6. Priklad

Nahodny vektor X3, X,) ma distribucni funkci

1 T -
D(X1, X2) = = (arctgxl + E) (arctgx2 + E),

Wpoctéte pravdépodobnost, Ze nahodny vek¥qr X,) se bude realizovat v jed-
notkovém ¢&tverci (01) x (0, 1). Najdéte obé marginalni distribu¢ni funkde(x,),
D,(Xz).

80



Reseni:
Podle 4. vlastnosti[z véty 7.5b), kae = 0, x, = 0, h; = 1, h, = 1 dostavame

PO< X1 <1A0<X,<1)=®(1 1) - ®(1,0) - d(0,1) + D0, 0) =

(503G 25 G 202

1 T\ (T T 1 T T 1
_P(O+2)(4 2)+_(O+2)(0+§)_1_6'

. 1 b4 b4 1 b4
D(x) = Xlanm = (arctgxl + E) (arctgxz + E) = (arctgxl + E)

1 T 1 T
Dy(x0) = I|m — (arctgxl + )(arctgxz + —) = - (arctgxz + —)
oo 712 2 2 n 2

Nyni se budeme zabyvat dvéma specidlnimi typy nafiddmveli¢in, a to diskrét-

nimi a spojitymi nahodnymi veliCinami. Diskrétnéhodn& veli€ina nabyva ne-
jvySe spocCetné mnoha izolovanych hodnot, zatimajitspvelicina nabyva vsech
hodnot z néjakého intervalu. Pravdépodobnostni chiodaskrétni (resp. spojité)
nahodné veliCiny popiSeme pomoci pravdépodolmdenkce (resp. pomoci hus-
toty pravdépodobnosti). Uvidime, Ze vlastnosti pragatobnostni funkce jsou
podobné jako vlastnosti Cetnostni funkce a vlastnossitdty pravdépodobnosti
jsou analogickeé vlastnostem hustoty Cetnosti.

7.7. Definice
ol

<

a)Skalarni pfipad: Nahodna veliCinase nazyvaiskrétni, jestliZze jeji distribucni
funkci Ize vyjadfit pomoci nezaporné funkeéx) v souctovéem tvaru:

VXER: () = " a(t).

t<x

Funkcer(x) se nazyvravdepodobnostni funkce diskrétni nahodné veliciny X.

b)Vektorovy pfipad: Nahodny vektorX(, X,) se nazyvadiskrétni, jestlize jeho
simultanni distribuéni funkci Ize vyjadfit pomagézaporné funkce(xs, X») v souc-
tovém tvaru:
(X1, X2)R? : D(Xq, Xo) = Z Z (ty, o).
t1<X1 to<Xx2
Funkcer(xy, Xp) se nazyvd multanni pravdépodobnostni funkce diskrétniho nahod-
ného vektoru (Xg, Xo).

Wsvétleni: Pravdépodobnostni funke€x) je zidealizovanym protéjSkem ¢etnos-
tni funkce p(x) zavedené V_definici 2.47x € R : p(x) = "4 S rostoucim
rozsahem vybérového souboru se hodnoty ¢etnostkic&unstaluji kolem hodnot
pravdépodobnostni funkce. Diskrétni nahodna weicnabyva nejvyse spocetné
mnoha hodnot. Jeji distribu¢ni funkce mé schodovifibgh — viz graf ¥ prikladu 7}4.
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Simultdnni pravdépodobnostni funkeéxs, X;) je zidealizovanym protéjSkem si-
multanni ¢etnostni funkce z definice2.7:
N(Xl =X1 A X2 = X2)

V(X1, %) € R? & p(Xq, Xo) = .

S rostoucim rozsahem vybérového souboru se hodnotyltsinmi pravdépodob-
nostni funkce ustaluji kolem hodnot simultanni prgyatdobnostni funkce.

7.8. Véta

a)Skalarni pfipad: Je-k(x) pravdépodobnostni funkce diskrétni nahodné irgfic
X, pak plati:

m VYxeR:nx(X)>0 (nezapornost),

m i n(X) =1 (normovanost),

X=—00

m VxeR: 7(X) = P(X=Xx),
m VBCR: P(XeB)= ) n(x).
xeB

bMektorovy pfipad: Je-li(Xy, Xo) simultanni pravdépodobnostni funkce diskrétniho
nadhodného vektoruxg, X,), pak plati:

B V(X %) € R?2: (X, %) >0  (nezdpornost),

m io] f} (X, X2) =1  (normovanost),

X1=—00 Xp=—00
B V(X %) € R?: m(Xg, %) = P(X1 = X1 A X5 = Xo),
m VBC RZ : P((Xla X2) € B) = Z 7T(X1, XZ),
(x1,%2)eB

[Se]

B Y (X, %) = mi(X), 2 m(X1, X2) = ma(Xp), priCemzri(Xa), m2(X2) jsou

Xo=—00 X1=—00

marginalni pravdépodobnostni funkce nahodnych veli€irky, Xs.

7.9. Priklad

Pravdépodobnost poruchy kaZzdé ze tfi nezavisleyjidch vyrobnich linek je
0,5. Nahodna veliCinX udava pocet vyrobnich linek, které maji poruchujdése
pravdépodobnostni funkci nahodné veliCiy

Resent:

Nahodné veli¢inaX, ktera udava pocet linek v poruse, nabyva hodnot, @, 13.
PTi stanoveni hodnot jeji pravdépodobnostni funkééeme vyuZt pfikladu 6.3 b),
kde bylo odvozeno binomické rozloZeni pravdépodolin®savdépodobnost, Ze
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v prvnichn pokusech nastane praxdispéchd, je rovnf)s* (1 - )" V nasem
pfipadé zguspéch* povazujeme poruchu vyrobni linky= 3,9 = 0, 5.

(0 = P(X=0)= g0,50(1—0,5)3—0=o,53=o,125
(1) = PX=1= i0,51(1—0,5)3—1=3-o,53=o,375
(2 = PX=2)= 20,52(1—0,5)3—2=3-o,53=o,375
73 = P(X=3)= 20,53(1—0,5)3—3=o,53=o,125

7(X) = O0jinak

Daéle vypocCteme pravdépodobnost, Ze nepracuji adpériinky. PFfitom pouZijeme

4. vlastnost ¢ véty 7|8 (a).
PX>2)=P(X=2)+P(X=3)=n(2) +7(3) =0,375+0,125=0,5

S pravdépodobnosti 50 % tedy miZeme ocekavat, Déiak@ linky jsou porouchané.

7.10. PFiklad ®

\\\

Je dan systém sloZeny ze dvou blok(l. Pravdépodotesty blok spravné funguije,
jevi,i = 1,2, apravdépodobnost, Ze spravné funguji oba bloky,j@Nechtnahodna
veli¢inaX; je ukazatel fungovanttého bloku, tj.

X :{ 1, pokudi-ty blok funguje, i—12

0, pokudi-ty blok nefunguje,

Najdéte simultanni pravdépodobnostni furki;, x,) nahodného vektoru{g, X,)
a obé marginalni pravdépodobnostni funkegs) ama(Xz).

Resent:
Hodnoty pravdépodobnostnich funkci zapiSeme doikganhcéni tabulky.

X1 % 0 1 1 (%)
0 1-vi—vo+vp Vo — V12 1-v;
1 V1i—Vi2 V12 V1
(m0e) [ 1-ve | v2 [ 1 |

7(0,0)= P(Xy =0A X, =0)=1-PX =1V Xp = 1) =

=1l-(1+va—vi2)=1—-vi—vy+ v,
7r(0,1): P(X1:O/\X2= l): P(XZZ 1)—P(X1: 1IAX = 1)=V2—V12,
7'((1,0): P(X1: 1/\X2:0): P(X1: 1)—P(X1: IAX = 1):V1—V12,

83



7. Nahodna velic¢ina a jeji distribu¢ni funkce

84

N

7T(1, 1) = P(Xl =1A X2 = 1) = V12,

(X, %) =0 jinak.

7.11. Definice
a)Skalarni pfipad: Nahodna veli€ina se nazyvaspojita, jestliZze jeji distribucni
funkci Ize vyjadfit pomoci nezaporné funkeéx) v integralnim tvaru:

X

¥YxeR: ®(X) = fgo(t) dt.

Funkceyp(X) se nazyvdustota pravdepodobnosti spojité nadhodné veliciny X.
b)Vektorovy pfipad: Nahodny vektoiX(, X;) se nazyvéaspojity, jestlize jeho si-
multanni distribu¢ni funkci je mozné vyjadfit pati nezaporné funkce(xy, X)
v integralnim tvaru:

X1 X2

(X1, %) € R? 1 O(Xq, Xp) = f f ¢(ty, t2) dtydta.

—00 —00

Funkcep(xs, X2) se nazyvéa multanni hustota pravdépodobnosti spojitého nahod-
ného vektoru (X, Xo).

Wsvétleni: Hustota pravdépodobnog(ix) je zidealizovanym protéjskem hustoty
Cetnostif (x) zavedené {definici 2.14. S rostoucim rozsahem vyh#osouboru
a klesajici Sitkou tfidicich intervalll se hodypdtustoty Cetnosti ustaluji kolem
hodnot hustoty pravdépodobnosti. Spojita ndhodn&iwel nabyva vSech hodnot
z néjakého intervalu. Jeji distribu¢ni funkce je déispojita.

Simultanni hustota pravdépodobnosti je zidealizowapyotéjSkem simultanni hus-
toty Cetnosti zavedenélv definici 2]17. S rostoucim rbesavybérového souboru
a klesajici plochou dvourozmérnych tfidicich imal se hodnoty simultanni hus-
toty pravdépodobnosti a ustaluji kolem hodnot simulidrustoty Cetnosti.

7.12. Véta
a)Skalarni pfipad: Je-lb(x) hustota pravdépodobnosti spojité nahodné veliény
pak plati:

B YxeR: ¢(x) >0 (nezapornost)

m [ ¢(x)dx = 1 (normovanost)

—0o0

B VXxeR: P(X=x)=0
m VBCR: P(XXeB)= [ ¢(x)dx

xeB



m o(x) = X ve vsech bodech spojitosti funkgéx)

b)Vektorovy pfipad: Je-lip(xq, X2) simultanni hustota pravdépodobnosti spojitého
nahodného vektoruXy, X,), pak plati:

B V(X %) € R%: (X1, X2) > 0 (nezapornost)

f f ©(Xq, X2) dx1dx; = 1 (normovanost)

B OV(X, %) ERZ:PXy =X AXo=%)=0
m BeR?: P((X1,X2) €B) = [[ ¢(xq, %) dxgdx;

(x1,%2)€B

u fSO(Xl, Xo) A% = 1(X1), fSO(Xl, X2) dx1 = @a(X2), priCemZes(Xy), ¢2(X2)
]goou marginalni hustoty préo\o/dépodobnosti nahodnych veli¢irKy, X.

7.13. Priklad ®

N\
S

Na automatické lince se plni lahve mlékem. KaZzd&laima obsahovat pfesné
1000 ml mléka, ale v disledku plsobeni nahodnychimiwnoZstvi mléka kolisa
vintervalu (980 ml, 1020 ml). KaZzdé mnoZstvi mléka mto intervalu povaZzujeme
za stejné moZné. Nahodné veli¢iXaudava mnoZstvi mléka v nahodné vybrané
lahvi. Najdéte jeji hustotu pravdépodobnagix) a distribucni funkcid(x).

Regeni: y ( )
B prox € (980 1020
o) ‘{ 0 jinak.

1020

Z normovanosti hustoty plyne: % f kdx = 40k, tedyk = %. Pro distribucni
980

funkci plati:
0 prox < 980,
X
d(x) =4 [ &dt=22% pro980< x < 102Q
980
1 prox > 102Q
7.14. Priklad

N\

Spojity ndhodny vektorX;, X;) méa simultanni hustotu pravdépodobnosti

1
1+ X3)(1+%3)

o(X1, X2) =

Najdéte obé marginalni distribuc¢ni funkgg(x1), ¢2(X2).
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Reseni:
- 1 1 1
X1) = dx, = dx, =
#1() f 21+x3)(1+x) © x(l+ xg)f 1+ °

_ —;[arct X]°° —;(E_(_z))—#
T L) el = e ) \2 T\ T2)) T r@ o)

Analogicky dostavame

P2(X2) = 7r(1—+x§)

V popisné statistice, konkrétng v kapitole 2, jsme skades Cetnostni nezavislosti
znakl v daném vybérovém souboru. V poctu pravdépodsti ma tento pojem
svou analogii ve stochastické nezavislosti nahodnyeitin. Spocitame nékolik
prikladd, v nichZ se vyskytuji stochasticky nezé&¥iseli¢iny, a ukazeme si, Ze
transformovanim se stochastick& nezavislost nadwaeliCin neporusi.

7.15. Definice

a)Obecny pfipad: Bkneme, Ze nahodné veligin%, ..., X, s marginalnimi dis-
tribu¢nimi funkcemib(Xxy), . . ., ®n(X,) @ simultanni distribucni funk@(x, . . ., X,)
jsoustochasticky nezavidg, jestlize prov(Xy, ..., X,) € R": ®(Xg, ..., X,) = ®1(Xq) -
e (Dn(xn)-

bpiskrétni pfipad: Rkneme, Ze diskrétni ndhodné veligiXy, . . ., X, s marginal-
nimi pravdépodobnostnimi funkcemi(x,), ..., m(X,) a simultanni pravdépodob-
nostni funkcin(xy, ..., X,) jsou stochasticky nezavislé, jestlize pr¢x, ..., X,)
eR: (X, ...y %) = wa(Xe) - (X))

cBpojity pripad: Rkneme, Ze spojité nahodné veligiy, . .., X, s marginalnimi
hustotami pravdépodobnosgti(X,), . . ., ¢n(X,) @ simultanni hustotou pravdépodob-
nosti (X, ..., X,) jsou stochasticky nezavislé, jestlize prfxy,...,x%,) € R" :
O(X1, ..., %n) = @1(X1)-+ - --n(Xn) S pFipadnou vyjimkou na mnoZiné bodd neovliviiu-
jicich integraci.

Rekneme, Ze posloupnolX,}y ; je posloupnosti stochasticky nezavislych nahod-
nych velicin, jestliZze pro vSechna pfirozengsou stochasticky nezavislé nahodné
veliciny Xg, ..., X,.

Wsvétleni: Jsou-li ndhodné veliCiny, . . ., X, stochasticky nezavislé, pak to zna-
mena4, Ze informace o realizaci jedné nahodné veligijak neovlivni Sance, s nimiz
ocekavame realizace ostatnich nahodnych vel&iachasticka nezavislost nahod-
nych veli¢in je zidealizovanym protéjSkem Cetndstezavislosti znakd v daném
vybérovém souboru — viz definice 2.7 a2.17.

7.16. Priklad

Na vyrobcich méfime délku s pfesnosf),5 mm a Sifku s pfesnostio,2 mm.
Nahodné veli€inaX; udava chybu pfi méfeni délky a nahodna veliCyaudava



chybu pfi méfeni Sitky. Pfedpokladame, Ze dtamni hustota pravdépodobnosti
(X1, X2) je uvnitf mezi chyb konstantni, tj.

| k pro-05<x<05;-02<x <02,

UrCete konstantk, najdéte marginalni hustoty pravdépodobnas(ix;), ¢2(x2),
simultanni distribucni funko®(xy, Xo), obé marginalni distribuc¢ni funkee,(x,),
®,(xy), vypocitejte pravdépodobnost

P(-0,1<X;<01A-01<X;<0,1)
a zjistéte, zda ndhodné veliCitgs, X, jsou stochasticky nezavislé.

Resent:
Z normovanosti simultanni hustoty pravdépodobnogtel
05 02
1= f fkdxldXZ = k[xl](j’g,S[XZ](}éZ =k-1- 04 = k= 2,5.
-0,5-0,2
Marginalni hustoty pravdépodobnosti ziskame porjwéty 7.12 (b):
0,2
1(X1) = f 2,50x; = 2,5[%]%, = 1 pro - 0,5 < x, < 0,5,
-0,2
(,01()(1) =0 jinak.
Podobné
0,5
(%) = f 25dx; = 25[x]%5 = 25 pro - 0,2 < x, < 0.2,
-0,5
@2(%2) = 0 jinak
Z[definice 7.1 (vektorovy pfipad) plyne:

X1 X2
q)(Xl, Xz) = f f2,5 dtldtz = 2,5[t1] ilo’s[tz]izo,z = 2,5(X1 + 0,5)(X2 + 0,2)
-05-0,2
pro-0,5< x; < 0,5,-0,2 < %, < 0,2, d(Xy, X2) = 0 prox; < —0,5 nebox, < -0,2,
®(x1, %) = 1 prox; > 0,5 ax, > 0,2. Z[definice 7.111 (skalarni pfipad) dostaneme:
X1
@06) = [ Lty =[5 = %+ 05
-0,5
pro-0,5< x; < 0,5, ®1(X;) = 1 prox; > 0,5, ®1(x;) = 0 prox; < —0,5. Dale
X2
(Dz(Xz) = f2,5 dtz = 2,5[t2] 5202 = 2,5(X2 + 0,2)
-0,2
pro —0,2 < x; < 0,2, ®y(%) = 1 prox, > 0,2, Dy(x) = 0 pro x, < -0,2.
Stochastickou nezavislost nahodnych veli¥in X, ovéfime pomodi_definice 7.15
(©): Y(X1, %2) € R? : (X1, %) = @1(X1)@2(X2), tedy ndhodné velicin)y, X, jsou
stochasticky nezavislé.
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7.17. Priklad

Diskrétni nahodny vektod;, X,) ma simultanni pravdépodobnostni funk¢x,, X,)
danou hodnotamit(-1, 2) = n(-1, 3) = n(0,3) = n(1,0) = n(1,1) = 0, 7(-1,0) =
7(0,1) = n(1,2) = 2c, n(-1,1) = n(0,0) = n(0, 2) = n(1, 3) = c. UrCete konstantu
¢, hodnotu simultanni distribu¢ni funkdg0, 2), obé marginalni pravdépodobnostni
funkcem(x1), m2(%2) @ hodnotu marginalni distribuc¢ni funkde (1). Zjistéte, zda
nahodné veli€iny;, X, jsou stochasticky nezavislé.

Resent:
Hodnoty simultanni pravdépodobnostni funkg¢g,, x,) uspofadame do kontingen-

¢ni tabulky, kterou jesté doplnime o sloupec s hodmota(x;) a fadek s hodnotami
m2(X2). Tyto hodnoty ziskame pomdci vety 7.8 (vektorovippid).

N

X1 *2 0 1 2 3 m1(X1)
-1 2C (o 0 0 3c
0 C 2C C 0 4c
1 0 0 2c C 3c
| m(e) | 3% | 3% | 3 | ¢ [ 1 |

Z normovanosti pravdépodobnostni funkce diskrétmiabhodného vektoru (viz
véta 7.8, vektorovy pfipad) dostavames 201, tedyc = 0,1. Z definice diskrétniho
nahodného vektorll (definice 7.7, vektorovy pfipaghpl

®(0,2) = n(-1,0) + n(-1,1) + (-1, 2) + »(0, 0)+
+7(0,1)+n(0,2)=0,2+0,1+0+0,1+0,2+0,1=0,7.

Z definice diskrétni nadhodné velicirly (definicel7.7algkni pFipad) plyne
®1(1) = m1(-1) + 11(0) + 711 (1) = 0,3+ 0,4+ 0,3 = 1.

Pokud by nahodné veli€ingy, X, byly stochasticky nezavislé, musel by pro vSechna
V(x1, X2) € R? platit multiplikativni vztahzr(xy, X2) = m1(X1)m2(%2) (vizdefinice 7.16
(b)). AvSak jiz prox; = -1, X, = 0 dostavamer(-1,0) = 0,2, m;(-1) = 0,3,
7(0) = 0,3. Vidime tedy, Ze multiplikativni vztah spinén nennahodné veli¢iny
X1, X nejsou stochasticky nezavislé.

7.18. Véta

Jsou-li nahodné veli¢iny, ..., X, stochasticky nezavislé, pak jsou stochasticky
nezavislé také transformované nahodné veli&iny: g:(Xi), ..., Yy = gn(Xn).

Shrnuti kapitoly

Nahodna veli¢ina se zavadi jako zobrazeni, kter&d&eu vysledku nahodného
pokusu pfifazuje Cislo (pak se jednaskalarni nahodnou velicinu) nebo vice
Cisel (v tomto pfipadé jde aadhodny vektor). Nahodnou veliCinu Ize pomoci
libovolné funkce transformovat a ziskat taknsfor movanou ndhodnou velicinu.



Pravdépodobnostni chovani nahodné veli¢iny pgpidistribucni funkce, jejiz
zavedeni je motivovano empirickou distribuc¢ni fuhknamou z popisné statistiky.
Vlastnosti téchto dvou funkci jsou analogickeé.

Prakticky vyznam maji dva specialni druhy nahodnyeliCin. Diskrétni nahodna
velitina miZe nabyvat pouze spocetné mnoha hodnot a jeji ppodabbnostni
chovani je popsanpravdépodobnostni funkci, cozZ je,zidealizovany* protéjsek
¢etnostni funkceDiskrétni nahodny vektor je tvofen diskrétnimi nahodnymi
veliCinami. Zabyvali jsme se ndhodnymi vektory se mhagsloZkami. V souvis-
losti s diskrétnim nahodnym vektorem zavadismaultanni pravdépodobnostni
funkci. M ar ginalni pravdépodobnostni funkce se vztahuji k jednotlivym slozkam
nahodného vektoru.

Spojita ndhodna veliCina nabyva vsech hodnot z néjakého intervalu. Jeji prav-
dépodobnostni chovani je popsdmastotou pravdépodobnosti, cozZ je,zideali-
zovany" protéjSek hustoty ¢etnos8pojity nahodny vektor je tvofen spojitymi
ndhodnymi veliCinami. Jeho pravdépodobnostni ¢hoya popsancsimultanni
hustotou pravdépodobnosti. Marginalni hustoty pravdépodobnosti se vztahuji

k jednotlivym slozkam nahodného vektoru.

Pomoci multiplikativniho vztahu, v némZ vystupujimailtanni a marginalni dis-
tribucni funkce (resp. pravdépodobnostni funkce kiigim pfipadé resp. hustoty
pravdépodobnosti ve spojitém pfipad€), zavedemempstiochastické nezavislosti
nahodnych velicin.

Kontrolni otazky a ukoly 7

v/

1. Uvedte priklad nahodné veli¢iny a nahodného vektoru areimické praxe.

N

2. Najdéte distribu¢ni funkci nahodné veli¢iny, Kterdava pocet lich pfi hodu
tfemi mincemi a nakreslete jeji graf.
[X € (-0,0) : &(x) =0,x € (0,1) : B(X) = 5, x€(1,2) : (X = 3,
X€(2,3): P(X) =1, xe(3, o) O(x)=1

1,2 4

14 JR—
0,8 4
0,6 4
0,4
0,2

() —r——

=02 T T T T T T T T T 1
15-1-050 05 1 L5 2 25 3 35 ]

3. Rozhodnéte, které z uvedenych nahodnych veli€in giskrétni a které jsou
spojité:
a) pocet ¢lenli domacnosti
b) vék Clovéka v letech
c) nahodné vybrané realné cislo
d) pocet zakaznik( ve fronté
e) cena vyrobku
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10.

f) pocet zmetk( z celkové denni produkce
g) délka urcitého pfedmétu
h) Zivotnost televizoru v letech

[diskrétni a), d), f), spojité b), ¢), e), g), h)]

. Které funkcionalni charakteristiky popisuji praya&obnostni chovani dis-

krétni ndhodné veliCiny a které diskrétniho ndhého vektoru?

Které funkciondlni charakteristiky popisuji praya&obnostni chovani spo-
jité ndhodné veliCiny a které spojitého nahodngbktoru?

. Je-li X diskrétni ndhodna veli¢ina s pravdépodobnostnkéil 7(x), mizZe

byt 7(x) > 1?
[7(X) nemUZe byt vétsi nez 1, protoZe ma vyznam prpedebnosti.]

. Je-li X spojitd nahodna veli¢ina s hustotou pravdépodobrgz), mizZe byt

e(x) > 1?

[¢(X) mlZe byt vétSi neZ 1, protoZe nema vyznam praedebnosti.]
Nahodna veli¢ina udava primérny pocet ok pfi lhadvéma kostkami.
Nakreslete graf jeji pravdépodobnostni funkce.

[7(1) = %, n(15) = &, n(2) = 2, n(25) = %, 7(3) = =, n(35) = &,

n(4) = 2, 7(4,5) = %, 7(5) = 2, n(5,5) = £, 7(6) = %
0,2

0,16
0,12
0,08 4 ° °

0,04

0 T T T T T T T T T 1 ]

Diskrétni ndhodny vektorq;, X;) ma simultanni pravdépodobnostni funkci
n(X1, X2) danou hodnotami:

7(0,0) = 7(0,2) = n(1,1) = n(2,0) = n(2,2) = 0,
7(1,0) = n(0,1) = n(1,2) = n(2,1) = 0,25.

Jsou nahodné veli€iny;, X, stochasticky nezavislé?
[Nahodné veli€inyX;, X, nejsou stochasticky nezavislé, protoZe neni spinén
multiplikativni vztah:V(xy, X2) € R? @ (X1, X2) = m1(X1)m2(%2).]

Necht spojity vektor Ki, X;) ma simultanni hustotu pravdépodobnosti

_f 288%(1-x;) pro0<x<1,0<x <1,
wla. %) ‘{ 0 jinak.
DokaZte, Ze ndhodné veli€ir¥s, X, jsou stochasticky nezavislé.
_ 12X%(1—X1), 0SX1<1 _ 2X2, OSX2<1
Multiplikativni vztah V(xi, Xo) € R? @ o(X1, X2) = 01(X1)@2(%2) je splnén,
tedy ndhodné veli€in¥;, X, jsou stochasticky nezavislé.]
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Cil kapitoly
Po prostudovani této kapitoly budete umét:

m vypocitatpodminéné distribuc¢nifunkce, podimi@eravdépodobnostni funk-
ce a podminéné hustoty;

m fesit priklady vyuZivajici vlastnosti téchtogminénych funkcionalnich cha-
rakteristik;

m OvVéfit stochastickou nezavislost nahodnych veligomoci vztahll mezi
marginalnimi a podminénymi rozloZenimi.

Casova zaté7
Na prostudovani této kapitoly budete potfebovat asidimy studia.

8.1. Motivace

Podminénym rozloZzenim pravdépodobnosti nahodd&iny X; vzhledem kx,
rozumime rozloZeni této nahodné veli€iny za patkgj Ze nahodna veli€inX;
nabyla hodnotyx,. Obecnéji — podminéné rozloZzeni nahodného vekson > 2
sloZkami je takové rozloZeni, kdy jedna nebo vice skotohoto nahodného vek-
toru je konstantni. UvaZzme napf. nahodny vekdyr, K»), kde ndhodna velicinA,
udava vysku syna a ndhodna veli¢idaudava vysku otce. Bude nas zajimat ro-
zloZeni pravdépodobnosti vySek syn( pfi danénooé vysek otcl, tedy podminéné
rozlozeni veliCinyX; za podminkyX; = Xs.

U diskrétnich nahodnych vektord pouZivame paaniou pravdépodobnostni funkci
mp (X11%2), oz je zidealizovany prot€jSek podminéné Cettmidsinkcepyz (Xq [X2)
(viz definice[Z.¥) a u spojitych ndhodnych vektor(l zdivdée podminénou hustotu
pravdépodobnosiiy, (X1 |X;) jako zidealizovany protéjSek podminéné hustoty Ce
nosti fip (X1 |%2) (viz definicd Z.1T).

8.2. Definice

Necht (X1, X;) je nahodny vektor se simultdnni distribu¢ni fuhle(x,, x,). Pod-
minéna distribucni funko@y; (X1 [x2) ndhodné veli€iny; za podminky, Ze nahodnéa
veliinaX; nabyva hodnoty;,, je dana vztahem

VX eR: (I)1|2 (Xl |X2)

lim P(Xl < XX < Xy € X + AXz)
AX2—>O

. P(X1$X1AX2<X2SX2+AX2)
lim
Axp—0 P(Xz < Xo < X+ sz)

Analogicky Ize definovat podminénou distribucni fung; (X2 [X1).

Wsvétleni: Podminéna distribucni funkdg, (x; |X2) udava pravdépodobnost, Ze
veli¢ina X; nabude hodnoty nejvysq pfi dané hodnot&, = x,. ProtoZe hodnota
X Je pevné dana, je funkeBy, (x; [x) funkci jedné proménneé a Ize snadno ovéfit,
Ze spliiuje poZadavky kladené na distribu¢ni funiiadné veliciny.

Stejné jako Ize ovérovat stochastickou nezavislosiudevi pomoci vztahu mezi
podminénou pravdépodobnosti jednoho jevu za podynibd nastal druhy jev,



a pravdépodobnosti onoho prvniho jevu (viz vlastnostedyéte 6.5), miZeme zk-
oumat stochastickou nezavislost dvou nahodnych wgticmoci vztahu mezi pod-
minénou distribu¢ni funkci a marginalni distrilmidunkci (jak uvidime pozdsiji,
analogické rovnosti plati i pro podminénou pravdégmtbstni funkci resp. pod-
minénou hustotu pravdépodobnosti a marginalni pkpedobnostni funkci resp.
marginalni hustotu pravdépodobnosti).

8.3. Véta

Necht (X, X») je nahodny vektor s marginalnimi distribu¢nimi koemi @4 (x;)
ad, (x,). Nahodné veli€inyXy, X, jsou stochasticky nezavislé, jestlize plati:

VX € R Dypp (X1 %2) = D1 (%)

a soucasné
VX e R Dyp (X2 |X1) = D2 (X2) .

Nynizavedeme podminénarozloZeni pravdépoddbpiasdvourozmeérny diskrétni
a poté pro spojity ndhodny vektor.

8.4. Definice

Necht (X1, X,) je diskrétni nahodny vektor se simultanni pravatgbnostni funkci
7 (X1, X2) @ marginalnimi pravdépodobnostnimi funkcem(x;) an, (x;). Fixujeme
hodnotux,. Podminéna pravdépodobnostni funkge (x; [x) nahodné veli€iny;
za podminky, Ze nahodnd veliCiXa nabyva hodnoty,, je dana vztahem:

7t (X1, X2)
2 (X2)

Analogicky Ize definovat podminénou pravdépodobridsimkci o, (X2 [X1).

VXp € Ry (X %) = prom, (x) >0

Wsvétleni: Podminéna pravdépodobnostni funkge(x; [x.) je v disledku pd-
sobeni empirického zakona velkych gisel teorétimlgyrotéjSkem sloupcové pod-
minéné Cetnostni funkga, (X, [Xz) zavedené v defini€i 2.7:

P (X1, X2)
P2 (X2)

S rostoucim rozsahem vybérového souboru se budou kpslioopcové podminéné
cetnostni funkc@y, (X1 [X2) ustalovat kolem hodnot podminéné pravdépodobnostni
funkce iz (X1 |%2). Definice podminéné pravdépodobnostni funkge (X, [x2) je

v Uplném souladu s definici podminéné pravdépodstifevu A za podminky, Ze
nastal jev B s nenulovou pravdépodobnosti:

P(ANB)
P(B)

V tomto pfipadéA = {X; = X1}, B = {X; = X,}.

VX1 € R pip (X 1%2) = pro pz (x2) > 0.

P(AIB) =

8.5. Poznamka

Z definiéniho vztahu je okamZité vidét, Ze simultapnavdépodobnostni funkci
nadhodného vektoruqg, X,) lze vyjadrit jako soucin marginalni pravdépodobtra
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N

N

funkce jedné ze sloZzek ndhodného vektoru a podmipemalépodobnostni funkce
druhé ze slozek nahodného vektoru, tj.

(X1, X2) = 72 (X2) a2 (Xe 1%2)
jestlizer;, (x) > 0, a obdobné

(X1, X2) = 71 (X1) m2p (X2 1X1)
jestliZzerr; (x1) > 0. Z téchto dvou vztah( vyplyva, Ze

Ty (X1 1%2) 12 (X2)
1 (X1)

mon (X2 %) =

a podobné
a1 (Xo %) 1 (Xa)

2 (X2)
Jedna se o Bayes(v vzorec pro diskrétni nahodny véKioiX,).

mp (X %) =

8.6. Disledek
Je-li (Xq,Xy) diskrétni nahodny vektor, pak pro podminénou dsitni funkci
(D]_|2 (Xl |X2) plat'l

Z ﬂ(t’ X2)

t<xy

2 (X2)

VX € R Dy (X1 %) = prom;, (%) > 0.

8.7. Véta

Necht (X3, X) je diskrétni nahodny vektor s marginalnimi pragddobnostnimi
funkcemin (1) a m, (X2). Nahodné veliCinyX;, X, jsou stochasticky nezavislé,
jestlize plati:

VX € R, (X2) > 0 1 mryp (X [X2) = 71 (Xa),
tj. podminéna pravdépodobnostni funkce nahodfiéimg X; za podminkyX,; = X,

je rovna marginalni pravdépodobnostni funkci nakeodeliciny X;. Analogicky,
nahodné velicinyX;, X; jsou stochasticky nezavislé, jestlize plati

VX1 € R,y (X1) > 0 1ryp (X2 [X1) = 2 (X2) .

8.8. Priklad

PouZijeme ponékud modifikované zadani pfikladl7Je dan systém sloZeny ze
dvou blokd. Pravdépodobnost Ze 1. blok spravné fumgajQ95, pravdépodobnost,
Ze 2. blok spravné funguje, jed2 a pravdépodobnost, Ze spravné funguji oba bloky,
je 0,88. Nechtndhodna veli€ing; je ukazatel fungovanitého bloku, tj.
X _{ 1, pokudi-ty blok funguje i_ 12
'~ | 0, pokudi-ty blok nefunguje” ~~ 7



Simultdnni a marginalni pravdépodobnostni funkieodného vektoruqy, X,) byly
odvozeny v pil. 7.10, tedy po dosazentiza= 0,95,%, = 0,92, = 0,88 dostaneme
kontingencni tabulku:

X1 X2 m1(X1)

0 1
0 0,01| 0,04| 0,05
1 0,07| 0,88| 0,95

m(X) | 0,08 0,92 1

Wpoctéte podminéné pravdépodobnostni funkee(x; [X2) anyy (X2 [X1) a s jejich
pomoci ovéfte, zda ndhodné veli€iKy, X, jsou stochasticky nezavislé.

Reseni:

Nejprve vypocitame hodnoty funkae, (X, |x) podle vzorce

7 (Xq, X
Vxp € R :myp (X1 |%2) = 752 EXZ)Z) proms, (Xz) > 0.
70,00 001
T2 (O|O) = o (O) = 0,08 = 0,125
7(1,0 0,07
mp (110) = % 0) = 0,08 0,875
~ n(0,1) 004
T2 (0|1) = o (1) = 0’92 = 0,043
7(1,1) 0,88
mp (111) = ) = 002" 0,957

Interpretace napf. hodnaty, (0]0): je-liznamo, Ze 2. blok nefunguje, tak pravdépodob-
nost nefungovéni 1. bloku je 0,125.

Dale vypocitame hodnoty funkeg (X2 [Xy).

ra00) = T - G0z
am - A S
a3 (O]1) = ”n(ll(’l? - 8:8; — 0,074
ron (LI1) = ”ﬂ(ll(’ll)) - o 0926

Interpretace napf. hodnaoty; (110): je-liznamo, Ze 1. blok nefunguje, tak pravdépodob-
nost fungovani 2. bloku je 0,8.

K ovéfeni stochastické nezavislosti ndhodnychduelX,, X, pouZijeme vzorec
z vety[8.7:Vx; € R : myp (X11%2) = w1 (%) @ souCasn&x; € R : mp1 (X2[X1) =
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72 (X2). V nasem pfipadé pre, = 0 ax; = 0 dostavamer;, (0|0) = 0,125, avsak
71 (0) = 0,05. Rovnost tedy splnéna neni a dalSi ovéfovani ygetimne. Nahodné
veli€iny Xy, X, nejsou stochasticky nezavislé.

V dalSim vykladu se budeme vénovat spojitému nahodneektoru ¥, X;).

Pfi zavedeni podminéné hustoty pravdépodobnodigig X; za podminky, Ze
veliina X, nabyva hodnoty,, nemdizZeme vyuZit elementarni definici podminéné
psavdépodobnosti, nebot pro spojité ndhodné waliglati, ZeP(X, = X,) = 0 (viz
véta 7,12, tfeti vlastnost).

Budeme poZadovat, ahy, (x;) > 0. Pak jiZ Ize definovat podminénou hustotu
pravdépodobnosti;, (X1 [X2).

8.9. Definice

Necht (X;, X,) je spojity nahodny vektor se simultdnni hustotouvpli@podobnosti
¢ (X1, X2) @ marginalnimi hustotami pravdépodobnasii(x;) a ¢, (X2). Fixujeme
hodnotux,. Podminéna hustota pravdépodobnesi (x; [x2) nahodné velicinyX,
za podminky, Ze ndhodna veli¢iXa nabyva hodnoty,, je dana vztahem

@ (X1, X2)
@2 (X2)

(Analogicky Ize definovat podminénou hustotu pravdémebstip,; (X2 [X1).)

VX1 € R: g1 (X11%) = Pro ¢, (xz) > 0.

Wsvétleni: Podminéna hustota pravdépodobngsii(x; [x;) je v dlsledku pl-
sobeni empirického zakona velkych ¢isel teorétimiyrotéjSkem sloupcové pod-
minéné hustoty Cetnosti, (X, [x;) zavedené v defini€i2.17:

f (X1, %)
fo (x2)

S rostoucim rozsahem vybérového souboru se budou hpdhoupcové pod-
minéné hustoty Cetnosty, (X, |x) ustalovat kolem hodnot podminéné hustoty
pravdépodobnostpy, (X1 X2). Definice podminéné hustoty pravdépodobnosti ne-
mUZe vychazet z definice podminéné pravdépodohmetiot ve spojitém pripadé
P(X2 = X2) =0.

Vxg e R fp (X I%2) = pro f, (X2) > O.

8.10. Poznamka

Podobné jako v diskrétnim pfipadé Ize z definiéniztahl pro podminéné hustoty
pravdépodobnosti odvodit Bayes(v vzorec pro spoijitjauy vektor:

12 (X1 [%2) @2 (X2)
@1 (X1)

o1 (X2%1) =

a podobné
@1 (X21X1) 1 (X1)

©2(X2)

P12 (X1 I%2) =



8.11. Disledek

Je-li (X1, X5) spojity ndhodny vektor, pak pro podminénou distéibufunkci
Dy (X1 [X2) plati

[ ot %) dt

VX1 € R Dyp (X1 ]%2) = pro ¢z (X2) > 0.

@2 (%)
8.12. Véta
. L . PR _— ol

Necht (X1, X;) je spojity ndhodny vektor s marginalnimi hustotamaydépodob- //
nostigp; (1) ap, (X2). Nahodné veli€inyXy, X, jsou stochasticky nezavislé, jestlize
plati

VX2 € R, 2 (X2) > 0 =12 (X1 1%2) = 1 (Xa)
tj. podminénd& hustota pravdépodobnosti ndhodni€imglX; za podminkyX; = X,
je rovna marginalni hustoté pravdépodobnosti nakodgliCiny X;. Analogicky:
Nahodné veliinyX;, X, jsou stochasticky nezavislé, jestliZze plati

VX1 € R, 1 (X1) > 0 (X21X1) = 92 (X2) -
8.13. Priklad ®

WuZijeme modifikaci pfikladu7.16. Na vyrobcich fimée délku s pfesnost0,5 mm ©;
a Sitku s presnostt0,2 mm. Nahodna veli€inX; udava chybu pfi méfeni délky a

nahodna veli¢ina, udava chybu pfi méfeni Sifky. Pfedpokladae simultanni

hustota pravdépodobnosti je uvnitf mezi chyb konsfatjtn

_J k pro -05<x <05 -02<x <02

Najdéte obé podminéné hustoty pravdépodobrast(x; [X2) apzi (X2|X1) a s je-
jich pomoci ovéfte, zda nahodné veliCiKy, X, jsou stochasticky nezavislé.
Resent:

V prikladu[7.16 bylo odvozeno, Ze

(X0, %) = 25 pro-05<x <05 -0,2<x,<0,2;
P \X, X2) = 0 J|nak

|1 pro-05<x <05

] 25 pro-02<x<0,2
Nejprve ur€ime funkcpy, (X [X2) podle vzorce

@ (X1, X2)

YX, eR: X1 [Xp) = —————=
1 @12 (X11%2) 22 02)

pro ¢ (xz) > 0.
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V nasem pfipadé:

eax) — 25 =1 pro—0,5< x; < 0,5

X1 %) = w2(2) 25
1 (X1 1%2) { 0 jinak

Dale ziskame funkap,; (X2 [x;) podle vzorce

@ (X1, X2)

¥Yx €R: (X1 1%) =
2 211 \ X1 [X2 s01(X1)

pro ¢1 (x) > 0.
V nasSem pfipadé:

ax) 25 _ 25 pro— 02 < % < 0,2
211 (X2 |Xl) = { ¢1(x1) 1 ’ p s 2 A

0 jinak
Nyni pfistoupime k ovéfeni stochastické nezagsinadhodnych velicixy, X, podle
vztahlVx; € R @1p (X1 %) = ¢1(X1) @ soucasn@x; € R : o (X2 %) = @2 (X2).
Vidime, Ze rovnosti jsou spinény. Tedy nahodné welicX;, X, jsou stochasticky
nezavislé.

8.14. Poznamka

Podminéné pravdépodobnostni funkce i podmindrstdty pravdépodobnosti Ize
vyuZit k vypoctu podminénych pravdépodobnadstchtB C R a nahodna veliina
X, nabyva hodnoty,. Zajima nas podminéna pravdépodobis; € B|X; = x).

a) Diskrétni pfipadP (X1 € BIXo = %) = Xy, cp T2 (X1 [%2).
b) Spojity pfipadP (X1 € BIXz = Xo) = [ ;¢12 (X1 1%2) dxe.
8.15. Poznamka

Pojem podminéného rozloZeni Ize samoziejmé fivadna pripad, kdy nahodny
vektor man > 2 slozek. Wbereme marginalni nahodny vek(tKr,...,Xj) om
sloZkach a zbyly marginalni ndhodny vektongpslozkach §; + n, = n) oznacme
(X, . .., X). Pak miZeme zavést podminénou distribuéni fun&biotdného vektoru
(Xi, e X,-) zapodminky, Ze&, = XcA...AX; = X (resp. podminénou pravdépodob-
nostni funkci v diskrétnim pfipadé€ resp. podmiméhustotu pravdépodobnosti ve
spojitém pripadé) pomoci analogickych vztahtréteyly uvedeny v definidi 812
(resp. definiciL. 84 resp. definici 8.9).

8.16. Poznamka

V poctu pravdépodobnosti a matematické statistice eti@wyznam vicerozmérné
normalni rozlozeni, viz definide 9.6 d). Lze dokazZa,ppdminéna rozloZeni pfi-
slusna vicerozmérnému normalnimu rozloZenii jgmvnéZ normalni, coz je velmi
uZite€na vlastnost normalniho rozloZeni.

Shrnuti kapitoly

UvaZzujeme dvourozmérny nahodny vekt¥y (X,) a zkoumame rozloZeni nahodné
veliCiny X; za podminky, Ze ndhodné veli¢iXa nabyva konstantni hodnoty. Pod-
minéné rozloZeni definujeme takto:



pro libovolny nahodny vektor{;, X,) definujeme podminénou distribu¢ni funkci

¥X; eR: CI)1|2 (X]_ |X2) ||mOP(X1 <X X < Xo € %+ AX2)

AXo—
lim P(X1SX1AX2<X2§X2+AX2)
Axo—0 P(Xz <Xo <X+ AXz)

pro diskrétni nahodny vektoX(, X,) definujeme podminénou pravdépodobnostni

funkci
7t (X1, X2)

2 (X2)
Pro podminénou distribucni funkci plati

tz T (t9 X2)
<X
VX € R Dyp (X [X) = ————

2 (X2)

pro spojity nahodny vektorq;, X,) definujeme podminénou hustotu pravdépodob-
nosti:

Vxp € R myp (X [%2) = prom, (xp) > 0.

prom, (Xz) > 0.

@ (X1, X2)

¥X; €R: X1 [Xp) = ————=
1 @12 (X1%2) 22 (2)

pro ¢, (xz) > 0.

Pro distribucni funkci plati:

X1
[ ot x)dt
VX e R @y (X1 %) = =
1 12 (X1 1%2) 22 (%)

Je-lipodminéné rozloZeni rovno marginalnimu odani, napivx, € R, m, (xp) > O:
me (X1 1%2) = 71 (X1), jsou ndhodné veli€ini,, X, stochasticky nezavislé.

pro ¢, (xp) > 0.

Pomoci podminéné pravdépodobnostni funkce Ci podné hustoty pravdépodob-
nosti mizZeme také vypoditat pravdépodobnost jéeledna nahodna veliina se
realizuje v dané Ciselné mnoZiné za pfedpokladuriiha ndhodna veli€ina nabyla
urcité hodnoty.

Kontrolni otazky a tkoly 7

\ |/

1. Co vyjadiuje podminéna pravdépodobnosti furikge(xi [X2)?

N

2. Jakyje vztah mezi podminénou hustotou pravdépoddbpgs(x; [x.) apod-
minénou hustotou Cetnodti, (X [%2)?

3. Jak lze pomoci podminéného rozlozeni ovéfit shstickou nezavislost
nahodnych veli¢in?

4. Spojity ndhodny vektorX;, X,) méa simultanni hustotu pravdépodobnosti

_ 2 pr00<X1<1,0<x2<1—X1;
UrCete ob€ podminéné hustoty pravdépodobnpgti(Xi [X2), @21 (X2 [X1)

a s jejich pomoci zjistéte, zda nahodné veli€Xy X, jsou stochasticky
nezavislé.
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Resent:
Nejprve vypocitame marginalni hustoty pravdépauuii.

1-x1
— 1-xp _ _
w1 (Xl) = E)f 2dX2 - 2|:)(2]0 - 2(1 Xl) pro O<x1<1
0 jinak
1-x
— 1-x _ _
0o (%) = . 20x = 2[x1]57? =2(1-x) pro0<x <1
0 jinak

Po dosazeni do vzorcéx; € R: @12 (X1|%2) = % pro ¢, (%) > 0
dostaneme

o(x1,%2) _ 2 1
P12 (X]_ |X2) = wa(x) — 21-x1) T 1-xq r:?ro O0< X1 < 1
0 jinak

Analogicky ziskdme druhou podminénou hustotu praedébnosti

paax) _ 2 _ 1 .
@on (Xo|Xg) = 1) 20-x) _ 1-x PFO O<x<1;
0 jinak.

Je okamZit€é zfejmeé, Ze nahodné velitiy X, nejsou stochasticky nezavisle,
nebot nejsou splnény vztahyx, € R : @12 (X1 |X2) = ¢1(X1) a soucasné
VX1 € R 2o (%21X1) = @2 (X2).

Béhem vypadku vyroby Ize Cast energie dodavat z dchzskalnich jed-
notek a ¢ast nakoupit od sousednich vyrobcll. Pokudésermargie nakoupit
od sousednich vyrobcll, musi se poditat s vicengkla vysi 1 milion K¢
a vice. Na druhé strané, maximalni hodinové nakladyyrobu v lokal-
nich zdrojich pfedstavuji rovnéz 1 milion K&. Zaleme ndhodnou veli€inu
X1, ktera‘oznaCuje cenu nakoupené energie v milibnechakicahodnou
veliCinu X;, ktera udava vicenaklady (rovnéz v milibnech Ki)tné pro
provoz lokalnich zdrojd. Je znamo, Ze hustota prpedébnosti spojitého
nahodného vektoruXy, X,) ma tvar

d.5%% nrox;>1, 0<x<1
@ (X, X2) = 5 % p ! ?
0 jinak.

Pfedpokladame, Ze vypadek trva 1 hodinu. Je zndmmaklady na zak-
oupenou energii ¢ini 2 milibny K¢. UrCete pravdépbdost, Ze naklady na
lok&lni zdroje nepfesahnou 500 000 K¢.

Resent:

Musime vypocitat podminénou pravdépodobr®éX, < 0,5|X; = 2 (). To
je vlastné hodnota podminéné distribucni funkieg (0,5/2). Protoze se
jedna o spojity nahodny vektor, vyuZijeme vzorec slédku8.11:

Be@tadt

D1 (0,512) = @)



Nejprve tedy musime stanovit marginalni hustotu

1

1 4 X1+ X 4 X+
: =| = dxo = -+ = =- 2 prox, > 1.

@1 (X1) © @1 (%) fo 5 Xi X2 5 Xi’ prox; =
Spoctemeyp; (2) = 3 - 2;—3% = 0,25 a dosadime do vzorce pro vypocet
®2|1 (O,5|2)

05 05
2,t)dt 3. B2t
q>2|1(o,5|2):f° #(Z1 :fo s 87 _ -2 _o4s
¢1(2) 0,25 20

Pokud néklady na zakoupenou energii ¢ini 2 miliobny & pravdépodob-
nost, Ze naklady na lokalni zdroje nepfesahnou Ol®mi K¢, je 0,45.

6. Diskrétni ndhodny vektorqy, X;) ma simultanni pravdépodobnostni funkci
7 (X1, X2), j€jiZ hodnoty jsou uvedeny v kontingencni tabulce:

X1 Xo
2 4 6 8
0,01| 0,03| 0,04 | 0,02
0,02| 0,24 | 0,10| 0,04
0,04| 0,15| 0,08 0,03
0,04| 0,06 | 0,08 | 0,02
Stanovte podminénéné pravdépodobnostnich funke€x; |8), m1 (X211)
a hodnoty podminénych distribu¢nich funkigi, (2|4), ®z1 (6/3).

WIN| -

IN

Reseni:
Kontingen¢ni tabulku doplnime o sloupec a fadek, \naibudou uvedeny
marginalni pravdépodobnostni funkeg(x;) am; (X2).
X1 X2 7T1(X1)
2 4 6 8
0,01|0,03|0,04| 0,02| 0,1
0,02|0,24| 0,10| 0,04| 0,4
0,04|0,15| 0,08| 0,03| 0,3
4 0,04|0,06|0,08| 0,02| 0,2
7T2(X2) 0,11/ 0,48| 0,30| 0,11 1

WIN| P

Pro vypocet podminénych pravdépodobnostnich dumplouzijeme vzorec

z definicd 8.4:
X1, X
VX1 € R:myp (X)) = 7:52 EXZ)Z) prom, (x2) > 0,
7t (X1, X2)

¥X, e R : o (X2 |X1) prom, (X]_) > 0.

g (%)

Vypocty uspofadame do dvou tabulek.
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8. Podminénarozlozeni nahodnych veli€in

X1 T2 (X118) X2 71 (X211)

1| a8 _ooz_ 2 o | a2 _ oo _ 1
7@ — 01l — 11 o — 01 — 10

o | 228 _ 004 _ 4 4|29 _003_ 3
7@ — 01l — 11 o) — 01 — 10

3| 168 _ 00 _ 3 6| 78 _ 00 _ 2
(@ — 01l — 11 @) — 01 — 10

4 n(4,8) _ 0,_02 _ 2 8 7(1,8) 0,_02 2
(@ — 011 — 11 (D) T = 10

Pro vypocet hodnot podminénych distribu¢nich ftingouZijeme vzorec

z disledku 8J6:
tZ 7 (t, x2)
VXi €R:Dyp (X |%) = ———— prom,(x) >0,
2 (X2)
tz T (X17 t)
YX eR: (Dz|1 (X2 |X1) = = promy (Xl) > 0.
my (X1)

V nasem pfipadé pocitame:

7(L4) +7(24) 003+024 27

Oy (214) = _ =2l 0562
12 (214) 72 (4) 0.48 28 ~ 05623
7(3,2) +7(3,4) +7(3,6) 0,04+ 0,15+ 0,08
Dy (613) = G = 03
27
- — = 0,9
30
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Cil kapitoly
Po prostudovani této kapitoly budete umét:
m rozliSovat dilezité typy diskrétnich a spojityabrtoZeni
m vyuZivat vlastnosti téchto rozloZeni pfi vypodiravdépodobnosti rliznych
jevd
m hledat v tabulkdch hodnot distribu¢ni funkce standardaného normalniho
rozlozZeni

Casova zatéz
Na prostudovani této kapitoly budete potfebovat asiditstudia.

Nyni se seznamime s prehledem ddlezitych pravdépoostnich funkci a hustot
pravdépodobnosti. Uvedeme nejenom analytické vgadiéchto funkci, ale téz
grafy. Wsvétlime rovnéz, v jakych situacich se lzavedenymi rozloZzenimi prav-
dépodobnosti setkat. Zvlastnim pozornost budemewva@normalnimu rozloZeni,
které hraje velkou roli v celé fadé praktickych aptikgpoCtu pravdépodobnosti,
a jak uvidime pozdéji, i v matematicke statistice.

9.1. Oznaceni

Zname-li distribu¢ni funkci®(x) ndhodné veli¢inyX (resp. pravdépodobnostni
funkci 7(x) v diskrétnim pfipadé€ resp. hustotu pravdépodobngx) ve spojitém
pripadé), pak fekneme, Ze znanod ozZeni pravdépodobnosti (zkracené rozlozZzenti)
nahodné veliCiny X. Toto rozloZeni zavisi na néjakém parametrecoZ nejcastéji
byva realné Cislo nebo realny vektor. Z&Kis- L(v) ¢teme: ndhodna veli¢ing ma
rozloZeniL s parametrem.

9.2. Definice

Nejprve se seznamime s vybranymi rozloZenimi digkol nahodnych velicin.

a) Degenerovanéroziozeni: X ~ Dg(u)
Tato ndhodna veliina nabyva pouze konstantni hadno

| 1 prox=uy,
) = { 0 jinak.

Pravdépodobnostni funkdag(1).



b) Alternativni rozozeni: X ~ A(v)
Nahodna veli¢ina&X udava pocet Uspéchd v jednom pokusu, pfi¢emZ-prav
dépodobnost Uspéchuye

1-v prox=0,
a(X) =9 v prox =1,
0 jinak.
1
0,5
0
-05 i
-1 0 1 2

Pravdépodobnostni funk@g0,75).

c) Binomickérozozeni: X ~ Bi(n, v)
Nahodna veli¢ina udava pocet Uspéchll v posloupnastiezavislych opa-
kovanych pokust, pricemZ pravdépodobnost Uspéek kaZzdém pokusu

m(X) = (Q)Vx(l —vy)"™ prox=0,1,...,n
0 jinak.

0,6

0.4

0,2 — . o

0

-0.2 I T R N
1 0 1 2 3 4 5 6

Pravdépodobnostni funkdi(5; 0,5).

(Odvozeni — viZ pf. 6]3b).) Alternativni rozloZeni gpecialnim pfipadem
binomického rozloZeni pra = 1. Jsou-liXy,..., X, stochasticky nezavislé
nahodné veli€inyX ~ A(v),i = 1,...,n, pak

n

X = Z X ~ Bi(n, v).
i=1

d) Geometrické rozlozeni: X ~ Ge(v)
Nahodna veli¢inaX udava pocet nelspéchl v posloupnosti opakovanych
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nezavislych pokust prfedchazejicich prvnimusitsy, pficemZ pravdépodob-
nost uspéchu je v kazdém pokusu

| @=-v)v prox=0,1,...
() ‘{ 0 jinak.

0,3

0,2 — .

0,1 —

0

-0.1 I I I I I
-1 1 3 5 7 9 1

Pravdépodobnostni funk€ae(0,25).

(Odvozeni —viZ pf. 6]3 &).)

e) Hypergeometrické rozlozeni: X ~ Hg(N, M, n)
V souboruN prvk( je M prvkl oznadeno. Nahodné vyberemervki bez
vraceni. Nahodna veli¢ing udava pocet vybranych oznacenych prvk.

(%) = { @) prox =max0,M — N + n},... min{M, n},
0 jinak.

0,5

0,4 —

0,3

0,2 —

0,1 — . .
0 ! .

-0,1 I T R N
1 0 1 2 3 4 5 6

Pravdépodobnostni funké#g(10, 7, 5).

f) Rovnomeérné diskrétni rozZloZeni: X ~ Rd(G)
NechtG je kone¢na mnoZina a prvcich. Nahodna veli€inX nabyva se
stejnou pravdépodobnosti kaZzdé hodnoty z mno@ny

1
_J » proxe G,
() { 0 jinak.

(Typickym pfikladem je ndhodna veli€ina udavajiocet ok pfi hodu kostkou.)



0,18

0,14 —
0,1 — . . . ° ° . . . . °
0,06 —

0,02 —

-0,02 I I I I I
0 2 4 6 8 10

Pravdépodobnostni funké®l({1, 2, ..., 10}).

g) Poissonovo rozZlozeni: X ~ Po(A)
Nahodnd veliinaX udava pocet udalosti, které nastanou v jednotkovém
c¢asovém intervalu, pficemZ udalosti nastavajiauné, jednotlivé a vza-
jemné nezavisle. Parametr- 0 je stfedni pocCet téchto udalosti.

Let prox=0,1,...,
) ‘{ 0 jinak.

0,22
0,18 — . o

0,14 — . .

0,1 .

0,06 — .

0902% ° ® o o o

-0,02 T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Pravdépodobnostni funké®(5).

9.3. Priklad

V rodiné je 10 déti. Za predpokladu, Ze chlapci i divdeyrodi s pravdépodobnosti
0,5 a pohlavi se formuje nezavisle na sobé, uréete graoabbnost, Ze v této rodiné
jsou nejméné 3 a nejvyse 8 chlapcu.

Resent:
X — pocet chlapcl v této rodinX, ~ Bi(10;Q5),

8 X 10-x
10\ (1 1 7
i\ x J\2 2 1024

P(3< X < 8)

9.4. Priklad

Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi htdlovéce, nezlob se!* nasadime nejpozdéji pfi
tfetim hodu?
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N\

N

Resent:
X — pocet neGspéchd pred prvni Sestkduy Ge(%)),

2 1\*1
P(X<2)= Z(l— 6) 5 = 04213
x=0

9.5. Priklad

P¥i provozu baliciho automatu vznikaji béhem sményaumé poruchy, které se Fidi
rozloZenimPo(2). Jaka je pravdépodobnost, Ze béhem smény dojdgidsedné
poruse?
Resent:
X — pocet poruch béhem smény~ Po(2),

0

2
P(Xz1):1—P(X<1):1—P(X:O):1—ae‘2:0,8647.

9.6. Definice

Nyni uvedeme vybrané typy spojitych rozloZeni.

a) Rovnomerné spojité rozlozeni: X ~ Rs(a, b)
Nahodna veli¢ina ma konstantni hustotu na intervahy ).

1
_J 5= Pproxe (a,b),
() { 0 jinak.

0,4

0,3 —
0,2 —

0,1 —

-0.1 T T T

HustotaRs(-1, 2).

b) Exponencialni rozlozeni: X ~ Ex(1)
Nahodna veliinaX udava dobu ¢ekani na pfichod néjaké udalosért
se mUzZe dostavit kaZzdym okamzikem se stejnou Saexbhledu na dosud
proCekanou dobu. PFitorﬂﬁvyjadFuje stfedni dobu ¢ekani.

[ 2™ prox>0,
o) = { 0 jinak.



2,2 —

1,8 -
1,4 —

0.6 |
0.2 —|
-0.2 I I I I I

HustotaEx(2).

c) Normalni rozloZeni: X ~ N(u, o)
Tato nahodna veliCina vznika napt. tak, Ze ke kortstanse pficita velké
mnoZstvi nezavislych nahodnych vlivii mirnékalicich kolem 0. Promén-
livost téchto vlivl je vyjadfena konstantou> 0.

1 _Oep)?
e 202

@(X) =
(oa

Prou = 0, 02 = 1 se jedna standardizované normalni rozlozeni, piSeme
U ~ N(0O, 1). Hustota pravdépodobnosti ma v tomto pfipadé tvar

1 u
o(l) = ——e 7.

Vr

Distribuéni funkce standardizovaného normalnirdadeni

je tabelovana pra > 0, prou < 0 se pouZiva pfepoctovy vzordg—u) =
1 - ®(u). Ma-li X ~ N(u, 0?), pakU = Z£ ~ N(0, 1).

0,5 1

0,4 — 0,8 —
0,3 - 0,6 —
0,2 — 0,4 —
0,1 — 0,2 —

0 1 1 0 N 1
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
HustotaN(0, 1) Distribu¢ni funkceN(0, 1)
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d)

0,6 1
0,5 — 0,8 —
4 —
0, 0,6 —
0,3 —
02— 0,4 —
0,1 — J 0,2
0 T I — 0 S A B —
-2 -1 0 1 2 3 4 -2 -1 0 1 2 3 4
HustotaN(1; 0,5) Distribucni funkceN(1; 0,5)

Normalni rozloZeni hraje Ustfedni roli v poctu pdé&podobnosti i matema-
tické statistice. Jeho vyznam spociva jednak v tamarmalnim rozlozenim
se fidi pravdépodobnostni chovani mnoha nahddmrglicin a jednak v tom,

Ze za urcitych podminek konverguje k normalnimu odehi soucet nezavis-
lych ndhodnych veli¢in s tymZ rozloZenim.

Dvourozmérné normalni rozlozeni:

X1 1 of  poio
~ NZ s 2
XZ 2 0102 0'2

Nahodny vekto il vznika ve dvourozmérnych situacich podobné jako
2
skalarni nahodna veliCina v bodé (e).

1 _dlxgx)
2

e —
0102 4/1 — p?

(X1, X2) =

kde

2 2

1 X1 — X1 — Uy Xo — Xo —
g(Xq, Xo) = 1 2|( 1 #1)_2p 1~ H1 X ,Uz+( 2 ﬂz) ‘
-p o1 o1 (o) 02

Prous = 0,42 = 0,02 = 1,05 = 1, p = 0 se jedna o standardizované
dvourozmérné normalni rozlozeni.

Vrstevnice a graf hustoty standardizovaného dvouromgté normalniho
rozlozeni:




Vrstevnice a graf hustoty dvourozmeérného normalndaetaZeni s parametry
w1 =0,u = O,oﬁ = 1,0'% =1,p=-075

s
/’IW i ’
\
///" ) A -,
i

i B

A °
T T T -4

Nasledujici tfi rozloZeni — Pearsonovo, Student@¥sherovo-Snedecorovo
—jsou odvozena ze standardizovaného normalniho rezio¥aji velky vyz-
nam predevsim v matematické statistice pfi konstirimkervald spolehlivosti
a testovani hypotéz. Wjadreni hustot téchto réelt neuvadime, je pfilis
sloZité — viz napf. BDikovA M., MIKOLA S S., OSECKY P.: Popisna statistika.
MU Brno 2001.

e) Pearsonovo rozloZeni chi-kvadrat s n stupni volnosti: X ~ y2(n)
NechtXy, ..., X, jsou stochasticky nezéavislé ndhodné veli€igy, N(0, 1),
i =1,...,n. Pak ndhodna veli€ing = X2 + - -+ + X2 ~ y2(n).

0,25

0,2 —
0,15 —
0,1 —

0,05 —

0 I I I
0 2 4 6 8

Hustotay?(3).

f) Sudentovo rozloZeni s n stupni volnosti: X ~ t(n)
Necht X;, X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veliCiny a rietdie
X1 ~ N(O, 1), X2 ~ x?(n). Pak ndhodna veli¢ina

X1

X = ~ t(n).

2

n
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9. Vybrana rozlozeni diskrétnich a spojitych nahodnych veli¢in

0,6

0,4 —

0,2 |

=02 I I I I

Hustotat(3).

g) Fisherovo-Snhedecorovo rozlozeni sn; a n, stupni volnosti:
X ~ F(ng,np)  NechtXy, ..., X,jsou stochasticky nezavislé nahodné veli€iny,
Xi ~ x2(ny), i = 1,2. Pak nahodna veli¢ina

é
X = )n(_z ~ F(ng, nyp).
n,
0,8
0,6 —
0,4 —
0,2 |
0
=02 w l w w l
10 1 2 3 4 5 6

HustotaF (5, 8).

9.7. Priklad

Na automatické lince se pini lahve mlékem. Plisobemhmodnych viivii mnozstvi

mléka kolisa v intervalu (980 ml, 1020 ml). KaZdé matvz mléka v tomto intervalu

povaZujeme za stejné mozné. Jaka je pravdépodabieginahodné vybrané lahvi
bude aspori 1000 ml mléka?

Resenf:
X — mnoZstvi mléka v nahodné vybrané lahxi- Rs(980 1020),
L proxe (9801020
90(x)={4° P © (960 1020)
0 jinak.
10201 1
P(X > 1000)= f —dx= 4—0[x]}g§g =0,5.
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9.8. Priklad ®

Doba (v minutach) potfebna k obslouZeni zdkaznigeodejné potravin je ndhodna
veli¢ina, ktera se fidi rozIoZeniEb((%). Jaka je pravdépodobnost, Ze doba potfebna
k obslouzZeni ndhodné vybraného zékaznika v téidggné bude v rozmezi od 3 do

6 minut?

\\
@
\/ ¥

Reseni:
X — doba potfebna k obslouZeni ndhodné vybranéhazréka X ~ Ex(%),

iei prox>0,
X)=1{ 3
#) { 0 jinak

_x 1 _x16 2 1
efdx=(-3) le 3]3 =-e2+e1=0233

6
P(3sXs6):f%
3

9.9. Priklad ®

Vysledky u pfijimacich zkousek na jistou \{$ou normalné rozloZeny s parametry | ©;
u =550 bodlig = 100 bodd. S jakou pravdépodobnosti bude mit nAhoghgény
uchaze¢ aspon 600 bod(?

Resent:
X — vysledek nahodné vybraného uchaze€e, N(550, 100?),

P(X > 600) = 1 — P(X < 600)+ P(X = 600)= 1 — P(X < 600)=
~ X—p 600-u\ 600- 550\
=1 P( < )_1 P(Us 100 )_

= 1-®(0,5) = 1 - 0,69146= 0,31

9.10. Priklad ®

Necht Xy, Xo, X3, X4 jsou stochasticky nezavislé nahodné veli€iKky,~ N(0, 1),
i =1,2 3,4. Jaké rozloZzeni ma transformovana nahodnainalic

X = XV3 ?

1/X§+X§+X§

\\\
%o

Reseni:
X ~ t(3), protoZeX; ~ N(0,1) aX2 + X2 + X2 ~ y*(3).

Shrnuti kapitoly

Degenerované rozlozeni popisuje pravdépodobnostni chovani konstanty, eoZ |
nepochybné patologicky pfipad. ZajimavéjSljger nativni, geometrickéa zvlasté
binomickérozlozeni. VSechnatato rozloZeni souviseji s pocty Uspé&théispéchl

Y
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v posloupnosti opakovanych nezavislych pokusuper geometrické rozlozeni se
vyskytuje v situacich, kdy provadime vybér bez vraansouboru, ktery obsahuje
oznacené prvkyRovnomer nérozlozeni na dané mnoziné je charakteristické tim, Ze
nahodna veli€ina, ktera se jim Fidi, nabyvad@hodnoty z této mnoZiny se stejnou
pravdépodobnosti. PodRoissonova rozlozeni se chova napf. nahodna veli€ina
udavajici pocet udalosti, které nastanou v jedoadkn Case.

Za spojitych rozloZeni je nejjednodugéivnomeér né spojitérozlozeni. Jeho hustota
je na daném intervalu konstantni a jinde nulova. Nal&odslicina sexponencial-
nim rozlozenim udavéa dobu ¢ekani na pfichod néjaké udaloStigonZ toto Cekani
probiha,bez paméti“. Vibéc nejdlleZitéjSim rozloZenjennor maini rozlozeni,
které vznika napf. tak, Ze k néjaké konstanté s€if@ivelké mnoZstvi nezavis-
lych nahodnych vlivii mirné kolisajicich kolem lpuTim se z konstanty stane
nahodna veli€ina. Grafem normalni hustoty pravdi&mosti je znama Gaussova
kfivka. Pomoci standardizovaného rozloZeni Ize gadalsi tfi typy specialnich
rozloZeni, a tdPear sonovo, Studentovo a Fisher ovo-Snedecorovo. Nachazeji up-
latnéni pfedevsim v matematické statistice.

7 Kontrolni otazky a ukoly

\ |/

1. (S) Pomoci systému STATISTICA nakreslete grafy hustotsritucnich
funkci uvedenych spoijitych rozloZeni. Sledujte \parametr( na tvar hustot
a distribu¢nich funkci. Navod: viz pfiloha B.

N

2. (S) Pojistovna zjistila, Ze 12 % pojistnych udalogi zplisobeno vioupa-
nim. Jaka je pravdépodobnost, Ze mezi 30 nahodnéawybni pojistnymi
udalostmi bude zptlisobeno vioupanim nejvyse 6? f,93

3. Doba (v hodinach), ktera uplyne mezi dvéma naléhavgiijmy v jisté
nemocnici, se Fidi rozloZenimx(0,5). Jaka je pravdépodobnost, Ze uplyne
vice nez 5 hodin bez naléhavého pfijmu? e 2P = 0,0821]

4. Jakdje pravdépodobnost, Ze ndhodné veli&iraN(20, 16) nabude hodnotu
mensi neZ 12 nebo vétsi nez 28? [0,0455]

5. NechtX ~ Rs(a, b), pficemz

0 prox<a
D(x) =4 %22 proa<x<b
1 prox>Db

UrCetea, b. [a=-20,b = 35]

6. NechtXy, X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veliCiny takdeX; ~

N(0,1),i = 1, 2. Jaké rozloZeni mé& transformovana ndhodnainalic
2

= 37 [X ~ F(L 1)]
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10. Ciselné charakteristiky nahodnych veli¢in

Cil kapitoly

<

Po prostudovani této kapitoly budete umét:

m spocitat kvantily spojitych nahodnych veli€in
hledat kvantily nékterych spojitych nahodnych viglige statistickych tabul-
kach

m urcit stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny
spocitat kovarianci a koeficient korelace dvou nahatingelicin

vyuZivat vlastnosti Ciselnych charakteristik ndhych veli€in pfi konkrét-
nich vypoctech

Casova zaté?z

Na prostudovani této kapitoly budete potfebovat adiddin studia.

v

10.1. Motivace

V Kkapitole 7 jsme se seznamili s funkcionalnimi charaktékami nahodnych velicin
(napft. distribucni funkce, pravdépodobnostni fumkioustota pravdépodobnosti),
které plné popisuji pravdépodobnostni chovariauhé veliiny. Gselné charak-
teristiky vystihuji pouze nékteré rysy tohoto choVjarapf. popisuji polohu realizaci
nahodné veli€iny na Ciselné ose ¢i jejich proméwdit (variabilitu). Jsou jednodussi
neZ funkcionalni charakteristiky, ale nesou jen éasbu informaci.

10.2. Definice
ol

N

NechtX je spojita nahodna veliCina asporn ordinalniho ekéeru (viZ definici 3.P)
s distribucni funkcid(x) a necht € (0, 1). Cislo K, (X), které splfiuje podminku
Ko (X)
@ =0(k,00) = [ w9

—00

se nazyva-kvantil nahodné veliciny X. Kvantil Kq50(X) se nazyva mediato 25(X)
dolni kvartil, Ko 75(X) horni kvartil, Ko 10(X), . . . , Kogo(X) jsou decily,Koo1(X), . . .,
Kogo(X) jsou percentily. Kterykolivae-kvantil je charakteristikou polohy €iselnych
realizaci ndhodné veliCiny na Ciselné ose. Jakaatttaristika variability slouZi
kvartilova odchylkag = Kg75(X) — Ko 25(X).

(Lze samoziejmé definovat i kvantily diskrétnich ndhgch veliCin, ale zde se
zabyvame jenom kvantily spojitych nahodnych velickteré se v praxi nejcastéji
pouZivaji.)

Vyznama-kvantilu spojité ndhodné veli¢iny ilustruje naslgiti obrazek.
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@(X)

a
4,/// -

KakX) X

10.3. Oznaceni

X~N(@0,1) = K,(X) =U,, X~x?n) = K,(X)=x2(n),
X~1tn) = K,(X) =t,(n), X~ F(n,ny) = K,(X)=F,(ng,nyp).

Tyto kvantily najdeme ve statistickych tabulkach. Piedine vztahy:

Uy = —U1—q,
ta(n) = _tl—(z(n)’
1
Fo(n,np) = ————.
(- 1z) Fi-o(n2, )
10.4. Priklad ®
a) NechtU ~ N(0, 1). Najdéte median a horni a dolni kvartil. 2 ®

b) Urcetey] ,s(25).
c) UrcCetetygg(30) atpos(24).
d) Ul’éeteFo’g75(5, 20) aFO,05(2, 10)
Reseni:
ad a) Uo50 = 0, Up 25 = —0,67449,Uo’75 = 0,67449
ad b) X(2),025(25) =1312
ad C) t0,99(30) = 2,4573,t005(24) =-1,7109
add) Foo75(5,20) = 3,2891,Fq05(2, 10) = 0,05156

10.5. Véta

ol
Necht X je spojita ndhodna velicing; = g(X) transformovana nahodna velicina, //\d
a € (0,1).
a) Je-lig vSude rostouci funkce, pak, (Y) = g(K.(X)).
b) Je-lig vSude klesajici funkce, pak,(Y) = g(K1_.(X)).
10.6. Priklad ®

NechtU ~ N(O,1). Najdéte devaty decil transformované nahodnécivel Y =
3+ 2U.

\\\

Resenf:
Funkcey = 3 + 2u je vSude rostouci funkce, ted$go(Y) = 3+ 2Uggo = 3+ 2 -
1,28155= 5,5631.
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N\

Nyni budeme vénovat pozornost Ciselnym charakikéist polohy a variability
nahodné veli€iny intervalového Ci poméroveho ekderu. Jak uvidime, teoret-
ickym protéjSkem aritmetického primémije stfedni hodnot&(X) a empirického
rozptylu s> teoreticky rozptylD(X). Empiricky rozptyls® jsme zavedli jako arit-
meticky primér kvadrat centrovanych hodnot. Nedly prekvapivé, Ze teoreticky
rozptyl D(X) je stfedni hodnotou kvadratt centrovanych hodnaudime se pocitat
stfedni hodnotu a rozptyl transformovanych nahotinyeli¢in a nahodnych vek-
torl. Uvedeme stfedni hodnoty a rozptyly vybranychitgliskrétnich a spojitych

rozloZeni, ktera jsme poznal v kapitole 9.

10.7. Definice

NechtX je ndhodna veli¢ina aspori intervalového charakteizidefinici 3.2). Jeji
stfedni hodnotou nazyvame cCisldE(X), které je v diskrétnim pfipadé zavedeno
vztahem

[Se]

E(X) = > xt(x)

X=—00
a ve spojitém pripadé vztahem
E(X) = f Xp(X) dx
X=—00
za predpokladu, Ze pfipadna nekonecna suma @raltepravo absolutné konver-

guje. Neni-li tato podminka spinéna, pak fekneme,tédai hodnota neexistuje.
Transformovana nahodna veliCiKa- E(X) se nazyva&entrovana nahodna velicina.

(Stfedni hodnota je Cislo, které charakterizuje paleealizaci nahodné veli€iny na
Ciselné ose s prihlédnutim k jejich pravdépodobems V diskrétnim pfipadé pred-

Vvt

pravdépodobnostni funkei(x) a ve spojitém prfipadé je stfedni hodnota téaiste
hmotné pfimky, na niZ je rozprostfeni hmoty popsénstotou pravdépodobnosti
¢(X). Stfedni hodnota je teoretickym protéjSkem vé&temaritmetického priiméru

z[definice 3.20.)
10.8. Pfiklad
Nahodna veli€inX udava pocet ok pfi hodu kostkou. Wpoctéte jejedtiii hodnotu.

Reseni:
n(X) = {

6
1 7
E(X) = > xn(x) = f(1+2+43+4445+6)= =35
x=1

prox=12...,6
jinak,

O ol

10.9. Véta
a) Skalarni pfipad:
e Necht X je diskrétni ndhodna veliCina s pravdépodobnoiinkci
n(X) aY = g(X) je transformovana nahodné veliCina. Pak



(e8]

E(Y) = > 979,

X=—00

pokud suma vpravo absolutné konverguje.
¢ NechtXje spojita nahodna velic¢ina s hustotou pravdépodetipgx)
aY = g(X) je transformovana ndhodna veli¢ina. Pak

E(Y) = f 9()e(x) dx.

pokud integral vpravo absolutné konverguije.
b) Vektorovy pfipad:
e Necht (X, X) je diskrétni nahodny vektor se simultanni pravaép

dobnostni funkcir(xy, X) aY = g(Xy, X,) je transformovana nahodna
veli¢ina. Pak

E(Y) = D0 D g0, %)m(x, %),
X1=—00 Xp=—00
pokud suma vpravo absolutné konverguje.
e Necht (X, X;) je spojity nahodny vektor se simultanni hustotou

pravdépodobnosfi(x;, xp) aY = g(X1, X,) je transformovana nahodna
veliCina. Pak

[SolEENe )

E(Y):ffg(xl, X2)p(X1, X2) dx1dxa,

—00 —00

pokud integral vpravo absolutné konverguje.

10.10. Priklad
NechtX ~ Ex(1), Y = e7%, kdey > 0 je konstanta. VWpoGtete(Y). //
Reseni:
e prox>0 I Pl
X) = y ’ E(Y)= | e™1e™dx = .
#(x) {O jinak, ) f A+y
0
10.11. Definice
ol

Rozptylem nahodné veli€inyX, kterd ma stfedni hodnoti(X), rozumime cislo %
D(X) = E([X — E(X)]?), pokud stfedni hodnota vpravo existujdsid vD(X) se
nazyvasmerodatna odchylka. Transformovana nahodna velici ‘E&()) se nazyva
standardizovana nahodna velicina.

Z|véty 10.94) plyne, Ze v diskrétnim pfipadé je rgkpéin vzorcem

D(X) = ) [x— E(X)]*(x)
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a ve spojitém pripadé vzorcem

D(X) = f [x — E(]2(x) dx

X=—00
(pokud suma ¢i integral vpravo absolutné konverguiji).

(Rozptylje Cislo, které charakterizuje proménlivastlizaci ndhodné veliciny kolem
jeji stfedni hodnoty s pfihlédnutim k jejich prayEobnostem. Je teoretickym
proté&jsSkem vazeného rozptylu zavedeného v defink.3

® 10.12. Priklad
’// ©; Nahodné veli€ina& udava pocet ok pfi hodu kostkou. VWpoctéte jeji rytp

Reseni:
1 prox=12...,6, _
9={° P E(X) =35 (viz[pF. 10.3)
0 jinak,
o 1 35
D(X) = —-35PZ=...====2092
) ;(X S 12°-°
10.13. Véta

ol
Uvedme stfedni hodnoty a rozptyly vybranych typ( diskiétna spojitych ro-

zloZeni.

a) X~ Dg(u) = E(X) =pu, D(X) =0,

b) X~ A(v) = E(X) =v, D(X) =v(1-v),

c) X~ Bi(n,v) = E(X) = nv, D(X) = iv(1 - ),

d) X~Ge() = E(X) =L, D(X) = &,

e) X~ Hg(N,M,n) = E(X) = ¥n, D(X) = MN(1 - M)R-n,

f) X~RdG) = E(X) = 3%, D(X) = ©1,

g) X~ Po(1) = E(X) =21, D(X) = 22,

h) X ~Rs(a,b) = E(X) = &2, D(X) = &,
) X~Ex() = E(X) =1, D(X) = %,
) X~N(u, % = E(X) =y, D(X)
k) X~ x%(n) = E(X)=n, D(X) = 2n,

) X ~t(n) = E(X) = 0pron > 2, pron = 1 E(X) neexistuje,D(X) =
-1 pron > 3, pron = 1,2 D(X) neexistuje,

N

&

o?,

m) X ~ F(n,np) = E(X) = % pron, > 3, pron, = 1,2 E(X) neexistuje,
2n2(ny+np—2)

D(X) = oD Pronz > 5, pron, = 1,2, 3,4 D(X) neexistuje.

Vénujme se nyni dvéma nahodnym veli¢in&q) X,. Nejprve ziskame informace
o0 Urovni a variabilité podminéného rozloZeni ndhé veliCinyX; za podminky, Ze

120



nahodna veli¢inaX, se realizovala Cislem,. Tyto informace nam poskytne pod-
minéna stfedni hodnota a podminény rozptyl. Dakebudou zajimat charakteristiky
spolec¢né variability a sily tésnosti linearnihoatzti nahodnych veliCiXy, Xo.

10.14. Definice

a) Diskrétnipfipad: Nech¥(, X;) je diskrétni nahodny vektor anechf, (X1 [X2)
je podminéna pravdépodobnostni funkce nahodnéimglX; za podminky,
Ze ndhodné veli€inX, nabyva hodnoty,. Podminén& stfedni hodnota je
definovana vztahem

VX € R,m (%) > 01 E(Xy %) = Z X172 (X1 [%2)

X1=—00

a podminény rozptyl je definovan vztahem

VX € R,ma (%) > 0:D(Xy %) = Z [x1 — E (X1 1%2)]? map (X4 [%2) -

X1=—00

Tento vzorec Ize upravit do vypocetniho tvaru

D(Xilx) = > Xy (xa1%) - [E (Xe %))

X1=—00

b) Spojity pfipad: NechtXy, X;) je spojity nahodny vektor a neclai, (Xq [x2)
je podminénd hustota pravdépodobnosti ndhodnéimglX; za podminky,
Ze nahodna veliCinX, nabyva hodnoty,. Podminéna stfedni hodnota je
definovana vztahem

00

VX € R, 2 (X2) > 0 E(X1[%2) = f X112 (X1 [%2) dX;

—00

a podminény rozptyl je definovan vztahem

00

o € Ry (%) > 02 D (X4 [p) = f % — E (X [%)]2 g1 (% %) dxa.

—00

Tento vzorec lze upravit do vypocetniho tvaru
D (X11x2) = f X2 (X1 %) dxq — [E (X1 [%2)]°.

c) Pfiménicich serealizacich ndhodné veli¢faye podminéna stfedni hodnota
E (X1 |x2) funkci proménné, a znazorfiuje pribéh zavislosti veliciXy na
veli¢iné X,. Nazyva se regresni funkce veliCity vzhledem k velic¢inex,.
Tvar regresni funkce charakterizuje proménlivostdsiiehodnoty veliCiny
X1 v zavislosti naXo.

Podobné podminény rozptil (X, |x,) je funkci hodnot veli€inyX,. Nazyva
se skedasticka funkce veliCi; vzhledem k veli€inéX,. Tvar skedastické
funkce charakterizuje proménlivost rozptylu veli€¢iky v zavislosti naXs.
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Je-li skedasticka funkce konstantni, fekneme, Zeoezli nahodného vek-
toru (X1, X2) je homoskedastické (tj. podminéné rozptyly nezénés pod-
mince). V opacném pfipadé se rozloZeni ndhodmwéktoru K, X;) nazyva
heteroskedasticke.

10.15. Priklad

Diskrétni nahodny vektoi;, X,) ma simultanni pravdépodobnostni funk¢k, x,),
jejiz hodnoty jsou dany v kontingencni tabulce.

X2 0 1
Xy | (X1, %)
0 1/18 | 3/18
1 4/18 | 3/18
2 6/18 | 1/18

Wpoctéte podminéné stfedni hodnoty a podminéaptyly.

Reseni:
Doplnime kontingencni tabulku o marginalni pravdépbnostni funkcer; (x;)
am (X2).
X2 0 1 | m(x)

Xp | (X1, X2)

0 1/18 | 3/18 | 4/18

1 4/18 | 3/18 | 7/18

2 6/18 | 1/18| 7/18

75 (%) 11/18| 7/18| 1

Dale vypocteme podminénou pravdépodobnostni fugc(x; [X2).

70,00 1 1 (0, 1)
O O = = — = — O 1 = =
T2 ( | ) 7 (O) % 11 152 ( | ) T (1)
r(L0) 15 4 7(1,1)
1 = = —= = — 1 1 = =
my2 (110) 0 41 myp (111) )
71200 721
T2 (2|0) = 7r2(0) = % = 11 12 (2|1) = 7r2(1) =
Jeji hodnoty zapiSeme do tabulky.
Xo 0 1
X1 | 12 (X1 1%2)
0 1/11 | 3/7
1 4/11 | 3/7
2 6/11| 1/7

Nl W

] == ] = = B =
Nl NIW



Nyni jiZ miZeme vypocitat podminéné stfednihoty a podminéné rozptyly.

1 4 6 16
E(X1|0)—o-1—1+1-1—1+2.1_1_1_1,

3 3 1 5
E(X([1)=0-2+1-2+42.2 =2,
(X111) S+l5+2:2=2

1 4 6 (16\° 52
2000 =0 35+ 55+ 7 gy~ (gg) = 2y

3 3 5\ 24
—-n.> 2 ¥ 2, - _ =) = =2
D(X;]1)=0 7+1 7+2 - (7) 29

10.16. Priklad
Necht spojity nahodny vektorq;, X,) ma simultanni hustotu pravdépodobnosti

%

] X+ X% pro0<x; <1, 0<x<1

Wijadrete regresni a skedastickou funkci nahodn&wsl X; vzhledem KX.
Resenf:
Nejprve vypocitame marginalni hustotu veliCiRy.

2 1
902 (XZ) _ { J&l (Xl + XZ) dX]_ = I:X_Zl + Xle]O = X2 + % pro O< X2 < 1’

0 jinak.
Dale vypocteme podminénou hustgtyy (X1 [X2).

e(xXe) _ xtXe _ 2(x1+Xp) pro0< X, < 1

1 2%+1
o1 (X [xp) =4 #202  xe ? N
| 0 jinak

Regresni funkce:

o0 L2(xg + %
E(Xix) = f X1112(X1|X2)dX1 =f X del =
—00 O

Y2 +1
2 [ 2" 2 (1 %\ 3%+2
= — +Xo=| = -4 == —
2%+1|3 22|, 2%+1\3" 2/ 3@2q+1)

Skedasticka funkce:

D (X11%2)

f [ — E (X1 1%2)]? @12 (X1 [%2) dXq
22 (X + %) _6x§+6x2+1

fl[x— 3% + 2
o |1 3@%e+1)| 26+1 ' 2(6xp+3)

Vidime, Ze rozloZeni nahodného vektoy (X,) je heteroskedastické.

Jako motivace pro zavedeni charakteristik spolec¢riébidity nahodnych velicirXy,
X, a sily tésnosti linearniho vztahu mezi nimi nam pogl@ampiricka kovariancs;»
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a empiricky koeficient korelacg,. Empiricka kovariance,; byla definovana jako
aritmeticky prdmér soucinli centrovanych hodnot g&ivky koeficient korelace
r1, jako aritmeticky priimér soucinti standardizovanfickinot. Lze tedy ocekavat,
Ze teoreticka kovarianc€(Xy, X») bude stfedni hodnotou soucini centrovanych
hodnot a teoreticky koeficient korela$X,, X,) bude stfedni hodnotou soucin(
standardizovanych hodnot.

10.17. Definice

Kovarianci ndhodnych veli€inXy, X,, které maji stfedni hodnotiE(X,), E(Xy),
rozumime cislo
C(X1, X2) = E([X1 = E(X)][X2 — E(X2)])

(pokud stfedni hodnoty vpravo existuji). Zvéty 10]plyne, Ze v diskrétnim pfipadé
je kovariance dana vzorcem

(o)

CXuX) = > > - E(Xo)llx - E(X)n(x. %)

X1=—00 Xp=—00

a ve spojitém pfipadé vzorcem

(X, Xo) = f f % — ECOII% — EXo)e(x. %) dxals

—00 —00

(pokud dvojna suma Ci dvojny integral vpravo absolutnaverguiji).

Kovariance je Cislo, které charakterizuje proméndivieealizaci ndhodnych veli€in
X1, X, kolem jejich stfednich hodnot s pfihlédnutim k jejipravdépodobnostem.
Je-li kovariance kladna (zaporna), pak to svédci isterci jistého stupné pfimé
(nepfimé) linearni zavislosti mezi realizacemhaoénych veli€inX;, X;. Je-li ko-
variance nulova, pak fikame, Ze nahodné veli¢fayX, jsou nekorelované a zna-
mena to, Ze mezi jejich realizacemi neni Zadny Ime&ztah. Pozor — z nekorelo-
vanosti nevyplyva stochastickd nezavislost, zatime stochastické nezavislosti
plyne nekorelovanost. Kovariance je teoretickym p&kém vaZzené kovariance
z[definice 3.20.

10.18. Priklad

Diskrétni nahodny vektoi{;, X;) mé simultanni pravdépodobnostni funkci s hodno-
tami: 7(0,-1) = ¢, 7(0,0) = n(0,1) = n(1,-1) = n(2,-1) = 0, 7(1,0) = n(1,1) =
n(2,1) = 2c, n(2,0) = 3c, (X1, %) = 0 jinak. UrCete konstantg a vypoctéte
C(Xyg, X2).

Resent:
Hodnoty simultanni pravdépodobnostni funkce a obotgmalnich pravdépodob-
nostnich funkci usporadame do kontingencni tajulk



X -1 0 1 m1(X1)
0 c 0 0 (o
1 0 2c 2c 4c
2 0 3c 2c 5c
| m(e) | ¢ | 5c 4 | 1

Z normovanosti pravdépodobnostni funkce diskrétmiabodného vektoru (viz
ivéta 7.8, vektorovy pripad) dostavames 01, tedyc = 0,1.

2
E(X) = Y xum(xa) =0-01+1-04+2:05=14

X1=0

1
E(X) = Y. Xm(x) = -1-0.1+0-05+1-04=03

Xo=—1
2 1
C(X, Xp) = Z Z [X1 — E(X0)][ %2 — E(X2)]7(X1, X2) =
x1=0 xpo=—1

—(0-14)-(-1-0,3)-01+---+(2-14)-(1-03)-02 = 0,18

10.19. Definice

Koeficientem korelace ndhodnych veli¢irX;, X, rozumime €islo

X1i—E(X1) | Xo—E(X2)
R(Xl, Xz) = { 5( VD(X?) VD02 ) Jrl)::]c;.kv D(Xl) \Y D(Xz) > O,

(Koeficient korelace je €islo, které charakterizugni@st linearni zavislosti realizaci
nahodnych veli€inX;, X,. Cim blizsi je 1, tim tésnéjsi je pfima linearavislost,
¢im bliZsi je -1, tim t€snéjsi je nepfima larai zavislost.)

Nyni se podrobné seznamime s fadou vlastnosti uyédenych Ciselnych charak-
teristik a vyuZijeme jich pfi feSeni nékolika plakiC.

10.20. Véta

Nechta, a;, a, b, by, b, jsou redlna CislaX, Xi,..., X,, Y1,..., Yy jsou ndhodné

veli¢iny definované na témz pravdépodobnostnimtorosV nasledujicich vzorcich
vZdy z existence Ciselnych charakteristik na praveng vyplyva existence vyrazu
na levé strané.

Vlastnosti stfedni hodnoty
a) E(a) =a,
b) E(a+ bX) = a+ bE(X),
c) E(X-E(X)) =0,

d) E (zl xi) - é E(X),
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e) Jsou-li ndhodné veli€inyXy,..., X, stochasticky nezavislé, pak plati

E(i:ﬁlxi) - i:]E[lE(Xi).

Vlastnosti kovariance

a) C(ag, X2) = C(Xy,a2) = C(ag, @) = 0,

b) C(a; + b1 Xy, a + byX5) = bib,C(Xy, Xo),
c) C(X X) = D(X),

d) C(X1, Xz) = C(Xz, X1),

e) C(Xg, Xp) = E(X1X2) — ECX)E(Xy),

) c(_zilxi,glvj) = 3 3 C(X, Y).

i=1 j=1
Vlastnosti rozptylu

a) D(a) =0,
b) D(a+ bX) = b?D(X),
c) D(X) = E(X?) - [E(X)]?,

d) D(éxi):él D) +25 ilc(xi,x,-) (Jsou-li nahodné velicin, . . .,

i=1 j=i+

Xn nekorelované, pal (é)g) = é D(X) )

Vlastnosti koeficientu korelace

a) R(a1, X2) = R(X1, &) = R(ag, a) = 0,

b) R(ay + b1 Xy, @ + b2Xz) = sgnpib2)R(Xy1, X2),

c) R(X, X) =1 proD(X) # 0,R(X, X) = 0 jinak,

d) R(X1, X2) = R(X2, X1)

C(X1,X2)
&) R(Xe. %) = { e Pro VDO VD(Xe) > O,
0 jinak,

f) |R(X1, X2)| < 1 a rovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyz mezi veliCina-
mi Xy, X, existuje s pravdépodobnosti 1 Upln& linearni Zésis tj. existuji
konstantya,, a; tak, ZeP(X; = a;+a,X;) = 1. (Uvedena nerovnost se nazyva
Cauchyova-Schwarzova-Buriakovského nerovnost.)

® 10.21. Priklad

\\\
Vi

Wpoctéte koeficient korelace nahodnych veli&in X, z[pfikladu 10.18.

Resent:
V prikladu 10.18 byla vypoctena kovarianC€X, X;) = 0,18. Staci tedy vypocitat
smérodatné odchylky veliCiK;, X.
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2

D(X1) = Z[Xl — E(X))?m(x) =

X1:0

=(0-147%-01+(1-147°-04+(2-14)?%-05=0,44

1
D(Xo) = " [Xo — E(Xo)|?ma(xe) =

Xo=—1

=(-1-0,3?-0,1+(0-0,37?-0,5+(1-0,3)?-0,4 = 0,41

C(X,X) 018
vD(X1) VD(X;)  v0,44+0,41

R(Xl’ XZ) =

2

10.22. Priklad ®

Nahodna veli¢inaX ma stredni hodnotu a rozptylo?. Wpodtéte stfedni hodnotu
a rozptyl centrované nahodné veliCiny = X — u a stfedni hodnotu a rozptyl
standardizované nahodné velicidy= %%,

N

Reseni:
E(Y)=EX-w)=E(X)-E@) =pu-u=0,
D(Y) = D(X — ) = D(X) = 0,

E(U):E(ﬂ):%E(X—y):g-O:O,

X — 1 1
D(U) = D(—“) = SD(X-p) = —o?=1
(o ag g

10.23. Priklad ®

Nahodné veli€iny, Y jsou nahodné chyby, které vznikaji na vstupnimzsaii. Maji
stfedni hodnotye(X) = -2, E(Y) = 4 a rozptylyD(X) = 4, D(Y) = 9. Koeficient
korelace téchto chyb j&(X, Y) = —0,5. Chyba na vystupu zafizeni souvisi s chybami
na vstupu funkéni zavislosti = 3X2 - 2XY + Y2 - 3. Najdéte stfedni hodnotu chyby
na vystupu.

Resent:
E(Z) = E(3X% — 2XY + Y2 - 3) = 3E(X?) — 2E(XY) + E(Y?) - E(3) =
= 3{D(X) + [E(X)]?} - 2[C(X. Y) + E(X)E(Y)] + D(Y) + [E(Y)]* -3 =
= 3[D(X) + [E()]°] - 2[R(X, Y) YD(X) yD(Y) + E(X)E(Y)] + D(Y)+
+[E(V)]?-3=3(4+4)-2[-05-2-3+(-2)-4]+9+16-3=
=24+22+25-3=68

Pokud nezname rozloZeni pravdépodobnosti naheelii@ny, ale jenom jeji stfedni
hodnotu a rozptyl, pak miiZeme pomoci tzeb@sevovy nerovnosti aspoii odhad-
nout pravdépodobnost, Ze tato nahodna veli¢ina sevédtgedni hodnoty odchyli
0 vice nez-ndsobek své smérodatné odchylky.
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10.24. Véta

Necht nezaporna nahodna veli¢iXama stfedni hodnotu. Pak platiCebyevova
nerovnost 1. typu
i
PX>e¢g)<—,
E

kdee je libovolné kladné €islo.

Vyznam Gebysevovy nerovnosti I. typu spoéiva v tom, Ze pokuzhéene rozloZeni
nahodné veliciny, ale zname jeji stfedni hodnotak pniZzeme hrubé odhadnout
pravdépodobnost, s jakou nezaporna nahodna val€mabude hodnoty alespeti

10.25. Priklad

Pocet slunec¢nych dni v roce na urCitém misté jeod@ald proménnX se stfedni
hodnotou 85 dni. Jaka je pravdépodobnost, Ze v puiibeku nebude na tomto misté
vice neZ 198 slunec¢nych dni?

Resenf:
Spocteme -
P(X<198)>1- — =0,57.
(X <£198)> 108 0,5
Tedy pravdépodobnost, Ze v pribéhu roku nebude n&éumdinisté vice neZ 198

slunecnych dni, je asib7.

10.26. Véta

Necht nahodna veliginX ma stfedni hodnotu a rozptylo2. Pak platiCebyevova

nerovnost I1. typu ,

Ve > 0:P(X -l > &) < =
E

Oznacime-lie = to, pak pro
1
Yt>0:P(X—ul >to) < z

Vyznam Gebysevovy nerovnosti Il typu spociva vtom, Ze pokedméame rozloZeni
nahodné velic¢iny, ale zname jeji stfedni hodnotozptyl, pak midZeme odhadnout
pravdépodobnost, s jakou se od své stfedni hodnotyytidelvice nezt-nasobek
své smérodatné odchylky.

~
|

E(x) — i VD(X) Ekx) E(X) +=t VD(X)

10.27. Priklad
NechtE(X) = u, D(X) = o2.



a) Odhadnét®(|X — u| > 30).

b) JestlizeX ~ N(u, 02), vypoctéteP(IX — u| > 30).
Resenf:
ada) P(X-pul>30)<%=3%=01
(Tento vysledek je znam jakgwavidlo 30- afik4, Ze nejvyse 11 % realizaci nAhodné
veli¢iny leZi vné intervaluyg — 3o, u + 307).)
ad b) P(X-pul >30) =1-P(-30 < X-pu < 30) = 1-P(-3<2£ <3)
=1-0(3)+ D(-3) = 2[1 - ©(3)] = 2(1- 0,99865)= 0,0027.
(Ma-li nahodna veli€¢ina normalni rozdéleni, patuge 027 % realizaci leZi vné
intervalu « — 3o, u + 307).)

V z&avéru kapitoly se soustfedime na vlastnosti stféddnoty a rozptylu ndhodné
veli€iny s normalnim rozlozenim.

10.28. Véta
a) JestlizeX ~ N(u, o), pakE(X) = u, D(X) = o2. 2
b) JestlizeX ~ N(u, o) aY = a+ bX, pakY ~ N(a -+ by, b202). 2
c) JestlizeXy,..., X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veli€iny a neght
NGu,02),i=1....nY = _ilxi, pak
=

i=1

10.29. Priklad

NechtX;, X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veliCiky~ N(0,1),i = 1, 2.
Zjistéte, jaké rozloZeni ma transformovana nalidaliCinaY = 3 + X; — 2X,
urCete jeho parametry a najdéte dolni kvartil nahodel&iny Y.

N

Reseni:

Y ~ N(E(Y), D(Y)), pficem?
E(Y) = E(3+ X1 — 2X,) = 3+ E(X1) —2E(X;) =3+0-2-0= 3,
D(Y) = D(3 + X; — 2Xp) = D(X1) + (-2f°’D(X) =1+4-1=5,

tedy Y ~ N(3,5). Nyni vypocitame dolni kvartil. WuZijeme tohdet) = Y2 ~

V5
N(0, 1), tedyKo25(Y) = 3+ VBugos = 3— V5-0,67449= 1,4918.

Shrnuti kapitoly

P¥i zavadéni Ciselnych charakteristik nahodnyelicin nas motivuji Ciselné charak-
teristiky znakd, jak jsme je poznali {& 3- kapifole.

Jako charakteristika polohy Ciselnych realizaci g@ajahodné veliciny aspori or-
dinélniho typu slouZiz-kvantil a jeho specialni pfipadynedian, dolni a horni
kvartil. Variabilitu charakterizujemdvartilovou odchylkou. Vypocet kvantil(i

N
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neni pfilis jednoducha zaleZitost, proto jsou kilgmékolika typl rozloZeni tabe-
lovany nebo je Ize ziskat pomoci specialniho stakstho software.

Pro nahodné veli¢iny intervalového a poméroveéhaiypuzivame jako charakteris-
tiku polohystiedni hodnotu — teoreticky protéjSek aritmetického priiméru. Pamo
stfedni hodnoty pak definujeme dalsi Ciselné charadtiky: rozptyl a jeho druhou
odmocninu -smérodatnou odchylku, kovarianci akoeficient korelace.

Informace o Grovni a variabilité hodnot jedné ndhodméiciny za predpokladu,
Ze druha nahodna veliCina se realizovala urCitoukkémmi hodnotou, poskytuji
podminéna stfedni hodnota (regresni funkce) podminény rozptyl (skedasticka
funkce).

Reseni konkrétnich prikladd velmi usnadriuji vamrkteré popisujilastnosti &sel-
nych charakteristik.

Kontrolni otazky a ukoly

1. Pomoaoci statistickych tabulek vypoctéte nasledlgiantily:
Uo.95, U010 X5,975(10), X 025(9) t0.90(8), to.05(6), Foo75(5, 7), Fo,025(8, 6).
[Uos = 1,64485,Uq10 = —1,28155,x2,.4(10) = 20483, x2,{9) = 2.7,
tooo(8) = 1,3968,t005(6) = —1,9432, Fe75(5,7) = 5,2852, Fg025(8,6) =
1/Fo975(6,8) = 1/4,6517= 0,215]

2. NechtX ~ N(—l, 4) Najdétd<0025()<)
[Koo2s(X) = 2 Upgps — 1 = —2- 195996 1 = —4,91992]

3. NechtXy, X, jsou stochasticky nezavislé nahodné veli€iny takaeeX; ~
N(2,4), X, ~ N(-1,9). Wpoctéte 99% kvantil transformované nahodné
veliciny Y = 2X; — 3X, + 5.

[Y ~ N(12,97), Kogo(Y) = VO7- Ugge + 12 = 349119]

4. V zésilce 15 vyrobkl je 5 nekvalitnich. Nahodna Vislec X udava pocet
nekvalitnich vyrobkl mezi ¢tyfmi nahodné vybramyvyrobky. \Wpoctéte
jeji stfedni hodnotu a rozptyl, jestlize vybér bylopeden a) s vracenim,
b) bez vraceni. (Navod: v bodé (a) mabinomickeé rozlozZeni, v bodé (b)
hypergeometrické.)

[a) X ~ Bi(4,3), E(X) = 2, D(X) = g b) X ~ Hg(15,5,4), E(X) = %,
D(X) = 5

5. Sledovana Zelezni¢ni trasa vykazuje velké nerovntatZze zatiZeni jed-
notlivé vozové napravy nahodné kolisé, teoretiskgjitym zplsobem. Prak-
ticky jsou znamy jen ¢astecné informace, takZe uyarbe o diskrétni ndhodné
veli€iné X (ndhodné zatiZeni v tunach) s pravdépodobnosimidi 7(x) =
0,15 prox = 6, n(x) = 0,65 prox = 30, n(x) = 0,2 pro x = 70,
7(X) = 0 jinak. P¥i kalkulaci naklad(l se ekonom zajima o dtiieopotfebeni
naprav dané vzorcerd = 1,15X2. Wpoctéte stfedni hodnotu opotfebeni.
[E(Y) = 1,15- E(X?) = 180596]

6. Pocet rliznych druhl zboZi, které zakaznik nakqipjedné navstévé ob-
chodu, je nahodné veli¢iné. Dlouhodobym sledovanim bylo zjisténo, Xe
nabyva hodnot(, 2, 3,4 s pravdépodobnostmjZb, 055,011, Q07 a Q02.



a) Najdéte distribucni funkci nahodné veliCiKya nakreslete jeji graf.
b) Wpoctéte stfedni hodnotu nahodné veliCKy
c) Wpoctéte rozptyl ndhodné veligiry.
[@) X € (=00,0) : d(X) =0,x€e(0,1): d(x) =0,25,x€(1,2) : d(x) =0,8,
X€(2,3): ®(X) =0,91,x€(3,4): ®(X) =0,98,x€ (4,0) : ®(X) =1
1,2 4

1,0 A —

0,8 —

0,6
0,4 A
0,2

0,0 t—

-0,2 T T T T T 1
-1 0 1 2 3 4 5

b) E(X) = 1,06, c)D(X) = 0,8164]

7. Strelec stfili % nezavisle na sobé do terCe. Pfi kazdém vystfelure t
S pravdépodobnosﬁi. Za zasah ziska 2 body, jinak ztrati 2 body. Wpoctéte
stfedni hodnotu a rozptyl poc¢tu ziskanych bodd.
[X — pocet ziskanych bod nabyva hodnot-6, -2, 2, 6 s pravdépodob-

nostmig;, & &, 2. E(X) = 3,D(X) = 9.]

8. UvaZme rodinu se tfemi détmi. Pfedpokladame, Zzeggpodobnost narozeni
chlapce i divky je stejnda. Ndhodna velicikaudava pocet divek v této
rodiné (ma binomickeé rozlozeni) , transformovanéodna veliCinaY =
—~100X? + 300X + 500 udava roc¢ni naklady (v dolarech) na osaceni. dét
Wpoctéte stfedni hodnotu nahodné velicy
[X ~ Bi(3,3), E(X) = 2, D(X) = 2 = E(X?) - [E(X)]?, tedy E(X?) = 3,
E(Y) = —100- E(X?) + 300- E(X) + 500= 650.]

9. V zasilce 10 vyrobki je 8 kvalitnich a 2 zmetky. Mezi kitaimi vyrobky
je 5 vyrobk( 1. jakosti a 3 vyrobky 2. jakosti. Ze zasilkghodné vybereme
bez vraceni 2 vyrobky. Zavedeme nadhodnou veli¢taukterq udava pocet
kvalitnich vyrobk(l ve vybéru a ndhodnou veli€idi, kterd udava pocet
vyrobkd 1. jakosti ve vybéru.

a) Najdéte simultanni pravdépodobnostni funkci amlaeginalni prav-
dépodobnostni funkce.

b) Wpoctéte koeficient korelace nahodnych veligin X,.

c) Wijadrete podminénou pravdépodobnostni fumkgi(X; [Xz2).

d) Wpoctéte podminénou stfedni hodnbt(X; |0) a podminény rozptyl

D (X, |0).
[&)

Xo 0 1 2 | m(x)
Xt | (X1, %)
0 1/45 0 0 1/45
1 6/45 | 10/45 0 16/45
2 3/45 | 15/45| 10/45| 28/45
72 (X2) 10/45| 25/45| 10/45 1
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10.

11.

12.

13.

14.

b) R(Xy, Xo) = 0,503, c)

Xo 0 1 2
Xy | 7y (X [X2)
0 1/10 0 0
1 6/10| 10/25| 0
2 3/10| 15/25]| 1

d) E (X1]0) = 1,2, D (X1 |0) = 0, 36]

Nahodna veli¢inaX udava prijem manzela (v tisicich dolar) a nahod-
na veliCinaY udava pfijem manzZelky (v tisicich dolar(l). Je m@asi-
multanni pravdépodobnostni funkeéx,y) diskrétniho ndhodného vektoru
(X, Y): 7(10,10) = 0,2, n(10,20) = 0,04, n(10,30) = 0,01, n(10,40) =
0, n(20,10) = 0,1, n(20,20) = 0,36, 7(20,30) = 0,09, n(20,40) = O,
7(30,10) = 0, 7(30,20) = 0,05, n(30,30) = 0,1, 7(30,40) = 0, 7(40, 10) =
0, 7(40, 20) = 0, 7(40, 30) = 0, 7(40, 40) = 0,05, (X, y) = 0O jinak.
a) Wpoctéte korelacni koeficient ndhodnych veliXi, Y.
b) Wpoctéte stfedni hodnotu a smérodatnou odchyéhodné veli¢iny
Z = 0,1X+0,2Y, ktera vyjadfuje pfispévek obou manzelli na diichod
(Nahodna veliinaZ vyjadiuje, Ze pfispévek na dlichod ¢ini 10 %
manZelova platu a 20 % manzelCina platu.)

[A)R(X,Y) = =22_ =076, bE(Z) =6,D(2) = 5,36]

V60V70
Nahodné veliinyX;, X, maji kovarianci 12. Wpoctéte kovarianci nahod-
nych veli¢inY; = =8 + 11Xy, Y, = 6 — 4X,. [-528]
Nahodna veliinaX udava vysku v metrech a nahodna veli¢viaidava

hmotnost v gramech. Jak se zméni kovariance a koeficieatda®, jestlize
vysku vyjadfime v cm a hmotnost v kg?
[Kovariance se 18 zmensi, koeficient korelace se nezmeéni.]

Néahodna veli€ina ma stfedni hodnotu a smérodatnou odchylka. Kolik
procent realizaci této ndhodné veliCiny se bude hasthe intervalu g —
20, 1 + 207)7? [aspon 75 %]

PouZijte @bysevovu nerovnost Il. typu k odhadu pravdépodobnbstpri
600 hodech kostkou padne Sestka aspotidbejvyse 12%. [aspon (86]



Zakon velkych Cisel
a centralni limitni véta




11. Zakon velkych Cisel a centralni limitni véta

134

<

N

Cil kapitoly
Po prostudovani této kapitoly budete umét:

m odhadnout pravdépodobnost, s niZ se ndhodna veli@alizuje v urcité
vzdalenosti od své stfedni hodnoty

m odhadnout pravdépodobnost Uspéchu v posloupnostioepakch nezavis-
lych pokust relativni ¢etnosti tohoto tUspéchu

m aproximovat distribu¢ni funkci binomického rozloZedistribu¢ni funkci
standardizovaného normalniho rozloZeni

Casova zaté7
Na prostudovani této kapitoly budete potfebovat asaditstudia.

V B Kkapitolé, konkrétné { definici 5.6, jsme se seznasiéimpirickym zakonem
velkych Cisel, ktery tvrdil, Ze pfi mnohonasobnérazavislém opakovani téhoz
nahodného pokusu se relativni ¢etnost jevu blidivdépodobnosti tohoto jevu. Jak
uvidime, je empiricky zakon velkych cisel speciafrpfipadem obecnéjSiho zakona
velkych ¢isel. Tento dlsledek uvedeme jako Bernouliiegtu.

11.1. Motivace

Zakon velkych Cisel vyjadfuje skute¢nost, Ze s @asim poctem nezavislych
opakovani ndhodného pokusu se empirické charatitgrikteré popisuji vysledky

téchto pokust, bliZi teoretickym charakteristikénapf. relativni ¢etnost Gspéchu
se bliZi pravdépodobnosti Uspéchu, ¢etnostnkdanse bliZi pravdépodobnostni

s

funkci, hustota Cetnosti se bliZi hustoté pravdéymusti apod.

Centralni limitni véta tvrdi, Ze za jistych podmkmaa soucet nezavislych nahodnych
veli€in s tymZ rozloZenim pfiblizné normalnizioZeni. Normalni rozloZeni je tedy
rozloZenim limitnim, k némuz se bliZi vSechnalodeni, proto hraje velmi dileZitou
roli v poctu pravdépodobnosti a matematické statistice

11.2. Véta

Necht {X,}>, je posloupnost stochasticky nezavislych nahodnydi€ine ktere

maji st?egni hodnoty a rozptylyo?. Pak pro posloupnost aritmetickych prdmérd
n

{% ;1 Xi} plati:

i=1

2

o
<gl|l>1-—,
ne?

1 n
—in—,u >8):O.
ni=1

Uvedena véta se nazyva zékon velkych &isel nebC&eBysevova véta. Jeji tvrzeni
fika, Ze posloupnost aritmetickych priiméri komyge podle pravdépodobnosti ke
stfedni hodnoté:. Tedy pfi dostatecné velkém poctu pokust Ize stiduaminotu
odhadnout priimérem vysledk{ jednotlivych pokusu.

\7’8>0:P[1

neboli
Ye>0: IimP(

Nn—oo




11.3. DUsledek

Necht ndhodna veli€ind,, udava pocet Uspéchl v posloupnastbpakovanych
nezavislych pokus, pficemzZ v kazdém pokusu nastspéch s pravdépodobnos-

ti v. Podle[definice 912tY, ~ Bi(n,v). Pak pro posloupnost relativnich ¢etnosti
Yo | .

{F}nzl platl.

H1-9) 1

>1-—,
ne? 4ne?

Vs>O:P(

Y,
—n—ﬁ‘<8)21—
n

neboli V.
Ve >0 lim P(‘—”—ﬂ‘ >e):o.
n—oo n
Tento diisledek Ebysevovy véty se nazyBernoulliova véta. Wiadfuje skute¢nost,
Ze posloupnost relativnich ¢etnosti konverguje ppdéeydépodobnosti k pravdépo-
dobnosti Uspéchu. Tedy pfi dostatecné velkém poctu pokustl Ize praed@®bnost
uspéchu odhadnout relativni cetnosti tspéchu.

11.4. Pfiklad

PFi vystupni kontrole bylo zjisténo, Ze mezi 3000 kmtovanymi vyrobky je
12 zmetk(. Jaka je pravdépodobnost, Ze relativniasttvyskytu zmetku se od
pravdépodobnosti vyskytu zmetku neliSi o vice ngr@

Resent:

Ya000— Pocet zmetk{ mezi kontrolovanymi vyrobReso ~ Bi(300Qv), v ~ zt=.
Podle Bernoulliovy véty dostavame:

9(1 - 9) 1

>1- ——.
ne? 4ne?

\7’5>0:P(

Y,
L 19‘ < s) >1-
n
V nasem pfipadé = 0,01,n = 3000,y ~ =2 tedy

3000°
i

JiZ nékolikrat jsme se zminili o tom, Ze normalnilazni je vibec nejdlleZit&jsi
typ rozlozZeni. Centralni limitni véta nam da odpdve otazku, pro¢ tomu tak je.

12 2988

Y3000 ' ) 30003000
—— —9<001)>1- ————— =0,_872
3000 < 3000- 0,0001

11.5. Véta

Lindebergova-Lévyova centralni limitni véta. Né¢ht,}> | je posloupnost stocha-
sticky nezavislych ndhodnych veli¢in, které ma&eehny totéZ rozloZeni se stfedni
hodnotoy: a rozptylemo2. Pak pro posloupnost standardizovanych souét(

Xi —nu
i=1

oyn
plati: ¥x € R : lim P(U, < X) = ®(X), kde ®(x) je distribuCni funkce rozlozeni
N(O, 1).

n

U, = n=212,...
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Lindebergova-Lévyova centralni limitni véta fika, Ze pro dostatec¢né velk&prak-
ticky staCin > 30) Ize rozloZeni souctu stochasticky nezavislydeps rozloZenych
nahodnych veli¢in aproximovat normalnim rozlozaml(nu, no?).

Pfi praktickych vypoctech se €asto pouZziva ddsle centralni limitni véty, a to

Moivreova-Laplaceova Vvéta, ktera za urcitych podekimmozni nahradit sloZity

vypocet distribu¢ni funkce binomického rozloZzgeiinoduchym hledanim v tab-
ulkach hodnot distribu¢ni funkce standardizovanébomélniho rozloZeni. Pokud
vSak mame k dispozici statisticky software, dame pied pfesnému vypoctu pred
aproximativnim.

11.6. DUsledek

Moivreova-Laplaceova véta. Nechit,} | je posloupnost stochasticky nezavislych
nahodnych veli¢inY, ~ Bi(n,v),n=1,2,... Pak plati:

X

VyeR: |I||| I:(Yn < y) = lim P \/Yﬂ( 19) \/|y|19(1 lf))
n—oo I

nd
( V(1 — 19))
kde ®(X) je distribu¢ni funkce rozloZzemi(0, 1).

Moivreova-Laplaceova véta tvrdi, Ze za urcitych podminek Ize binomické roaoi
aproximovat standardizovanym normalnim rozloiemp‘roximace se povaZuje za
vyhovujici, kdyZ jsou splnény podminlgh <v<fmzam(l-v)>09.

11.7. Priklad

Mezi dluZniky urcité banky je 10 % klientd, ktefi mgjotiZe se splacenim dluhu,
zbylych 90 % klient(l potiZe se splacenim dluhu neda&a je pravdépodobnost, Ze
mezi ndhodné vybranym vzorkem 200 dluzZnikd jich bondgproblémy se splacenim

a) 20az 25;
b) nejvyse 10;
c) nejméné 307
Resent:
X — pocet dluznikd, ktefi maji problémy se spldoenX ~ Bi(200;Q1), E(X) =
D(X) = 18. Nejdfive ovéfime, zda jsou splnény podminKikimarych je aproximace
vyhovujici:

_ 200
50051 2005<01<s50

tedy obé podminky jsou spinény.
Ad a)

200-0,1-0,9=18> 9, = 0,995

19— 20 X - 20 25-20

Vie  vis = vis
~ ®(1,179)— ©(~0,236) = 0,87900- 1 + 0,59483= 0,4748

P(20< X <25)=P(19< X<25)=P



V nadhodné vybraném vzorku 200 dluZnikd jich bude pngtblémy se splacenim 20
az 25 s pravdépodobnosti ag#®48 (pfesnym vypoctem 0,4340).

Ad b)
X-20 10-2
P(X < 10) = P( 0.1 O) ~ d(-2,357) = 1 - 0,99086= 0,00914
V18 V18

V nahodné vybraném vzorku 200 dluznik{ jich bude pritblémy se splacenim

nejvyse 10 s pravdépodobnosti agi@®14 (pfesnym vypoctem 0,00807).

Ad c¢)

X-20 - 29-20
Vi8 V18

V nahodné vybraném vzorku 200 dluznikd jich bude pritblémy se splacenim
nejméné 30 s pravdépodobnosti adily (pfesnym vypoctem 0,0163).

P(30<X) =1-P(X <29)=1— P( ) ~1-0(2,121)= 0,017

11.8. Priklad ®
V urcité skupiné zaméstnanct je 10 % s prijmem, kpekracuje celostatni primeér. // &
Kolik zaméstnancl z této skupiny je tfeba vybrat, abyavgépodobnosti aspon
0,95 bylo mezi nimi 8 % aZ 12 % zaméstnancl s nadprimmémpijjmem?
Resent:
X — pocet zaméstnancl s nadprdmérnym prijm¥m; Bi(n;0,1), E(X) = 0,1n,
D(X) = 0,09n,

X

0,95 < P(o,os << 0,12) — P(0,080 < X < 0,12n) =
B (0,08n -0,1n - X -0,1n - 0,12n - 0,1n) B
v0,0n ~ 4009  +/0,09n
_p(z¥n X=0In _ v\ (V) (_0)
15 4/0,09n 15 15 15
IR Vi

tedyl—‘/g' > Ugg7s = 1,96 = +/n > 294 = n > 865. Pro splnéni podminek je
zapotrebi vybrat aspori 865 zaméstnanc.
Shrnuti kapitoly
V této kapitole jsme ukdazali, Ze jiz dfive vyslovemmpiricky zakon velkych //
Cisel je specialnim pfipadem obecnéjS#aona velkych Cisel, ktery popisuje

pravdépodobnostni chovani posloupnosti aritmgtibkprdmérd stochasticky ne-
zavislych nahodnych velicin s touZ stfedni hodnoa rozptylem. Disledek tohoto
zakona (zvaného téZebySevova véta) jsme uvedli jakder noulliovu vétu.

Seznamili jsme se téZ Isindeber govou-L évyovou centralni vétou, ktera tvrdi,
Ze za urCitych podminek Ize rozloZeni souctu nadyeth velicin s jakymkoliv ro-
zloZenim aproximovat normalnim rozloZzenim. Toteni tedy vysvétluje dlileZi-
tost normalniho rozloZeni. Historicky starsi nafotvéta je jeji disledek uvadény
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11. Zakon velkych Cisel a centralni limitni véta

jako Moivreova-L aplaceova véta, kterd umoZriuje aproximovat binomické ro-
zloZeni normalnim rozloZzenim.

7 Kontrolni otazky a ukoly

\ |/

1. Pravdépodobnost, Ze vyrobek ma 1. jakost,3€0,9. Kolik vyrobkl je tfeba
zkontrolovat, aby s pravdépodobnosti aspon 0,99 bytacamo, Ze rozdil
relativni ¢etnosti poctu vyrobkd 1. jakosti a prapdéobnostiv = 0,9 byl
v absolutni hodnoté mensi ne8? K vypoctu pouzijte jak Bernoulliovu
vétu, tak Moivreovu-Laplaceovu vétu a vysledky porgiee
[Pomoci Bernoulliovy vétyn > 10000, pomoci Moivre-Laplaceovy véty:
n> 666.]

2. Pravdépodobnost narozeni chlapce je 0,515. Jaka jel@padobnost, Ze
mezi 10 000 novorozenci bude
a) vice dévcat neZ chlapcd,
b) chlapcl od 5000 do 5 300,
c) relativni ¢etnost chlapcli v mezich od 0,515 do 0,517?
[@) 0,00135, b)0,9973, c)0,15542]

3. Pravdépodobnost zasahu terCe jednim vystrelendjk@likrat je tfeba vys-
tfelit, aby absolutni hodnota odchylky relativni desti zasah( od uvedené
pravdépodobnosti byla mensi neZ 0,02 s pravdépodstbaspori 0,957

[Je zapotfebi aspori 2305 vystield.]

N\
i
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Priloha A — Statistické tabulky

Distribuéni funkce standardizovaného normalniho rozloZeni
u ®(u) u 0l(V)] u D(u) u D(u)
0,00 0,50000 | 0,50 0,69146 | 1,00 0,84134 | 1,50 0,93319
0,01 0,50399 | 0,51 0,69497 | 1,01 0,84375 | 1,51 0,93448
0,02 0,50798 | 0,52 0,69847 | 1,02 0,84614 | 1,52 0,93574
0,03 0,51197 | 0,53 0,70194 | 1,03 0,84850 | 1,53 0,93699
0,04 0,51595 | 0,54 0,70540 | 1,04 0,85083 | 1,54 0,93822
0,05 0,51994 | 0,55 0,70884 | 1,05 0,85314 | 1,55 0,93943
0,06 0,52392 | 0,56 0,71226 | 1,06 0,85543 | 1,56 0,94062
0,07 0,52790 | 0,57 0,71566 | 1,07 0,85769 1,57 0,94179
0,08 0,53188 | 0,58 0,71904 | 1,08 0,85993 | 1,58 0,94295
0,09 0,53586 | 0,59 0,72240 | 1,09 0,86214 | 1,59 0,94408
0,10 0,53983 | 0,60 0,72575 | 1,10 0,86433 | 1,60 0,94520
0,11 0,54380 | 0,61 0,72907 | 1,11 0,86650 | 1,61 0,94630
0,12 0,54776 | 0,62 0,73237 | 1,12 0,86864 | 1,62 0,94738
0,13 0,55172 | 0,63 0,73565 | 1,13 0,87076 | 1,63 0,94845
0,14 0,55567 | 0,64 0,73891 | 1,14 0,87286 | 1,64 0,94950
0,15 0,55962 | 0,65 0,74215 | 1,15 0,87493 | 1,65 0,95053
0,16 0,56356 | 0,66 0,74537 | 1,16 0,87698 | 1,66 0,95154
0,17 0,56749 | 0,67 0,74857 | 1,17 0,87900 | 1,67 0,95254
0,18 0,57142 | 0,68 0,75175 | 1,18 0,88100 | 1,68 0,95352
0,19 0,57535 | 0,69 0,75490 | 1,19 0,88298 | 1,69 0,95449
0,20 0,57926 | 0,70 0,75804 | 1,20 0,88493 | 1,70 0,95543
0,21 0,58317 | 0,71 0,76115 | 1,21 0,88686 | 1,71 0,95637
0,22 0,58706 | 0,72 0,76424 | 1,22 0,88877 1,72 0,95728
0,23 0,59095 | 0,73 0,76730 | 1,23 0,89065 | 1,73 0,95818
0,24 0,59483 | 0,74 0,77035 | 1,24 0,89251 1,74 0,95907
0,25 0,59871 | 0,75 0,77337 | 1,25 0,89435 | 1,75 0,95994
0,26 0,60257 | 0,76 0,77637 | 1,26 0,89617 1,76 0,96080
0,27 0,60642 | 0,77 0,77935 | 1,27 0,89796 | 1,77 0,96164
0,28 0,61026 | 0,78 0,78230 | 1,28 0,89973 | 1,78 0,96246
0,29 0,61409 | 0,79 0,78524 | 1,29 0,90147 1,79 0,96327
0,30 0,61791 | 0,80 0,78814 | 1,30 0,90320 | 1,80 0,96407
0,31 0,62172 | 0,81 0,79103 | 1,31 0,90490 | 1,81 0,96485
0,32 0,62552 | 0,82 0,79389 | 1,32 0,90658 | 1,82 0,96562
0,33 0,62930 | 0,83 0,79673 | 1,33 0,90824 | 1,83 0,96638
0,34 0,63307 | 0,84 0,79955 | 1,34 0,90988 | 1,84 0,96712
0,35 0,63683 | 0,85 0,80234 | 1,35 0,91149 1,85 0,96784
0,36 0,64058 | 0,86 0,80511 | 1,36 0,91309 1,86 0,96856
0,37 0,64431 | 0,87 0,80785 | 1,37 0,91466 | 1,87 0,96926
0,38 0,64803 | 0,88 0,81057 | 1,38 0,91621 1,88 0,96995
0,39 0,65173 | 0,89 0,81327 | 1,39 0,91774 | 1,89 0,97062
0,40 0,65542 | 0,90 0,81594 | 1,40 0,91924 | 1,90 0,97128
0,41 0,65910 | 0,91 0,81859 | 1,41 0,92073 | 1,91 0,97193
0,42 0,66276 | 0,92 0,82121 | 1,42 0,92220 | 1,92 0,97257
0,43 0,66640 | 0,93 0,82381 | 1,43 0,92364 | 1,93 0,97320
0,44 0,67003 | 0,94 0,82639 | 1,44 0,92507 1,94 0,97381
0,45 0,67364 | 0,95 0,82894 | 1,45 0,92647 1,95 0,97441
0,46 0,67724 | 0,96 0,83147 | 1,46 0,92785 | 1,96 0,97500
0,47 0,68082 | 0,97 0,83398 | 1,47 0,92922 1,97 0,97558
0,48 0,68439 | 0,98 0,83646 | 1,48 0,93056 | 1,98 0,97615
0,49 0,68793 | 0,99 0,83891 | 1,49 0,93189 1,99 0,97670
O(-u) =1-d(u)
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Distribuéni funkce standardizovaného normalniho rozlozeni

u 0l(V)] u ®(u) u D(u) u D(u)
2,00 0,97725 | 2,50 0,99379 | 3,00 0,99865 | 3,50 0,99977
2,01 0,97778 | 2,51 0,99396 | 3,01 0,99869 | 3,51 0,99978
2,02 0,97831 | 2,52 0,99413 | 3,02 0,99874 | 3,52 0,99978
2,03 0,97882 | 2,53 0,99430 | 3,03 0,99878 | 3,53 0,99979
2,04 0,97932 | 2,54 0,99446 | 3,04 0,99882 | 3,54 0,99980
2,05 0,97982 | 2,55 0,99461 | 3,05 0,99886 | 3,55 0,99981
2,06 0,98030 | 2,56 0,99477 | 3,06 0,99889 | 3,56 0,99981
2,07 0,98077 | 2,57 0,99492 | 3,07 0,99893 | 3,57 0,99982
2,08 0,98124 | 2,58 0,99506 | 3,08 0,99897 | 3,58 0,99983
2,09 0,98169 | 2,59 0,99520 | 3,09 0,99900 | 3,59 0,99983
2,10 0,98214 | 2,60 0,99534 | 3,10 0,99903 | 3,60 0,99984
2,11 0,98257 | 2,61 0,99547 | 3,11 0,99906 | 3,61 0,99985
2,12 0,98300 | 2,62 0,99560 | 3,12 0,99910 | 3,62 0,99985
2,13 0,98341 | 2,63 0,99573 | 3,13 0,99913 | 3,63 0,99986
2,14 0,98382 | 2,64 0,99585 | 3,14 0,99916 | 3,64 0,99986
2,15 0,98422 | 2,65 0,99598 | 3,15 0,99918 | 3,65 0,99987
2,16 0,98461 | 2,66 0,99609 | 3,16 0,99921 | 3,66 0,99987
2,17 0,98500 | 2,67 0,99621 | 3,17 0,99924 | 3,67 0,99988
2,18 0,98537 | 2,68 0,99632 | 3,18 0,99926 | 3,68 0,99988
2,19 0,98574 | 2,69 0,99643 | 3,19 0,99929 | 3,69 0,99989
2,20 0,98610 | 2,70 0,99653 | 3,20 0,99931 | 3,70 0,99989
2,21 0,98645 | 2,71 0,99664 | 3,21 0,99934 | 3,71 0,99990
2,22 0,98679 | 2,72 0,99674 | 3,22 0,99936 | 3,72 0,99990
2,23 0,98713 | 2,73 0,99683 | 3,23 0,99938 | 3,73 0,99990
2,24 0,98745 | 2,74 0,99693 | 3,24 0,99940 | 3,74 0,99991
2,25 0,98778 | 2,75 0,99702 | 3,25 0,99942 | 3,75 0,99991
2,26 0,98809 | 2,76 0,99711 | 3,26 0,99944 | 3,76 0,99992
2,27 0,98840 | 2,77 0,99720 | 3,27 0,99946 | 3,77 0,99992
2,28 0,98870 | 2,78 0,99728 | 3,28 0,99948 | 3,78 0,99992
2,29 0,98899 | 2,79 0,99736 | 3,29 0,99950 | 3,79 0,99992
2,30 0,98928 | 2,80 0,99744 | 3,30 0,99952 | 3,80 0,99993
2,31 0,98956 | 2,81 0,99752 | 3,31 0,99953 | 3,81 0,99993
2,32 0,98983 | 2,82 0,99760 | 3,32 0,99955 | 3,82 0,99993
2,33 0,99010 | 2,83 0,99767 | 3,33 0,99957 | 3,83 0,99994
2,34 0,99036 | 2,84 0,99774 | 3,34 0,99958 | 3,84 0,99994
2,35 0,99061 | 2,85 0,99781 | 3,35 0,99960 | 3,85 0,99994
2,36 0,99086 | 2,86 0,99788 | 3,36 0,99961 | 3,86 0,99994
2,37 0,99111 | 2,87 0,99795 | 3,37 0,99962 | 3,87 0,99995
2,38 0,99134 | 2,88 0,99801 | 3,38 0,99964 | 3,88 0,99995
2,39 0,99158 | 2,89 0,99807 | 3,39 0,99965 | 3,89 0,99995
2,40 0,99180 | 2,90 0,99813 | 3,40 0,99966 | 3,90 0,99995
2,41 0,99202 | 2,91 0,99819 | 341 0,99968 | 3,91 0,99995
2,42 0,99224 | 2,92 0,99825 | 3,42 0,99969 | 3,92 0,99996
2,43 0,99245 | 2,93 0,99831 | 3,43 0,99970 | 3,93 0,99996
2,44 0,99266 | 2,94 0,99836 | 3,44 0,99971 | 3,94 0,99996
2,45 0,99286 | 2,95 0,99841 | 3,45 0,99972 | 3,95 0,99996
2,46 0,99305 | 2,96 0,99846 | 3,46 0,99973 | 3,96 0,99996
2,47 0,99324 | 2,97 0,99851 | 3,47 0,99974 | 3,97 0,99996
2,48 0,99343 | 2,98 0,99856 | 3,48 0,99975 | 3,98 0,99997
2,49 0,99361 | 2,99 0,99861 | 3,49 0,99976 | 3,99 0,99997

O(-u) =1-d(U)
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Priloha A — Statistické tabulky

Kvantily standardizovaného normélniho rozlozeni

a Uy a U, a U, a U,
0,500 0,00000, 0,850 1,03643 0,930 1,47579 0,965 1,81191
0,510 0,02507 0,860 1,08032| 0,931 1,48328| 0,966 1,82501
0,520 0,05015| 0,870 1,12639 0,932 1,49085| 0,967 1,83842
0,530 0,07527, 0,880 1,17499 0,933 1,49851 0,968 1,85218
0,540 0,10043 0,890 1,22653| 0,934 1,50626| 0,969 1,86630
0,550 0,12566| 0,900 1,28155 0,935 1,51410] 0,970 1,88079
0,560 0,15097| 0,901 1,28727| 0,936 1,52204| 0,971 1,89570
0,570 0,17637 0,902 1,29303| 0,937 1,53007| 0,972 1,91104
0,580 0,20189 0,903 1,29884| 0,938 1,53820] 0,973 1,92684
0,590 0,22754| 0,904 1,30469 0,939 1,54643| 0,974 1,94313
0,600 0,25335 0,905 1,31058| 0,940 1,55477| 0,975 1,95996
0,610 0,27932 0,906 1,31652| 0,941 1,56322| 0,976 1,97737
0,620 0,30548 0,907 1,32251] 0,942 1,57179| 0,977 1,99539
0,630 0,33185H 0,908 1,32854| 0,943 1,58047| 0,978 2,01409
0,640 0,35846| 0,909 1,33462| 0,944 1,58927| 0,979 2,03352
0,650 0,38532 0,910 1,34076| 0,945 1,59819| 0,980 2,05375
0,660 0,41246 0,911 1,34694| 0,946 1,60725| 0,981 2,07485
0,670 0,43991 0,912 1,35317| 0,947 1,61644| 0,982 2,09693
0,680 0,46770 0,913 1,35946| 0,948 1,62576| 0,983 2,12007
0,690 0,49585H 0,914 1,36581| 0,949 1,63523| 0,984 2,14441
0,700 0,52440, 0,915 1,37220] 0,950 1,64485| 0,985 2,17009
0,710 0,55338 0,916 1,37866| 0,951 1,65463| 0,986 2,19729
0,720 0,58284| 0,917 1,38517| 0,952 1,66456| 0,987 2,22621
0,730 0,61281| 0,918 1,39174| 0,953 1,67466| 0,988 2,25713
0,740 0,64335 0,919 1,39838| 0,954 1,68494| 0,989 2,29037
0,750 0,67449 0,920 1,40507| 0,955 1,69540| 0,990 2,32635
0,760 0,70630] 0,921 1,41183| 0,956 1,70604| 0,991 2,36562
0,770 0,73885 0,922 1,41865| 0,957 1,71689 0,992 2,40892
0,780 0,77219 0,923 1,42554| 0,958 1,72793| 0,993 2,45726
0,790 0,80642| 0,924 1,43250/ 0,959 1,73920] 0,994 2,51214
0,800 0,84162 0,925 1,43953| 0,960 1,75069 0,995 2,57583
0,810 0,87790] 0,926 1,44663| 0,961 1,76241] 0,996 2,65207
0,820 0,91537| 0,927 1,45381 0,962 1,77438| 0,997 2,74778
0,830 0,95417H 0,928 1,46106| 0,963 1,78661 0,998 2,87816
0,840 0,99446| 0,929 1,46838 0,964 1,79912 0,999 3,09023
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Kvantily Pearsonova rozlozeni

a
n 0,001 0,005 0,010 0,025 0,050
0,001 0,005 0,010 0,025 0,050
1 0,000 0,000 0,000 0,001 0,004
2 0,002 0,010 0,020 0,051 0,103
3 0,024 0,072 0,115 0,216 0,352
4 0,091 0,207 0,297 0,484 0,711
5 0,210 0,412 0,554 0,831 1,145
6 0,381 0,676 0,872 1,237 1,635
7 0,598 0,989 1,239 1,690 2,167
8 0,857 1,344 1,646 2,180 2,733
9 1,152 1,735 2,088 2,700 3,325
10 1,479 2,156 2,558 3,247 3,940
11 1,834 2,603 3,053 3,816 4,575
12 2,214 3,074 3,571 4,404 5,226
13 2,617 3,565 4,107 5,009 5,892
14 3,041 4,075 4,660 5,629 6,571
15 3,483 4,601 5,229 6,262 7,261
16 3,942 5,142 5,812 6,908 7,962
17 4,416 5,697 6,408 7,564 8,672
18 4,905 6,265 7,015 8,231 9,390
19 5,407 6,844 7,633 8,907 10,117
20 5,921 7,434 8,260 9,591 10,851
21 6,447 8,034 8,897 10,283 11,591
22 6,983 8,643 9,542 10,982 12,338
23 7,529 9,260 10,196 11,689 13,091
24 8,085 9,886 10,856 12,401 13,848
25 8,649 10,520 11,524 13,120 14,611
26 9,222 11,160 12,198 13,844 15,379
27 9,803 11,808 12,879 14,573 16,151
28 10,391 12,461 13,565 15,308 16,928
29 10,986 13,121 14,256 16,047 17,708
30 11,588 13,787 14,953 16,791 18,498
35 14,688 17,192 18,509 20,569 22,465
40 17,916 20,707 22,164 24,433 26,509
45 21,251 24,311 25,901 28,366 30,612
50 24,674 27,991 29,707 32,357 34,764
55 28,173 31,735 33,570 36,398 38,958
60 31,738 35,534 37,485 40,482 43,188
65 35,362 39,383 41,444 44,603 47,450
70 39,036 43,275 45,442 48,758 51,739
75 42,757 47,206 49,475 52,942 56,054
80 46,520 51,172 53,540 57,153 60,391
85 50,320 55,170 57,634 61,389 64,749
90 54,155 59,196 61,754 65,647 69,126
95 58,022 63,250 65,898 69,925 73,520
100 61,918 67,328 70,065 74,222 77,929
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Kvantily Pearsonova rozlozeni

a
n 0,950 0,975 0,990 0,995 0,999
1 3,841 5,024 6,635 7,879 10,828
2 5,991 7,378 9,210 10,597 13,816
3 7,815 9,348 11,345 12,838 16,266
4 9,488 11,143 13,277 14,860 18,467
5 11,070 12,833 15,086 16,750 20,515
6 12,592 14,449 16,812 18,548 22,458
7 14,067 16,013 18,475 20,278 24,322
8 15,507 17,535 20,090 21,955 26,124
9 16,919 19,023 21,666 23,589 27,877
10 18,307 20,483 23,209 25,188 29,588
11 19,675 21,920 24,725 26,757 31,264
12 21,026 23,337 26,217 28,300 32,909
13 22,362 24,736 27,688 29,819 34,528
14 23,685 26,119 29,141 31,319 36,128
15 24,996 27,488 30,578 32,801 37,697
16 26,296 28,845 32,000 34,267 39,252
17 27,587 30,191 33,409 35,718 40,790
18 28,869 31,526 34,805 37,156 42,312
19 30,144 32,852 36,191 38,582 43,820
20 31,410 34,170 37,566 39,997 45,315
21 32,671 35,479 38,932 41,401 46,797
22 33,924 36,781 40,289 42,796 48,268
23 35,172 38,076 41,638 44,181 49,728
24 36,415 39,364 42,980 45,559 51,179
25 37,652 40,646 44,314 46,928 52,620
26 38,885 41,923 45,642 48,290 54,052
27 40,113 43,195 46,963 49,645 55,476
28 41,337 44,461 48,278 50,993 56,892
29 42,557 45,722 49,588 52,336 58,301
30 43,773 46,979 50,892 53,672 59,708
35 49,802 53,203 57,342 60,275 66,619
40 55,758 59,342 63,691 66,766 73,402
45 61,656 65,410 69,957 73,166 80,07y
50 67,505 71,420 76,154 79,490 86,661
55 73,311 77,380 82,292 85,749 93,168
60 79,082 83,298 88,379 91,952 99,607
65 84,821 89,177 94,422 98,105 105,988
70 90,531 95,023 100,425 104,215 112,317
75 96,217 100,839 106,393 110,286 118,599
80 101,879 106,629 112,329 116,321 124,889
85 107,522 112,393 118,236 122,325 131,041
90 113,145 118,136 124,116 128,299 137,208
95 118,752 123,858 129,973 134,247 143,344
100 124,342 129,561 135,807 140,169 149,449
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Kvantily Studentova rozlozeni

a
n 0,900 0,950 0,975 0,990 0,995 0,999

1 3,0777 6,3138 12,7062 31,8205 63,6567 318,3088
2 1,8856 2,9200 4,3027 6,9646 9,9248 22,3271
3 1,6377 2,3534 3,1824 4,5407 5,8409 10,2145
4 1,5332 2,1318 2,7764 3,7469 4,6041 7,1732
5 1,4759 2,0150 2,5706 3,3649 4,0321 5,8934
6 1,4398 1,9432 2,4469 3,1427 3,7074 5,2076
7 1,4149 1,8946 2,3646 2,9980 3,4995 4,7853
8 1,3968 1,8595 2,3060 2,8965 3,3554 4,5008
9 1,3830 1,8331 2,2622 2,8214 3,2498 4,2968
10 1,3722 1,8125 2,2281 2,7638 3,1693 4,1437
11 1,3634 1,7959 2,2010 2,7181 3,1058 4,0247
12 1,3562 1,7823 2,1788 2,6810 3,0545 3,9296
13 1,3502 1,7709 2,1604 2,6503 3,0123 3,8520
14 1,3450 1,7613 2,1448 2,6245 2,9768 3,7874
15 1,3406 1,7531 2,1314 2,6025 2,9467 3,7328
16 1,3368 1,7459 2,1199 2,5835 2,9208 3,6862
17 1,3334 1,7396 2,1098 2,5669 2,8982 3,6438
18 1,3304 1,7341 2,1009 2,5524 2,8784 3,6105
19 1,3277 1,7291 2,0930 2,5395 2,8609 3,5794
20 1,3253 1,7247 2,0860 2,5280 2,8453 3,5518
21 1,3232 1,7207 2,0796 2,5176 2,8314 3,5212
22 1,3212 1,7171 2,0739 2,5083 2,8188 3,5050
23 1,3195 1,7139 2,0687 2,4999 2,8073 3,4850
24 1,3178 1,7109 2,0639 2,4922 2,7969 3,4668
25 1,3163 1,7081 2,0595 2,4851 2,7874 3,4502
26 1,3150 1,7056 2,0555 2,4786 2,7787 3,4350
27 1,3137 1,7033 2,0518 2,4727 2,7707 3,4210
28 1,3125 1,7011 2,0484 2,4671 2,7633 3,4082
29 1,3114 1,6991 2,0452 2,4620 2,7564 3,3962
30 1,3104 1,6973 2,0423 2,4573 2,7500 3,3852
oo 1,2816 1,6449 1,9600 2,3263 2,5758 3,0000
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Priloha A — Statistické tabulky

Kvantily Fisherova-Snedecorova rozlozeni pro a = 0,95

M1

Nz 1 2 3 4 5 6 7

1 161,4500 199,5000 215,7074 224,5832 230,1619 233,9860 236,7684
2 18,5128 19,0000 19,1643 19,2468 19,2964 19,3295 19,3532
3 10,1280 9,5521 9,2766 9,1172 9,0135 8,9406  8,8867
4 7,7086 6,9443 6,5914  6,3882 6,2561 6,1631 6,0942
5 6,6079 5,7861 5,4095 5,1922 5,0503 4,9503 4,8759
6 59874 51433 4,7571 45337 4,3874  4,2839  4,2067
7 55914  4,7374  4,3468 4,1203  3,9715 3,8660 3,7870
8 53177 4,4590 4,0662 3,8379 3,6875 3,5806 3,5005
9 5,1174  4,2565 3,8625  3,6331 3,4817 3,3738 3,2927
10 49646  4,1028 3,7083 3,4780  3,3258 3,2172 3,1355
11 4,8443  3,9823 3,5874  3,3567 3,2039 3,0946  3,0123
12 4,7472 3,8853 3,4903  3,2592 3,1059 2,9961 2,9134
13 4,6672 3,8056 3,4105 3,1791 3,0254  2,9153 2,8321
14 4,6001 3,7389 3,3439  3,1122 2,9582 2,8477 2,7642
15 4,5431 3,6823 3,2874  3,0556 2,9013 2,7905 2,7066
16 4,4940  3,6337 3,2389  3,0069 2,8524  2,7413 2,6572
17 4,4513  3,5915 3,1968 2,9647 2,8100 2,6987 2,6143
18 4,4139 3,5546 3,1599 2,9277 2,7729 2,6613 2,5767
19 4,3807 3,5219 3,1274  2,8951 2,7401 2,6283 2,5435
20 4,3512 3,4928 3,0984  2,8661 2,7109 2,5990 2,5140
21 4,3248  3,4668 3,0725 2,8401 2,6848 2,5727 2,4876
22 4,3009 3,4434  3,0491 2,8167 2,6613 2,5491 2,4638
23 4,2793  3,4221 3,0280 2,7955 2,6400 2,5277 2,4422
24 4,2597 3,4028 3,0088 2,7763 2,6207 2,5082 2,4226
25 4,2417 3,3852 2,9912 2,7587 2,6030 12,4904 2,4047
26 4,2252 3,3690 2,9752 2,7426 2,5868 2,4741 2,3883
27 42100 3,3541 2,9604  2,7278 2,5719 2,4591 2,3732
28 4,1960 3,3404  2,9467 2,7141 2,5581 2,4453 2,3593
29 4,1830 3,3277 2,9340 2,7014 25454  2,4324  2,3463
30 4,1709 3,3158 2,9223 2,6896 2,5336 2,4205 2,3343
40 4,0847 3,2317 2,8387 2,6060 2,4495 2,3359 2,2490
60 4,0012 3,1504  2,7581 2,5252 2,3683 2,2541 2,1665
80 3,9604  3,1108 2,7188 2,4859 2,3287 2,2142 2,1263
120 | 3,9201 3,0718 2,6802 2,4472 2,2899 2,1750 2,0868
) 3,8415  2,9957 2,6049 2,3719 2,2141 2,0986 2,0096
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Kvantily Fisherova-Snedecorova rozlozeni pro @ = 0,95

N1

ny 8 9 10 11 12 13 14

1 238,8827 240,5433 241,8818 242,9835 243,9060 244,6899 245,3640
2 19,3710 19,3848 19,3959 19,4050 19,4125 19,4189 19,4244
3 8,8452 8,8123 8,7855  8,7633 8,7446  8,7287 8,7149
4 6,0410 5,9988 5,9644  5,9358 5,9117 5,8911 5,8733
5 48183 4,7725 4,7351 4,7040 4,6777 4,6552  4,6358
6 4,1468 4,0990 4,0600 4,0274 3,9999 3,9764  3,9559
7 3,7257 3,6767 3,6365  3,6030 3,5747  3,5503 3,5292
8 3,4381 3,3881  3,3472 3,3130 3,2839 3,2590 3,2374
9 3,2296 3,1789  3,1373 3,1025 3,0729 3,0475  3,0255
10 3,0717 3,0204 2,9782 2,9430 2,9130 2,8872 2,8647
11 2,9480 2,8962 2,8536 2,8179 2,7876 2,7614  2,7386
12 2,8486 2,7964 2,7534  2,7173 2,6866 2,6602 2,6371
13 2,7669 2,7144 2,6710 2,6347 2,6037 2,5769 2,5536
14 2,6987 2,6458 2,6022 2,5655 2,5342 2,5073 2,4837
15 2,6408 2,5876 2,5437 2,5068 2,4753 2,4481 2,4244
16 2,5911 2,5377 2,4935 2,4564  2,4247 2,3973 2,3733
17 2,5480 2,4943 2,4499 2,4126 2,3807 2,3531 2,3290
18 2,5102 2,4563 2,4117 2,3742 2,3421 2,3143 2,2900
19 2,4768 2,4227 2,3779 2,3402 2,3080 2,2800 2,2556
20 2,4471 2,3928 2,3479 2,3100 2,2776 2,2495  2,2250
21 2,4205 2,3660 2,3210  2,2829 2,2504 2,2222 2,1975
22 2,3965 2,3419 2,2967 2,2585 2,2258 2,1975  2,1727
23 2,3748 2,3201 2,2747 2,2364  2,2036 2,1752 2,1502
24 2,3551 2,3002 2,2547 2,2163 2,1834 2,1548  2,1298
25 2,3371 2,2821 2,2365  2,1979 2,1649 2,1362 2,1111
26 2,3205 2,2655 2,2197 2,1811 2,1479 2,1192 2,0939
27 2,3053 2,2501 2,2043 2,1655 2,1323 2,035 2,0781
28 2,2913 2,2360 2,1900 2,1512 2,1179 2,0889 2,0635
29 2,2783 2,2229 2,1768 2,1379 2,1045 2,0755  2,0500
30 2,2662 2,2107 2,1646 2,1256 2,0921 2,0630 2,0374
40 2,1802 2,1240 2,0772 2,0376 2,0035 1,9738 1,9476
60 2,0970 2,0401 1,9926 1,9522 1,9174 1,8870 1,8602
80 2,0564 1,9991 1,9512 1,9105 1,8753 1,8445 1,8174
120 | 2,0164 1,9588 1,9105 1,8693 1,8337 1,8026 1,7750
00 1,9384 1,8799 1,8307 1,7886 1,7522 1,7202 1,6918
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Priloha A — Statistické tabulky

Kvantily Fisherova-Snedecorova rozlozeni pro a = 0,95

M1

n2 15 16 17 18 19 20 25

1 245,9499 246,4639 246,9184 247,3232 247,6861 248,0131 249,2601
2 19,4291 19,4333 19,4370 19,4402 19,4431 19,4458 19,4558
3 8,7029 8,6923 8,6829 8,6745 8,6670  8,6602 8,6341
4 5,8578  5,8441 5,8320 5,8211 5,8114  5,8025 5,7687
5 46188 4,6038 45904 45785 45678 4,5581  4,5209
6 3,9381 3,9223 3,9083  3,8957 3,8844  3,8742  3,8348
7 3,5107 3,4944  3,4799  3,4669 3,4551 3,4445 3,4036
8 3,2184  3,2016 3,1867 3,1733  3,1613 3,1503 3,1081
9 3,0061 2,9890 2,9737 2,9600 2,9477 2,9365 2,8932
10 2,8450 2,8276 2,8120 2,7980 2,7854  2,7740 2,7298
11 2,7186  2,7009 2,6851 2,6709 2,6581 2,6464  2,6014
12 2,6169 2,5989 2,5828 2,5684 25554  2,5436 2,4977
13 2,5331 2,5149 2,4987 2,4841 2,4709 2,4589 2,4123
14 2,4630 2,4446 2,4282 2,4134 2,4000 2,3879 2,3407
15 2,4034  2,3849 2,3683 2,3533 2,3398 2,3275 2,2197
16 2,3522 2,3335 2,3167 2,3016 2,2880  2,2756 2,2272
17 2,3077 2,2888 2,2719 2,2567 2,2429 2,2304  2,1815
18 2,2686  2,2496 2,2325 2,2172 2,2033 2,1906 2,1413
19 2,2341 2,2149 2,1977 2,1823 2,1683 2,1555 2,1057
20 2,2033  2,1840 2,1667 2,1511 2,1370  2,1242 2,0739
21 2,1757 2,1563 2,1389 2,1232 2,090 2,0960 2,0454
22 2,1508 2,1313 2,1138 2,0980 2,0837 2,0707 2,0196
23 2,1282 2,1086 2,0910 2,0751 2,0608 2,0476 1,9963
24 2,1077 2,0880 2,0703 2,0543 2,0399 2,0267 1,9750
25 2,0889 2,0691 2,0513 2,0353 2,0207 2,0075 1,9554
26 2,0716  2,0518 2,0339 2,0178 2,0032 1,9898 1,9375
27 2,0558  2,0358 2,0179 2,0017 1,9870 1,9736 1,9210
28 2,0411 2,0210 2,0030 1,9868 1,9720 1,9586 1,9057
29 2,0275 2,0073 1,9893 1,9730 1,9581 1,9446 1,8915
30 2,0148 1,9946 1,9765 1,9601 1,9452 1,9317 1,8782
40 1,9245 1,9037 1,8851 1,8682 1,8529 1,8389 1,7835
60 1,8364 1,8151 1,7959 1,7784 1,7625 1,7480 1,6902
80 1,7932 1,7716 1,7520 1,7342 1,7180 1,7032 1,6440
120 | 1,7505 1,7285 1,7085 1,6904 1,6739 1,6587 1,5980
) 1,6640 1,6435 1,6228 1,6038 1,5865 1,5705 1,5061
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Kvantily Fisherova-Snedecorova rozlozeni pro @ = 0,95

N1

ny 30 40 60 80 120 00

1 250,0952 251,1432 252,1957 252,7237 253,2529 254,3100
2 19,4624 19,4707 19,4791 19,4832 19,4874 19,4060
3 8,6166 8,5944  8,5720  8,5607 8,5494  8,5264
4 5,7459 57170  5,6877 5,6730 5,6581  5,6281
5 4,4957  4,4638 4,4314 4,4150 4,3985  4,3650
6 3,8082 3,7743  3,7398 3,7223 3,7047  3,6689
7 3,3758 3,3404  3,3043 3,2860 3,2674  3,2298
8 3,0794  3,0428  3,0053 2,9862 2,9669 2,9276
9 2,8637 2,8259 2,7872 2,7675 2,7475 2,7067
10 2,6996 2,6609 2,6211 2,6008 2,5801 2,5379
11 2,5705 2,5309 2,4901 2,4692 2,4480 2,4045
12 2,4663 2,4259 2,3842 2,3628 2,3410 2,2962
13 2,3803 2,3392 2,2966 2,2747 2,2524 2,2064
14 2,3082 2,2664 2,2229 2,2006 2,1778 2,1307
15 2,2468 2,2043 2,1601 2,1373 2,1141 2,06568
16 2,1938 2,1507 2,1058 2,0826 2,0589 2,0006
17 2,1477 2,1040 2,0584  2,0348 2,0107 1,9604
18 2,1071 2,0629 2,0166 1,9927 1,9681 1,9168
19 2,0712 2,0264 1,9795 1,9552 1,9302 1,8780
20 2,0391 1,9938 1,9464 1,9217 1,8963 1,8432
21 2,0102 1,9645 1,9165 1,8915 1,8657 1,8117
22 1,9842 1,9380 1,8894 1,8641 1,8380 1,7831
23 1,9605 1,9139 1,8648 1,8392 1,8128 1,7570
24 1,9390 1,8920 1,8424 1,8164 1,7896 1,7330
25 1,9192 1,8718 1,8217 1,7955 1,7684 1,7110
26 1,9010 1,8533 1,8027 1,7762 1,7488 1,6906
27 1,8842 1,8361 1,7851 1,7584 1,7306 1,6717
28 1,8687 1,8203 1,7689 1,7418 1,7138 1,6541
29 1,8543 1,8055 1,7537 1,7264 1,6981 1,6376
30 1,8409 1,7918 1,7396 1,7121 1,6835 1,6223
40 1,7444 1,6928 1,6373 1,6077 1,5766 1,5089
60 1,6491 1,5943 1,5343 1,5019 1,4673 1,3863
80 1,6017 1,5449 1,4821 1,4477 1,4107 1,3247
120 | 1,5543 1,4952 1,4290 1,3922 1,3519 1,2539
00 1,4591 1,3940 1,3180 1,2735 1,2214 1,0000
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Priloha A — Statistické tabulky

Kvantily Fisherova-Snedecorova rozlozeni pro a = 0,975

M1

Nz 1 2 3 4 5 6 7

1 647,7890 799,5000 864,1630 899,5833 921,8479 937,1111 948,2169
2 38,5063 39,0000 39,1655 39,2484 39,2982 39,3315 39,3552
3 17,4434 16,0441 15,4392 15,1010 14,8848 14,7347 14,6244
4 12,2179 10,6491 9,9792 9,6045 9,3645  9,1973 9,0741
5 10,0070 8,4336 7,7636 7,3879 7,1464  6,9777 6,8531
6 8,8131 7,2599 6,5988 6,2272 5,9876 5,8198 5,6955
7 8,0727 6,5415 5,8898 5,5226  5,2852 5,1186  4,9949
8 7,5709 6,0595 5,4160 5,0526 4,8173 4,6517  4,5286
9 7,2093  5,7147 5,0781 4,7181  4,4844  4,3197 4,1970
10 6,9367 54564  4,8256  4,4683 4,2361 4,0721 3,9498
11 6,7241 5,2559 4,6300 4,2751 4,0440 3,8807 3,7586
12 6,5538 5,0959 4,4742 4,1212 3,8911 3,7283 3,6065
13 6,4143  4,9653 4,3472 3,9959 3,7667 3,6043 3,4827
14 6,2979 4,8567 4,2417  3,8919 3,6634 3,5014  3,3799
15 6,1995 4,7650 4,1528 3,8043 3,5764  3,4147 3,2934
16 6,1151 4,6867 4,0768 3,7294  3,5021 3,3406 3,2194
17 6,0420 4,6189 4,0112 3,6648 3,4379 3,2767 3,1556
18 5,9781  4,5597 3,9539 3,6083 3,3820  3,2209 3,0999
19 5,9216  4,5075 3,9034  3,5587 3,3327 3,1718  3,0509
20 58715 4,4613 3,8587  3,5147 3,2891 3,1283 3,0074
21 58266  4,4199 3,8188 3,4754  3,2501 3,0895 2,9686
22 5,7863  4,3828 3,7829  3,4401 3,2151 3,0546 2,9338
23 5,7498  4,3492 3,7505 3,4083  3,1835 3,0232 2,9023
24 5,7166  4,3187 3,7211  3,3794  3,1548 2,9946 2,8738
25 5,6864  4,2909 3,6943 3,3530  3,1287 2,9685 2,8478
26 5,6586  4,2655 3,6697  3,3289 3,1048 2,9447 2,8240
27 5,6331  4,2421 3,6472  3,3067 3,0828 2,9228 2,8021
28 5,6096  4,2205 3,6264  3,2863  3,0626 2,9027 2,7820
29 5,5878  4,2006 3,6072 3,2674  3,0438 2,8840 2,7633
30 55675 4,1821 3,56894  3,2499 3,0265 2,8667 2,7460
40 5,4239  4,0510 3,4633  3,1261 2,9037 2,7444  2,6238
60 5,2856  3,9253 3,3425  3,0077 2,7863 2,6274  2,5068
80 5,2184  3,8643 3,2841 2,9504 2,7295 2,5708 2,4502
120 | 5,1523  3,8046 3,2269 2,8943 2,6740 25154 2,3948
) 5,0239 3,6889 3,1161 2,7858 2,5665 2,4082 2,2875
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Kvantily Fisherova-Snedecorova rozlozeni pro @ = 0,975

N1

ny 8 9 10 11 12 13 14

1 956,6562 963,2846 968,6274 973,0252 976,7080 979,8368 982,5278
2 39,3730 39,3869 39,3980 39,4071 39,4146 39,4210 39,4265
3 14,5399 14,4731 14,4189 14,3742 14,3366 14,3045 14,2768
4 8,9796 8,9047 8,8439 8,7935 8,7512 8,7150 8,6838
5 6,7572 6,6811 6,6192 6,5678 6,5245 6,4876 6,4556
6 5,5996 5,5234  5,4613 5,4098 5,3662 5,3290 5,2968
7 4,8993 4,8232 4,7611 4,7095 4,6658 4,6285 4,5961
8 4,4333 4,3572 4,2951 4,2434  4,1997 4,1622  4,1297
9 4,1020 4,0260  3,9639 3,9121 3,8682  3,8306 3,7980
10 3,8549 3,7790 3,7168 3,6649 3,6209  3,5832 3,5504
11 3,6638 3,5879  3,5257 3,4737 3,4296  3,3917 3,3588
12 3,5118 3,4358  3,3736 3,3215 3,2773  3,2393 3,2062
13 3,3880 3,3120  3,2497 3,1975 3,1532 3,1150 3,0819
14 3,2853 3,2093  3,1469 3,0946 3,0502 3,0119 2,9786
15 3,1987 3,1227 3,0602 3,0078 2,9633 2,9249 2,8915
16 3,1248 3,0488 2,9862 2,9337 2,8890 2,8506 2,8170
17 3,0610 2,9849 2,9222 2,8696 2,8249 2,7863 2,7526
18 3,0053 2,9291 2,8664  2,8137 2,7689 2,7302 2,6964
19 2,9563 2,8801 2,8172 2,7645 2,7196 2,6808 2,6469
20 2,9128 2,8365 2,7737 2,7209 2,6758 2,6369 2,6030
21 2,8740 2,7977 2,7348 2,6819 2,6368 2,5978  2,5638
22 2,8392 2,7628 2,6998 2,6469 2,6017 2,5626 2,5285
23 2,8077 2,7313 2,6682 2,6152 2,5699 2,5308 2,4966
24 2,7791 2,7027 2,6396 2,5865 2,5411 2,5019 2,4677
25 2,7531 2,6766 2,6135 2,5603 2,5149 2,4756 2,4413
26 2,7293 2,6528 2,5896 2,5363 2,4908 2,4515 2,4171
27 2,7074  2,6309 2,5676 2,5143 2,4688 2,4293 2,3949
28 2,6872 2,6106 2,5473 2,4940 2,4484 2,4089 2,3743
29 2,6686 2,5919 2,5286 2,4752 2,4295 2,3900 2,3554
30 2,6513 2,5746 2,5112 2,4577 2,4120 2,3724  2,3378
40 2,5289 2,4519 2,3882 2,3343 2,2882 2,2481 2,2130
60 2,4117 2,3344 2,2702 2,2159 2,1692 2,1286 2,0929
80 2,3549 2,2775 2,2130 12,1584 2,1115 2,0706 2,0346
120 | 2,2994  2,2217 2,1570 2,1021 2,0548 2,0136 1,9773
00 2,1918 2,1136 2,0483 1,9927 1,9447 1,9027 1,8656
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Priloha A — Statistické tabulky

Kvantily Fisherova-Snedecorova rozlozeni pro a = 0,975

M1

n2 15 16 17 18 19 20 25

1 984,8668 986,9187 988,7331 990,3490 991,7973 993,1028 998,0808
2 39,4313 39,4354 39,4391 39,4424 39,4453 39,4479 39,4579
3 14,2527 14,2315 14,2127 14,1960 14,1810 14,1674 14,1155
4 8,6565  8,6326 8,6113 8,5924  8,5753 8,5599 8,5010
5 6,4277 6,4032 6,3814 6,3619 6,3444  6,3286 6,2679
6 5,2687 5,2439 5,2218 5,2021 5,1844 5,1684  5,1069
7 45678 4,5428 45206 4,5008 4,4829 4,4667  4,4045
8 4,1012 4,0761 4,0538 4,0338 4,0158 3,9995 3,9367
9 3,7694  3,7441 3,7216  3,7015  3,6833 3,6669 3,6035
10 3,5217 3,4963 3,4737 3,4534  3,4351 3,4185 3,3546
11 3,3299 3,3044  3,2816  3,2612 3,2428 3,2261  3,1616
12 3,1772 3,1515 3,1286  3,1081 3,0896 3,0728 3,0077
13 3,0527 3,0269 3,0039 2,9832 2,9646 2,9477 2,8821
14 2,9493 2,9234  2,9003 2,8795 2,8607 2,8437 2,7177
15 2,8621 2,8360 2,8128 2,7919 2,7730  2,7559 2,6894
16 2,7875 2,7614  2,7380 2,7170 2,6980 2,6808 2,6138
17 2,7230 2,6968 2,6733 2,6522 2,6331 2,6158 2,5484
18 2,6667 2,6404 2,6168 2,5956 2,5764  2,5590 2,4912
19 2,6171 2,5907 2,5670 2,5457 2,5265 2,5089 2,4408
20 2,5731 2,5465 2,5228 2,5014 2,4821 2,4645 2,3959
21 2,5338 2,5071 2,4833 2,4618 2,4424  2,4247 2,3558
22 2,4984  2,4717 2,4478 2,4262 2,4067 2,3890 2,3198
23 2,4665  2,4396 2,4157 2,3940 2,3745 2,3567 2,2871
24 2,4374  2,4105 2,3865 2,3648 2,3452 2,3273 2,2574
25 2,4110 2,3840 2,3599 2,3381 2,3184  2,3005 2,2303
26 2,3867 2,3597 2,3355 2,3137 2,2939 2,2759 2,2054
27 2,3644  2,3373 2,3131 2,2912 2,2713 2,2533 2,1826
28 2,3438  2,3167 2,2924  2,2704 2,2505 2,2324  2,1615
29 2,3248  2,2976 2,2732 2,2512 2,2313 2,2131 2,1419
30 2,3072 2,2799 2,2554  2,2334 2,2134  2,1952 2,1237
40 2,1819 2,1542 2,1293 2,1068 2,0864  2,0677 1,9943
60 2,0613 2,0330 2,0076 1,9846 1,9636 1,9445 1,8687
80 2,0026 1,9741 1,9483 1,9250 1,9037 1,8843 1,8071
120 | 1,9450 1,9161 1,8900 1,8663 1,8447 1,8249 1,7462
) 1,8326 1,8028 1,7759 1,7515 1,7291 1,7085 1,6259
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N1
30 40 60 80
1001,4140 1005,5980 1009,8000 1011,9080
39,4646 39,4729 39,4812 39,4854
14,0805 14,0365 13,9921 13,9697
8,4613 8,4111 8,3604 8,3349
6,2269 6,1750 6,1225 6,0960
5,0652 5,0125 4,9589 4,9318
4,3624 4,3089 4,2544 4,2268
3,8940 3,8398 3,7844 3,7563
3,5604 3,5055 3,4493 3,4207
3,3110 3,2554 3,1984 3,1694
3,1176 3,0613 3,0035 2,9740
2,9633 2,9063 2,8478 2,8178
2,8372 2,7797 2,7204 2,6900
2,7324 2,6742 2,6142 2,5833
2,6437 2,5850 2,5242 2,4930
2,5678 2,5085 2,4471 2,4154
2,5020 2,4422 2,3801 2,3481
2,4445 2,3842 2,3214 2,2890
2,3937 2,3329 2,2696 2,2368
2,3486 2,2873 2,2234 2,1902
2,3082 2,2465 2,1819 2,1485
2,2718 2,2097 2,1446 2,1108
2,2389 2,1763 2,1107 2,0766
2,2090 2,1460 2,0799 2,0454
2,1816 2,1183 2,0516 2,0169
2,1565 2,0928 2,0257 1,9907
2,1334 2,0693 2,0018 1,9665
2,1121 2,0477 1,9797 1,9441
2,0923 2,0276 1,9591 1,9232
2,0739 2,0089 1,9400 1,9039
1,9429 1,8752 1,8028 1,7644
1,8152 1,7440 1,6668 1,6252
1,7523 1,6790 1,5987 1,5549
1,6899 1,6141 1,5299 1,4834
1,5660 1,4835 1,3883 1,3329

1014,0200 1018,3000
39,4896 39,4980

13,9473 13,9
8,3092 8,257
6,0693 6,015
4,9044 4,849
4,1989 4,147
3,7279 3,670
3,3918 3,337
3,1399 3,079
2,9441 2,887
2,7874 2,724
2,6590 2,595
2,5519 2,487
2,4611 2,395
2,3831 2,316
2,3153 2,247
2,2558 2,186
2,2032 2,133
2,1562 2,085
2,1141 2,047
2,0760 2,003
2,0415 1,967
2,0099 1,935
1,9811 1,905
1,9545 1,878
1,9299 1,852
1,9072 1,829
1,8861 1,807
1,8664 1,786
1,7242 1,637
1,5810 1,482
1,5079 1,399
1,4327 1,310
1,2684 1,000
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Priloha B — Zakladni informace o programu STATISTICA

Systém ma modularni stavbu. V multilicenci pro Masarykovu univerzitu js dispozici
moduly: Basic Statistics/Tables, Multiple Regression, ANOVA, Nonparameissribu-
tion Fitting, Advanced Linear/Nonlinear Models, Multivariate Explorartonch@ques,
Industrial Statistics & Six Sigma.

Velké mnoZstvi informaci o systému STATISTICA Ize najit na websetrance spolecnosti
StatSoft, ktera je jejim distributorem ve8ké republice (internetova adresa stranek je
ww. st at soft. cz). Ztéto stranky vede rovnéz odkaz na elektronickou ucebtaitistiky.

Ovladani systému STATISTICA se miZe jemné lisit dle pouZitge@rogramu.
STATISTICA ma nékolik typl oken:

B spreadsheet (datové okno, ma pFiponu sta, jeho obsah vsak Ize exportoyisich
forméatech). Do datového okna Ize nacitat datové souboryzvedigich typd (napf.
z tabulkovych procesord, databazové soubory, ASCII sgbo

®  workbook (mé pfiponu stw). Do workbooku ukladaji vystupy, tj. tabulkyrafg.
Sklada se ze dvou oken, v levém okné je znazornéna strostouéura vystupd,
v pravém jsou samotné vystupy. V levém okné se Ize pohybovat ngjm kur-
zorem, mazat, pfesouvat, editovat apod. Vystupy mohou slouZit jakpwgro
dalsi analyzy a grafy.

B report (ma priponu str, Ize ho uloZit i ve formatu rtf, txt ¢i htm). Pokudadujeme,
aby se vystupy ukladaly nejen do workbooku, ale i do reportu, pagtme takto:
Tools — Options — Output Manager — zaskrtneme Also send to Report Windo
OK. Report se podobné jako workbook sklada ze dvou oken.eportu miZeme
vkladat vlastni text, vysvétlujici komentafe, poznamky apahulky a grafy Ize
v reportu i workbooku déle upravovat.

m okno grafdl (pfipona stg, Ize ho uloZit i jako bmp, jpg, png a wmf). Ziska se fak
ve workbooku klikneme pravym tlacitkem na graf a vybereme Cloramfar

m programovaci okno (pfipona svb). SlouZi pro zapis programl v jazyku STATIS-
TICA Visual Basic. Mezi jednotlivymi typy oken se pfepindme pompaiozky
Window v hlavnim menu.

STATISTICA Cz - [Data: Znamky.sta* (3s krat 207)]

[E] Soubor Upravy Zobrazt Vit Fomat Statistika
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156


http://www.statsoft.cz

B.1.

Bodové zpracovani Cetnosti

Zapiste do datového okna programu STATISTICA datovy soulierykoude ob-
sahovat znamky z matematiky, angliétiny a Udaje o pohlavi dvaceti rstiliqeiz

D d D).

Néavod: File — New — Number of variables 3, Number of cases 20, OK.

Znaky nazvéte X, Y, Z, vytvorte jim navésti (X — znamka z matematky znamka
z anglictiny, Z — pohlavi studenta) a popiste, co znamenaji jednotiaréamnty
(u znakd X a Y: 1 — vyborné, 2 — velmi dobfe, 3 — dobfe, 4 — nepél, u znaku Z:
0 —Zena, 1 — muZz). Soubor ulozZte pod nazvem znamky.sta.

Néavod: Kurzor nastavime na Varl x Xlikneme mysi — Name X — Long Name
znamka z matematiky, Text label — 1 vyborné, 2 velmi dobfe, 3 debheprospél,
OK. U proménné Y Ize text label okopirovat z proménné X — v Teatbels Editor
zvolime Copy from variable X.

Pfepinani mezi Ciselnymi hodnotami a jejich textovym popisent&e pomaoci
tlaCitka s obrazkem stitku.

U znakid X a 'Y vypoctéte absolutni ¢etnosti, relativni Getnosticgivei kumulativni
cetnosti.

Navod: Statistics — Basic Statistics/Tables — Frequency tables — OK — Varidble
Y, OK — Summary. Obé dvé tabulky se uloZi do workbooku a listovatk miizeme
pomoci stromové struktury v levém okné.

Wtvorte sloupkovy diagram absolutnich ¢etnosti znakl X a Y.

Navod: Graphs — Histograms — Variables X, Y — OK — vypneme Normal fit —
Advanced — zaskrtneme Breaks between Columns, OK.

Whtvorte vysecovy diagram absolutnich ¢etnosti znak(l X a 'Y
Navod: Graphs — 2D Graphs — Pie Charts — Variables X, Y — OK — Ads@dnrcPie
legend Text and Percent (nebo Text and Value) — OK.

Whtvorte polygon absolutnich ¢etnosti znakl X a Y.

Navod: ve workbooku vstoupime do tabulky rozloZeni Cetrprstinénné X. Pomoci
Edit — Delete — Cases vymaZeme fadek oznaceny Missing. Naetad kurzorem
na Count — Graphs — Graphs of Block Data — Line Plot:Entire Columns. Slilge
polygon Cetnosti.

Wtvorte graf empirické distribuéni funkce znaku X.

Néavod: P¥itvorbé histogramu zadame v Advanced volbu Showipg Gumulative,
Y axis % — Z klikneme mysi na pozadi grafu — otevie se okno All Options —
vybereme Plot: Bars — Type Rectangles. V tomto grafu jsou vSak swvasiéaZ
k vodorovné ose. Lze pouZiti jiny typ grafu: vytvofime riadgtovy soubor, ktery
bude mit dvé proménné a pfipadd o dva vic neZ je podgant znaku X. Do 1.
proménné zapiSeme do 1. fadku hodnotu o 1 mensi neZ gianta znaku X, pak
varianty znaku X a nakonec hodnotu o 1 vétsi neZ je posledizdintarznaku X. Do
2. proménné zapiseme 0, pak relativni kumulativni CetnostieRdk procentech) a
nakonec 100. Graphs — Scatterplots —Variables V1, V2 — OK — vypneneatfit —
OK — 2x klikneme na pozadi grafu — Plot:General — vypneme Markers, za&$ken
Line — Line Type: Step — OK.

Whtvorte graf etnostni funkce znaku X.

Navod: Pfi tvorbé histogramu zadame v Advanced Y axis % &lkneme mysi na
pozadi grafu — vybereme Plot General — zaskrtneme Markerseregte Plot:Bars
— Type Lines.
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6. Z datového souboru vyberte pouze Zeny (pouze muze) a Ukav&gde pro Zeny
(pro muZe). Navod: Statistics — Basic Statistics/Tables — Frequency tak&s—
Variables X, Y, OK — Select Cases — zaskrtneme Selection Conditionslud&nc
cases — zaskrtneme Specific, selected by Z =0, OK.

7. Nadale pracujte s celym datovym souborem. Wtvorte kontingetatulku abso-
lutnich ¢etnosti znak(l X a Y a graf simultanni ¢etnosti funkce.

Navod: Statistics — Basic Statistics/Tables — Tables and banners — OK +&eles

— All — OK — Specify tables — List 1 X, List 2 Y, OK, Summary.

Wtvoreni grafu simultanni ¢etnostni funkce: Navrat dosStabulation Tables Re-
sult — 3D histograms — vybereme Axis Scaling — Mode Manual — Minimum 0 (a
totéZ provedeme pro Axis Y) — dale vybereme Graph Layout — TypaikeS — OK.
Graf Ize nataCet pomoci Point of View.

Wtvorte kontingencni tabulku sloupcové a fadkové podmjoh relativnich Cet-
nosti znakd X a Y.

Navod: Navrat do Crosstabulation Tables Result — Options — za$kewe sloupci
Compute tables volbu Percentages of column counts (resp. Percenfages o
counts).
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B.2.

Intervalové zpracovani Cetnosti

Zapiste do datového okna programu STATISTICA datovy soulierykoude obsa-
hovat Gdaje o mezi plasticity oceli a mezi pevnosti (viz pfiklad 2. 18)nm&nnym
X a 'Y vytvorte navést,mez plasticity“ a,mez pevnosti‘. Soubor pak uloZte pod
nadzvem ocel.sta.

Néavod:,Bodové zpracovani ¢etnosti“, 1. a 2. tkol.

Pro X a 'Y pouZijeme intervalové zpracovani ¢etnosti.

Navod: Datovy soubor méa rozsah 60, volime proto podle Sturgepoavidla 7
tfidicich interval(. Dale musime zjistit minimum a maximum, abychom vhodne
stanovili tfidici intervaly.

Navod: Statistics — Basic Statistics/Tables — Descriptive statistics — Variablés X,
zaskrtneme Minimum & maximum — Summary. (Pro X je minimum 33 a maximum
160, tedy vhodna volba tfidicich intervald je (30), (50, 70),. .., (15Q170) — viz

[pFiklad 2.13, pro Y je minimum 52 a maximum 189, tedy tfidici intervalylave

(50, 70y, (70,90, . .. (170190 — viz[pfiklad 2.19.)

Whtvofrte histogram pro X a pro Y.

Navod: Graphs — Histograms — Variables X — vypneme Normal fit — Adednre
zaSkrtneme Boundaries — Specify Boundaries — 50 70 90 110 1307160 — Y
Axis %. 2x klikneme na pozadi grafu a ve volbé All Options mizZeme ménit rlizné
vlastnosti grafu.

Upozornéni: STATISTICA v histogramu znazorfiuje relativeindst vyskou obdél-
niku, nikoliv jeho plochou, coZ neni v souladi s definici P.14.

Provede zakddovani hodnot proménnych X a Y do pfislusnyfdidich interval(.
Navod: Insert — Add Variables — 2 — After Y — OK — pfejmenujeme je na Ra
Nastavime se kurzorem na RX — Data — Recode — vypinime podmikySech

7 kategorii. (Pozor — podminky se musi pséat ve tvasBXand X%=50 atd.). Pak
klepneme na OK. Analogicky pro Y.

Wtvorte graf intervalové empirické distribu¢ni funkce pro X.

Navod: Wtvofime Frequency table pro RX. Pfed 1. pfipadzivie fadek, kde
do Category napiSeme 0 a do Cumulative Count také 0. Nastavimezmdm

na Cumulative Percent — Graphs — Graphs of Block Data — Custom Graph fr
Block by Column — Line Plots (Variables) — OKxZlikneme na pozadi grafu —
Plot: General — vypneme Markers — Axis: Scaling — Mode Manual — Minimym 1
Maximum 9 — Axis: Custom Units — Position 1, Text 30 atd aZ Position 9, Tet 19
- OK.

Sestavte kontingencni tabulky absolutnich ¢etnosti (relativd@tiosti, sloupcoveé a
fadkové podminénych relativnich ¢etnosti) dvourozmeéh tridicich intervall pro
(X,Y).

Navod: Viz tkol ¢. 6 v,Bodovém zpracovani Cetnosti“, kde budeme pracovat
s proménnymi RX a RY.

159



Priloha B — Zakladni informace o programu STATISTICA

B.3. Vypocet Ciselnych charakteristik jednorozmérného
a dvourozmérného souboru, regresni prfimka

1. Nactéte soubor znamky.sta. Pro znamky z matematiky a anglictiny vifpodeelian,
dolni a horni kvartil a kvartilovou odchylku. Vysledky porovnejfpfs&kladem 3.b.
Néavod: Stastistics — Basic Statistics/Tables — Descriptive Statistics — OK — Mariab
X, Y, OK —zaskrtneme Median, Lower & upper quartiles, Quartile ran§armmary.

2. Nactéte soubor ocel.sta. Pro mez plasticity a mez pevnosti vypoctéte tarkine
priméry, smérodatné odchylky a rozptyly. Vysledky porovnefiidadem 3.1f7.
Navod: Navod: Stastistics — Basic Statistics/Tables — Descriptive Statistigs— O
Variables X, Y, OK — zaSkrtneme Mean, Standard Deviation, Varianagmn@ary.
Wsvétleni: Rozptyl a smérodatna odchylka vyjdou ve STATIH Ifthak neZ
v [pfikladu 3.1Y, protoZe STATISTICA ve vzorci pro vypodeptylu nepouZziva
1/n, ale /(n-1).

3. Nakreslete dvourozmérny teckovy diagram pro (X,Y).

Navod: Graphs — Scatterplots — Variables X,Y — OK — vypneme Linear fik— O

4. \Wpoctéte kovarianci a koeficient korelace meze plasticity a meze ggvigsledky
porovnejte § pfikladem 3.[L7.

Navod: Statistics — Multiple Regression — Variables Independent X, ke Y —
OK — OK — Residuals/assumption-prediction — Descriptive statistics — Covaganc
Pro ziskani korela¢niho koeficientu zvolime Correlation mxwariances.
Wsveétleni: Kovariance vyjde ve STATISTICE jinak nef v priie3.17, protoZe ve
STATISTICE se ve vzorci pro vypocet kovariance nepoaZifn, ale J/(n — 1).

5. UrcCete koeficienty regresni pfimky meze pevnosti na mez plasticitarsoge
index determinace. UrCete regresni odhad meze pevnosti, je-li mezipfak10.
Nakreslete regresni pfimku do dvourozmérného teCkodégramu.

Néavod: V tabulce Multiple Regression zvolime Variables Independebegendent
Y — OK — Summary:Regression results. Ve vystupni tabulce najdeme ievefig
ve sloupci B na fadku oznac¢eném Intercept, koeficilenée sloupci B na fadku
oznaceném X, index determinace pod oznacenim R2.

Pro vypocet predikované hodnoty zvolime Residuals/assumptéaztifhion Predict
dependent variable X:110 — OK. Ve vystupni tabulce je hledanadtadznacena
jako Predictd.

Nakresleni regresni pfimky: Navrat do Multiple Regressioesi®als/assumption/
/prediction — Perform residuals analysis — Scatterplots — Bivariate correlatiq
Y — OK. Jiny zplisob: Do dvourozmérného teckového diagraakueslime regresni
pfimku tak, Ze v tabulce 2D Scatterplots zvolime Fit Linear, OK.
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B.4. Vypocty pravdépodobnosti s vyuzitim distribucni
funkce binomického rozlozeni

OznacmeX nahodnou veli¢inu. Jeji distribu¢ni funkci zavedeme vztatiér) = P(X < X).
Pokud nahodna veliCind nabyva pouze kone¢né nebo spocetné mnoha hodnot, Ize pomoc
®(X) vyjadrit nasledujici pravdépodobnosti:

a) PX=X)=P(X<xX)-P(X<x-1)=D(X) - d(x-1);

b) PX>X)=1-P(X<X)=1-P(X<x-1)=1-d(x-1);

C) P(xp £ X<x)=PX1—1< X< x)=®D(x) —DP(x1 —1).
STATISTICA poskytuje hodnoty distribu¢nich funkci mnoha ro2oz Omezime se ra-

nomickérozlozeni (funkce IBinomg, p, n), kdex. . . po¢et Uspéch(p. . . pravdépodobnost
Gspéchu v jednom pokusn,. . . celkovy pocet pokust).

Vzorovy priklad nabinomickérozlozeni: Pojistovna zjistila, Ze 12 % pojistnych udalosti je
zplisobeno vlioupanim. Jaka je pravdépodobnost, Ze mezitginé vybranymi pojistnymi
udalostmi bude zplsobeno vioupanim a) nejvyse 6, b) aépo)ipraveé 6, d) od dvou do
péti?

ReSeni:

X ... pocet pojistnych udalosti zplisobenych vioupanirs,30, p = 0,12.
ad a)P(X < 6) = @(6) = 0,9393,

ad b)P(X > 6)=1-P(X < 5)=1-®(5) = 0,1431,

ad c)P(X = 6) = ®(6) — ®(5) = 0,0825,

ad d)P(2 < X < 5) = ®(5) - ®(1) = 0,7469.

Postup ve STATISTICE: Otevieme novy datovy soubor se ¢tyfmi proménnymi a o jednom
pfipadu.

ReSeni:

Do Long Name 1. proménné napiSeme =IBinom(6;0,12;30).

Do Long Name 2. proménné napiSeme =1-IBinom(5;0,12;30).

Do Long Name 3. proménné napiseme =IBinom(6;0,12;30)-IBinom(2;80).

Do Long Name 4. proménné napiseme =IBinom(5;0,12;30)-IBinom(2;80).

(Do Lange Name proménné vstoupime tak, Ze v datovém okndigheme mysi na ndzev
promenné.)

Kreslenigrafd distribuénifunkce apravdépodobnostnifunkce binomického rozloZeni

Vzorovy priklad: Nakreslete graf distribucni funkce a pravdépodobnostrkdemahodné
veli¢iny X ~ Bi(12;Q3).

Postup ve STATISTICE: Wtvofime novy datovy soubor o 3 proménnych a 13 prgud
Prvni proménnou nazveme X a uloZime do ni hodnoty O, 1,...,db2Long Name
napiseme =v01). Druhou proménnou nazveme DF a ulozime do ni hodnoty distribuc
funkce (do Long Name napiSeme pfikaz =IBinom(x;0,3;12))tiTiBoménnou nazveme
PF a uloZzime do ni hodnoty pravdépodobnostni funkce (dalldame napiseme prikaz
=Binom(x;0,3;12)).

Graf distribu¢ni funkce: Graphs — Scatterplots — Variables X, DF — OK — vypneme Linear
fit — OK — 2x klikneme na pozadi grafu — Plot: General — zaskrtheme Line — Line:Type
Step — OK.
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Graf pravdépodobnostni funkce: Graphs — Scatterplots — Variables X, PF— OK —vypneme
Linear fit — OK.

Paodle tohoto navodu nakreslete grafy distribu¢nich a pravddpumstnich funkci binomick-
ého rozloZeni pro rlizn@a p, napf.n = 5, p = 0,5 (resp. 0,75) apod. Sledujte vliv parametr
na vzhled grafd.
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B.5.

Grafy hustot a distribuénich funkci, vypocet kvantill

STATISTICA umi kreslit grafy hustot a distribu¢nich funkci mro$pojitych rozlozeni a
pocitat kvantily téchto rozloZeni. Slouzi k tomu Probability Callrda menu Statistics.
Zaméfime se na rozloZeni uvedéna definidi 9.6.

1.

Rovnomér né spojité rozlozeni R(0, 1)

Statistics — Probability Calculator — Distributions — Beta — shape 1 — napiseme 1
shape 2 — napiSeme 1. STATISTICA vykresli graf hustoty a distribdunkce.
Hodnotua-kvantilu zjistime tak, Ze do okénka oznaceného p napiSentadamo
kliknuti na Compute se v okénku Beta objevi hodnota tohoto kvantilu.
Exponencialni rozlozeni Ex(1)

Ve volbé Distributions vybereme Exponential a do okénka lambda eangi patfic-

nou hodnotu. Hodnota-kvantilu zjistime tak, Ze do okénka oznaCeného p napiseme
danéa a po kliknuti na Compute se v okénku exp objevi hodnota tohoto kvantilu.
Normélni rozloZeni N(u, o)

Ve volbé Distributions vybereme Z (Normal), do okénka mean napisedaotu

1 a do okénka st. dev. napiSeme hodnotiHodnotua-kvantilu zjistime tak, Ze do
okénka oznaCeného p napiSeme daregpo kliknuti na Compute se v okénku X
objevi hodnota tohoto kvantilu.

Pearsonovo rozlozeni chi-kvadrat s n stupni volnosti y2(n)

Ve volbé Distributions vybereme Chi 2 a do okénka df napiSemacp@itpocet
stupnid volnosti. Hodnotw-kvantilu zjistime tak, Ze do okénka oznaceného p
napiSseme dané a po kliknuti na Compute se v okénku Chi 2 objevi hodnota
tohoto kvantilu.

Studentovo rozZlozeni s n stupni volnosti t(n) Ve volbé Distributions vybereme t
(Student) a do okénka df napiseme patfiény pocet stumhtiosti. Hodnotua-
kvantilu zjistime tak, Ze do okénka ozna¢eného p napisSenmeaddam® kliknuti na
Compute se v okénku t objevi hodnota tohoto kvantilu.

Fisherovo-Shedecorovo rozZlozeni s ng a hy stupni volnosti F(ng, np)

Ve volbé Distributions vybereme F (Fisher) a do okének dfl a df2Seape pocet
stupril volnosti Citatele a jmenovatele. Hodnetkvantilu zjistime tak, Ze do okénka
oznaCeného p napiseme dané& po kliknuti na Compute se v okénku F objevi
hodnota tohoto kvantilu.
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Zaver

UcCebni text, ktery jste pravé docetli, byl uréen k prvnimungemeni s matematickou dis-
ciplinou nazyvanou statistika. Autorskym zamérem bylo ukazat,v&e statistika ve své
popisné formé dokaze pomoci nékolika vystiznych charadttkrzprehlednit informace

obsaZené ve velkych datovych souborech, zatimco ve swiktindi formé zaloZené na
poctu pravdépodobnosti slouzi pfedevsim jako nastaljedovani v situacich ovlivnénych
nahodou, kdy na z&kladé znalosti nahodného vybértiitéacrozloZeni pravdépodobnosti
usuzuje na vlastnosti tohoto rozloZeni.

V soucdasnosti je statistika velice rozvinuta a dileZitd véda, kterdesistale dopliiuje
a rozSifuje o nové poznatky. Z tohoto divodu miZe byt tentebot text jen znacné
omezenym Uvodem, ktery vSak ma dostate¢nou oporu v obkeatstistickych principech.
V seznamu literatury samoziejmé najdete knihy, které vam poslauzirphlubovani
a rozSifovani vasich statistickych znalosti, bez nichz se deebejde zZadny absolvent
ekonomicky zamérené vysoké skoly. Od ekonoma se totiZ ¥éeké bude rozhodovat ne-
jenom na zékladé svych zkusenosti, ale pfedevsim nadgkiatematickych a statistickych
analyz. Proto musi byt schopen sam provést jednodusdyzy a u téch sloZitéjSich najit
spolec¢nou Fe€ se statistiky, aby jim mohl zadavat Ukoly a spraweepretovat vysledky
téchto analyz.

Jak jste jiz zjistili, pouZiti statistického programového systému STATIST&Svobozuje
uzivatele od namahavych tkon(, jako je vyhledavani v dategikh tfidéni, sumarizace
a grafické znazornéni. Dbejte vSak na to, aby data byla dibggecvkladana peclivé a vzdy
byla podrobena kontrole. Nap¥. je uZitecné pro kaZzdou promérypocitat minimum, max-
imum, median, kvartilovou odchylku, vykreslit sloupkovy diagram, deammérny teckovy
diagram apod. Pfi zpracovani dat rozhodné pouZivejtyjeretody, kterym dobfe rozumite
a jejichz vysledky umite interpretovat. Systém STATISTICA obsahughkés mnozstvi
metod, jejichZ neadekvatni aplikace mlzZe vést k zavadéficilokonce chybnym zaverim.

Po Uspésném zvladnuti pfedméitatistika 1 se pfed vami oteviraji znacné moznosti, jak
efektivné ziskavat informace obsazené v datech a vyujwe své kazdodenni praci.
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