
Teorie ekonomického r̊ustu

S využit́ım materiál̊u od K̊are Bævre, Department of Economics, University of

Oslo

11 Učeńı se děláńım (Learning by doing)

Základńı literatura: BSiM: 4.3
Doporučená literatura: Irwing Klenow (1994), Thompson (2001)

11.1 Technologický pokrok jako externalita

• Z minulé přednášky v́ıme, že pokud je disagregovaná produkčńı funkce

Yi = F (Ki, ELi)

má konstantńı výnosy z rozsahu v Ki a Li a zároveň

E = A(K) (1)

mohou využ́ıvat všichni agent (např. jako veřejný statek) a plat́ı

lim
K→∞

A′(K)L = b > 0 (2)

potom můžeme dostat

lim
K→∞

Ẏ

Y
= FL(1, b)b > 0

což znamená trvalý r̊ust.

• Jedno zd̊uvodněńı pro (1) je efekt learning by doing (učeńı se děláńım).

• Tedy znalosti a efektivnost prameńı z výroby a investováńı. Č́ım v́ıce
zkušenost́ı a know-how, t́ım v́ıce se vyprodukuje. Jelikož je úroveň
výroby spojena s úrovńı kapitálu, můžeme předpokládat platnost vztahu
(1).

• V této formulaci je implicitńı přepoklad úplného efektu přeléváńı zna-
lost́ı (spill-over) v tom smyslu, že znalosti (know-how) každé firmy je
veřejným statkem pro všechny ostatńı firmy.

• Takže zde existuje positivńı externalita z už́ıváńı kapitálu i-tou firmou
pro produkci ostatńıch firem.
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• Spoj́ıme tedy parametr E s celkovou zásobou kapitálu v ekonomice.
Konkrétně budeme pracovat s touto funkčńı formou

E = A(K) = Kσ (3)

kde σ > 0.

• Agregátńı produkčńı funkce je pak součtem přes všechny firmy

Y = F (K,EL) = F (K,KσL)

• Pokud σ < 1 máme A(K)/K = Kσ−1 → 0 a pro K → ∞ neńı
podmı́nka (2) splněna.

• Tato podmı́nka však byla pouze postačuj́ıćı a odvozená pro př́ıpad bez
populačńıho r̊ustu.

• Předpokládejme, že Y a K rostou stejným tempem g (a populace tem-
pem n). Potom máme

Y0e
gt = F (K0e

gt, K0L0e
(gσ+n)t)

Dı́ky konstantńım výnos̊um z rozsahu (CRS) je to možné pouze pokud

g = gσ + n ⇒ g = n/(1− σ)

Takže pro σ < 1 dostaneme trvalý r̊ust Y pouze pokud n > 0, tj. když
máme populačńı r̊ust. Pokud populace roste, pak i Y/L roste nějakým
kladným tempem g − n = n(1/(1− σ)− 1) > 0.

• Pokud však funkce učeńı (learning curve) nevykazuje klesaj́ıćı výnosy
z variabilńıho vstupu K, tj. když σ ≥ 1 jsou závěry odlǐsné

• Předpokládejte, že neexistuje populačńı r̊ust a že σ = 1. PotomA(K)/K =
1 takže podmı́nka (2) je splněna a my dostaneme trvalý r̊ust. To je
př́ıpad diskutovaný v článku Romer (1986).

• Všimněte si, že BSiM zvažuj́ı pouze př́ıpad σ = 1.

11.2 Implikace pro hospodářskou politiku

• Jednotlivá firma bere E jako dané. Předpokládejme, že produkčńı funkce
F (·, ·) je C-D, pak soukromý mezńı produkt kapitálu pro firmu i je

MPKp,i =
∂F (Ki, ELi)

∂K
= F1(Ki, ELi) = αKα−1

i (ELi)
1−α (4)

a při agregaci
MPKp = αKα−1+(1−α)σL1−α (5)
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• Všimněte si, že pro σ = 1

MPKp = αL1−α
i

takže mezńı produkt je nezávislý na K a dostaneme tak AK model.

• V tomto př́ıpadě, při r̊ustu velikosti populace dojde k r̊ustu mezńıho
produktu kapitálu a t́ım pádem k rychleǰśımu r̊ustu (tj. jako změna A
v AK modelu). Tento jev se nazývá scale effect (efekt rozsahu ?).

• Sociálńı plánovač naopak vyhodnot́ı mezńı produkt jako:

MPKs =
∂F (K,A(K)L)

∂K
= F1(K,A(K)L) + LA′(K)F2(K,A(K)L)

= (α + (1− α)σ)K
α−1+(1−α)σ
i L1−α

i = (α + (1− α)σ)/α ·MPKp > MPKp

a t́ım pádem vybere trajektorii s vyšš́ım r̊ustem (ċ/c a k̇/k).

• Takže v decentralizovaném řešeńı docháźı k př́ılǐs ńızkým investićım a
neoptimálńımu r̊ustu.

• Dotace na investice (nebo výrobu) může zajistit, aby firmy internalizo-
vali externalitu. To ale muśı být nějak financováno, např. pomoćı dańı,
které však zp̊usobuj́ı daľśı distorze.

11.3 Empirické d̊ukazy ohledně efektu learning by do-
ing

• Vypadá to, že efekt učeńı se je obzvlášt’ významný v počátečńıch fáźıch
existence firmy. To může naznačovat, že σ < 1.

• Existuje několik př́ıpadových studíı, které dokumentuj́ı podstatné efekty
spojené s učeńım.

• Slavný př́ıklad je výroba lod́ı Liberty v USA během druhé světové
války.

• Množstv́ı odpracovaných dńı požadovaných na vyrobeńı lodi drama-
ticky pokleslo. Nár̊ust produktivity byl v pr̊uměru až o 40 procent.

• Velký pod́ıl tohoto nár̊ustu produktivity byl připisován efektu learning
by doing.
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• Nedávný výzkum však ukázal, že předchoźı odhady poněkud přehnaly
význam tohoto efektu, protože nebraly v úvahu roli kapitálu. Nav́ıc
docházelo k nár̊ustu výroby lod́ı na úkor kvality.

• Daľśı př́ıpadové studie se zabývaly např́ıklad výrobou koster letadel v
USA.

11.4 Rozsah externalit: lokálńı nebo globálńı?

• Důležitým faktem je, že zkušenosti s výrobou lod́ı (Liberty) ukazuj́ı, že
efekt učeńı se vyskytuje pouze na úrovni jednotlivé firmy (loděnice),
ale neř́ıkaj́ı toho moc o velikosti efektu přeléváńı.

• Právě rozsah vlivu přeléváńı je kĺıčový pro to, jak efekt learning by
doing ovlivňuje celkový r̊ust a jaká je role hospodářské politiky.

• Stálo by za to prozkoumat, jak se efekty přeléváńı lǐśı v rámci a mezi
odvětv́ımi pr̊umylsu nebo v rámci a mezi zeměmi a regiony.

• To má pak i d̊uležité dopady ohledně scale efektu, tedy jak populace
(nebo rozsah odvětv́ı/regionu/země) ovlivńı r̊ust.

12 Vládńı investice

Základńı literatura: BSiM: 4.4

12.1 Veřejné poskytováńı nerivalitńı infrastruktury

• Alternativńı opodstatněńı vztahu (1) považuje parametr E za veřejný
statek/službu, která zvyšuje produktivitu práce a je poskytována vládou.

• Předpokládejme, že tyto služby jsou vyráběny stejnou produkčńı funkćı
jako soukromé služby a že tok služeb zvyšuj́ıćıch produktivitu práce je
roven vládńım výdaj̊um tj. E = G.

• G je financováno proporciálńı dańı z výstupu τ a pro jednoduchost
předpokládejme, že vláda má vždy vyrovnaný rozpočet. Potom

E = G = τY = τF (K,EL)

• Dı́ky CRS máme
1 = τF (K/E,L)
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což implicitně určuje
E = A(K) = cK (6)

kde c je kladná konstanta (pro dané τ) určená z 1 = τF (1/c, L)

• Rovnice (6) samozřejmě splňuje (2) takže dostaneme v tomto modelu
trvalý r̊ust.

12.2 Model s veřejnými statky

• G je nerivalitńı a nevyloučitelný statek (čistý veřejný statek)

• Produkčńı funkce

Yi = AL1−α
i Kα

i G
1−α = Li[Ak

α
i G

1−α]

• proporcionálńı daň z výstupu

G = τY

• Firmy maximalizuj́ı d̊uchod po zdaněńı (ve vyjádřeńı na hlavu)

max
ki

(1− τ)Akα
i G

1−α − (r + δ)ki − w

Podmı́nky prvńıho řádu jsou

(1− τ)αAkα−1
i G1−α = r + δ = R (7)

(1− τ)(1− α)Akα−1
i G1−α = w (8)

• Optimalizace domácnost́ı se neměńı (zdaněńı ovlivńı pouze firmy). Do-
staneme obvyklé podmı́nky rovnováhy. Každá firma si vybere stejný
pod́ıl kapitálu v̊uči práci. Můžeme přepsat (agregovanou) produkčńı
funkci jako

G = τLAkαG1−α = (τLA)1/αk

• Po dosazeńı do (7) za G dostaneme

R = (1− τ)α(τL)
1−α
α A1/α

což je nezávislé na K a t́ım pádem konstantńı v čase. Opět zde existuje
scale effect.

Po dosazeńı do Eulerovy rovnice dostaneme

γc = γk = γy =
1

θ

[
(1− τ)α(τL)

1−α
α A1/α − δ − ρ

]
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• Pokud vláda chce maximalizovat tempo r̊ustu, jaká je optimálńı mı́ra
zdaněńı? Maximálńıho tempa r̊ustu je dosaženo, když je prvńı derivace
podle τ rovna 0.

• Výsledek je
τ = 1− α

Proto je rovnováha v decentralizované ekonomice s benevolentńı vládou

γc = γk = γy =
1

θ

[
α2(1− α)

1−α
α L

1−α
α A1/α − δ − ρ

]
• Větš́ı populace zp̊usob́ı rychleǰśı r̊ust. Ekonomika profituje z větš́ıho
rozsahu, protože předpokládáme, že vládńı služby jsou nerivalitńı. To
moc nesed́ı na datech.

12.3 Crowding in a crowding out

• Nyńı se pod́ıváme podrobněj́ı na trochu jiný model, ve kterém jsou
vládńı služby částečně rivalitńı. Tento model vycháźı z článku Barro
(1990).

• Pro jednoduchost neuvažujeme populačńı r̊ust ani exogenńı r̊ust tech-
nologie. Ekonomika je uzavřená.

• Zavedeme vládńı služby do produkčńı funkce následuj́ıćım zp̊usobem

y = Φ(k, g)

kde g = G/L je množstv́ı veřejných služeb na pracovńıka. Všimněte si,
že tato formulace implicitně předpokládá, že G je rivalitńı pro uživatele
služeb, i když v úzkém slova smyslu.

• Myšlenka zahrnut́ı g jako odděleného argumentu funkce je ta, že neńı
bĺızkým substitutem pro soukromé vstupy (k), tj. vládńı služby před-
stavuj́ı něco, co by nebylo nahrazeno odpov́ıdaj́ıćımi soukromými ak-
tivitami, pokud by zmizely. To je opět založeno na nevyloučitelnosti,
která zp̊usobuje, že soukromé subjekty maj́ı malou nebo žádnou moti-
vaci tyto aktivity dělat.

• Produkčńı funkce Φ(.) vykazuje CRS ve dvou vstupech k a g, takže

y = Φ(k, g) = kϕ(g/k)

s ϕ′ > 0 a ϕ′′ < 0.
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• Kdykoliv je to jednodušš́ı, budeme pracovat s Cobb Douglasovou funkćı:

y/k = ϕ(g/k) =
(g
k

)1−α

• Vyrovnaný rozpočet je:

g = τy = τkϕ(g/k)

• Z toho př́ımo plyne, že jak g/y tak i g/k záviśı pouze na mı́̌re zdaněńı
τ . Pro dané τ budou tyto poměry konstatńı.

• Mezńı produkt kapitálu, tak jak ho vńımaj́ı jednotlivý agenti, kteř́ı
považuj́ı poměr g/k za nezávislý na jejich rozhodnut́ı, je

∂y

∂k
= ϕ

(g
k

)
(1− η) = ϕ

(g
k

)
α

kde η ≡ ϕ′ g
y
= ∂y

∂g
g
y
= 1 − α, je elasticita y s ohledem na g která je v

př́ıpadě C-D funkce rovna konstantě 1− α.

• Jako obvykle uvažujeme representativńı domácnost, která maximali-
zuje:

U =

∫ ∞

t=0

e−ρt c(t)
1−θ

1− θ
dt (9)

• Jelikož návratnost kapitálu po zdaněńı je (1 − τ)(∂y/∂k), je Eulerova
rovnice následuj́ıćı

γ =
ċ(t)

c(t)
=

1

θ

[
(1− τ)ϕ

(g
k

)
α− δ − ρ

]
(10)

• Nyńı se můžeme pod́ıvat, jak velikost vlády, charakterizována τ = g/y
ovlivňuje tempo r̊ustu.

• Existuj́ı zde dva protich̊udné efekty. Př́ımý vliv r̊ustu τ snižuje moti-
vaci investovat. Na druhou stranu rostoućı g/y také zvyšuje g/k a t́ım
pádem zvyšuje mezńı produkt kapitálu. To naopak zvyšuje motivaci
investovat.

• V př́ıpadě Cobb-Douglasovy funkce dostaneme

dγ

d(τ)
=

1

θ
ϕ
(g
k

)
(ϕ′ − 1)
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takže dostaneme kopec, kde tempo r̊ustu záviśı na velikosti vlády.
Tempo roste pokud je g/k tak ńızké, že ϕ′ > 1, a naopak tempo klesá,
pokud je g/k tak vysoké, že ϕ′ < 1

• Všimněte si, že tento kopec je vlastně Lafferova křivka. Rostoućı část
křivky je ta, kdy vládńı výdaje pomáhaj́ı (‘crowding-in’) t́ım, že zvyšuj́ı
soukromou produktivitu, zat́ımco v klesaj́ıćı části vytěsňuj́ı (’crowding-
out’) t́ım, že zdaněńı ovlvňuje mezńı produkt kapitálu př́ılǐs silně.

• Přirozenou podmı́nkou pro výrobńı efektivnost je ϕ′ = 1.

• Když je η konstantńı, tak jako v C-D př́ıpadě, můžeme ukázat, že
zvyšeńı tempa r̊ustu zvyšuje celoživotńı užitek. Takže benevolentńı
vláda by měla vybrat τ = g/y tak aby ϕ′ = 1.

• Ale to je pouze druhé nejlepš́ı řešeńı.

• Uvažujte sociálńıho plánovače, který zafixuje τ = g/y a potom je scho-
pen diktovat každé domácnosti spotřebu v čase. Pro danou hodnotu
g/y, sociálńı mezńı produkt kapitálu je (1−g/y)ϕ(g/k), kde člen −g/y
je nutný k zachováńı konstantńıho poměru g/y.

• Takže tempo r̊ustu spotřeby, které by vybral sociálńı plánovač je

γs =
ċ(t)

c(t)
=

1

θ

[(
1− g

y

)
ϕ
(g
k

)
− δ − ρ

]
(11)

• Jelikož τ = g/y, jediný rozd́ıl mezi (10) a (11) je nepř́ıtomnost členu α
v (11). Takže pro všechny úrovně τ je tempo r̊ustu v decentralizovaném
řešeńı nižš́ı.
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• Soukromı́ agenti tedy investuj́ı do kapitálu neoptimálně, protože ne-
zahrnuj́ı externalitu, že jsou schopni ovlivnit (zvýšit) g a t́ım zvýšit
produkci. Veřejné poskytováńı těchto služeb je financováno distorzńımi
daněmi z d̊uchodu (τ , které snižuj́ı soukromou mı́ru návratnosti ka-
pitálu).

13 Akumulace lidského kapitálu – nový po-

hled

Základńı literatura: BSiM 5.1, 5.3
Doporučená literatura: BSiM 5.2.1-5.2.2, Lucas(1988)

13.1 Jednosektorový model

• V předchoźıch modelech s lidským kapitálem jsme uvažovali následuj́ıćı
produkčńı funkci

Y = F (K,H,L) (12)

s konstantńımi výnosy z rozsahu v K, H a L.

• Vı́me, že pokud jsou Y , K a H vyráběny stejnou technologíı (12), pak
zahrnut́ı lidského kapitálu neovlivńı kvalitativńı závěry neoklasického
modelu (ale výrazně ovlivńı kvantitativńı predikce).

• To jsme viděli v modelech, kde rovnost mı́ry návratnosti z obou druh̊u
kapitálu zajǐst’ovala, že poměrH/K je konstantńı (např. modelu MRW).

• Uvažujme nyńı produkčńı funkci tvaru

Y = F (K,H) (13)

s konstantńımi výnosy z rozsahu v širš́ım pojet́ı kapitálu K a H.

• V této formulaci bychom mohli vńımat lidský kapitál jako: H = hL,
tj. počet pracovńık̊u L vynásobeno lidským kapitálem typického pra-
covńıka h. V této nové formulaci (13) oproti dř́ıvěǰśı (12) je předpoklad,
že pouze celková zásoba lidského kapitálu je d̊uležitá pro produkci, ni-
koliv to, jak je tato zásoba složena z L a h. Volně řečeno, množstv́ı
práce (L) a kvalita (h) jsou dokonalými substituty.

• Důležitým d̊usledkem je, že nyńı máme konstantńı výnosy z rozsahu
v akumulovaných výrobńıch faktorech. To nám zaruč́ı trvalý r̊ust jako
AK modelu.
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• Přepǐsme rovnici (13) jako

Y = K · f(H/K) (14)

• Potom máme

r + δK = RK =
∂Y

∂K
= f(H/K)− (H/K) · f ′(H/K)

r + δH = RH =
∂Y

∂H
= f ′(H/K)

nebo

f(H/K)− f ′(H/K) · (1 +H/K) = δK − δH

což implikuje fixńı hodnotu pod́ılu H/K = 1/ω∗.

• Zadefinujeme A ≡ f(1/ω∗) a můžeme přepsat produkčńı funkci (14)
jako

Y = AK

takže máme AK model. Pro detailněǰśı popis viz BSiM 5.1.1.

• To, jak zapoj́ıme lidský kapitál do (jednosektorového) modelu, tedy zda
uvažujeme technologii (12) nebo (13) výrazně ovlivńı chováńı modelu.
To má samozřejmě vliv i na účinnost hospodářské politiky.

13.2 Efekt nerovnovážného r̊ustu (imbalance effect)

• V několika modelech, se kterými jsme se setkali, jsme dostali konstantńı
poměr ω = K/H prameńıćı z rovnosti mı́ry návratnosti.

• Doposud jsme předpokládali, že je možné dosáhnout tohoto poměru
okamžitě. To tedy znamená, že můžeme přeměnit K na H a naopak.
Tento předpoklad neńı moc realistický.

• Nyńı předpokládejme, že to neńı možné a že změny poměru ω mo-
hou nastat pouze z kladných hrubých investic IH a IK v rovnićıch
Ḣ = IH − δHH a K̇ = IK − δKK. V této situaci dotaneme tzv. efekt
nerovnovážného r̊ustu (imbalance effects.)

• Přesněji řečeno, nyńı jsme omezeni IH ≥ 0 a IK ≥ 0.
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• Pokud jsme měli na začátku př́ılǐs mnoho lidského kapitálu, relativně
v̊uči fyzickému kapitálu, takže ω < ω∗, pak nejrychleǰśı cesta, jak zvýšit
ω je nastaveńım IH = 0 (tj. omezeńı IH je závazné), takže docháźı pouze
k depreciaci Ḣ/H = −δH .

• Tento proces povede k přechodné fázi, kde ω roste ke své steady statové
hodnotě. Tato hodnota je dosažena v konečném čase. Y poté roste
konstantńım tempem γ∗

Y jako v AK-modelu, jak jsme zmı́nili výše.

• Během tohoto přechodu H v podstatě přeb́ırá roli L v neoklasickém
r̊ustovém modelu. A protože mezńı produkt K je klesaj́ıćı v K/H
dostáváme běžnou vlastnost, že r̊ust výstupu klesá během přechodné
fáze. Tedy r̊ust monotóně klesá směrem k γ∗

Y .

• Pokud ω > ω∗ dostaneme stejné závěry, pouze role H a K je opačná.

• Dostaneme, že mı́ra r̊ustu γY klesá monotónně k γ∗
Y jak se ω přibližuje

k ω∗ z jakékoliv strany.

• To implikuje, že pokud nastane nerovnováha mezi oběma druhy ka-
pitálu, např. sńıžeńı ω v d̊usledku války, která znič́ı fyzický kapitál, ale
nikoliv lidský (WW2), dostaneme přechodnou fázi s rychleǰśım r̊ustem.

• Podle tohoto modelu bychom však měli dostat stejný závěr z události
jako např. morová epidemie, která znič́ı H, ale neovlivńı K. To ale neńı
to, co pozorujeme v datech. (Podobná situace i po WW1).

• Důležitým zdrojem možné asymetrie jsou náklady přizp̊usobeńı, které
jsou typicky větš́ı pro lidský kapitál. Podobnou asymetrii je možné vidět
i v mnohem složitěǰśıch modelech, jakými jsou dvousektorové modely.

11



13.3 Dvousektorový model. Uzawa-Lucas.

• Jak už jsme několikrát zmı́nili, měli bychom být skeptičt́ı ohledně před-
pokladu, že lidský kapitál může být produkován stejnou technologíı
jako spotřebńı statky a fyzický kapitál.

• Produkce nového lidského kapitálu bude zřejmě potřebovat na vstupu
daleko v́ıce lidského kapitálu, nežli fyzického.

• Abychom si to ukázali, uvažujem následuj́ıćı dvousektorový model

Y = C + K̇ = F (K,uH) (15)

Ḣ = B(1− u)H (16)

kde u je pod́ıl lidského kapitálu použ́ıvaného při produkci spotřebńıch
statk̊u/fyzického kapitálu. Pro jednoduchost neuvažujeme depreciaci.

• Sektor školstv́ı vyráb́ı nový lidský kapitál za použit́ı pouze lidského ka-
pitálu (učitelé, čas student̊u strávený ve škole). To je poněkud extrémńı
verze výše zmı́něného př́ıpadu.

is larger, i.e. an externality.

• Důležitým znakem tohoto modelu je, že jeden z kapitálových vstup̊u
(H) je vyráběn za použit́ı pouze reprodukovatelných vstup̊u.

• Také nyńı můžeme dostat trvalý r̊ust i když nedocháźı ke změnám
technologie. Uvažujem, že se nacháźıme na vyvářené r̊ustové trajektorii
(BGP), kde

γ = Ċ/C = K̇/K = Ḣ/H = B(1− u)

což je možné pouze pokud u a mı́ra úspor s jsou takové, že v každém
čase plat́ı

γK = K̇ = Y − C = sY = sF (K, uH)

• Úplná analýza modelu vyžaduje, že budme endogenizovat alokaci zdoj̊u.
Mı́ru úspor s a pod́ıl u tedy urč́ıme z optimalizačńıho chováńı repre-
zentativńı domácnosti-výrobce.

• Tahle analýza nám řekně něco nového ohledně krátkého obdob́ı, dosta-
neme tak podrobněǰśı popis přechodné dynamiky. Jelikož u∗ ovlivňuje
dlouhodobou mı́ru r̊ustu, určeńı u∗ nám řekne také něco o tom, co
určuje r̊ust.
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• Nás bude primárně zaj́ımat to, jak ekonomika reaguje na nerovnováhu
v poměru zásob kapitálu ω.

• Úplná analýza je celkem komplikovaná, pro př́ıpadné zájemce odkazuji
na BSiM 5.2.

• Nejd̊uležitěǰśı nový výsledek je ten, že dostaneme asymetrii v efektu
nerovnováhy. Pokud ω > ω∗ (tj. máme př́ılǐs málo lidského kapitálu),
mezńı produkt lidského kapitálu v sektoru výroby statk̊u je vysoký,
což implikuje vysokou mzdovou sazbu. To zp̊usob́ı vysoké náklady v
sektoru, který intenzivně využ́ıvá tento vstup (tj. sektor vzděláńı).
To motivuje realokaci zdroj̊u z výroby lidského kapitálu do výroby
spotřebńıch (kapitálových) statk̊u. To zpomaĺı produkci vzácného vý-
robńıho faktoru (H), takže zpomaĺı tempo r̊ustu ekonomiky.

• Model tedy predikuje, že bychom měli pozorovat rychleǰśı zotaveńı eko-
nomiky po události, která znič́ı sṕı̌se fyzický kapitál než lidský kapitál.

13.4 Podmı́nky pro trvalý/endogenńı r̊ust

• Nyńı zobecńıme Uzawa-Lucas̊uv model

Y = C + K̇ + δK = A(vK)α1(uH)α2 (17)

Ḣ + δH = B · [(1− v)K]η1 [(1− u)H]η2 (18)

• Pod́ıváme se na steady state, kde u a v jsou konstantńı a C, K, H, a
Y rostou konstantńım (ne nutně stejným) tempem.

• Vyděĺıme rovnici (18) proměnnou H a převedeme obě strany na tempa
r̊ustu. Dostaneme

η1γ
∗
K + (η2 − 1)γ∗

H = 0 (19)

• Vyděĺıme rovnici (17) proměnnou K a převedeńım rovnice na tempa
r̊ustu dostaneme(

C/K

C/K + γ∗
K + δ

)
· (γ∗

C − γ∗
K) = (α1 − 1)γ∗

K + α2γ
∗
H (20)

• Dá se ukázat, že muśıme mı́t γ∗
K = γ∗

C . To následně imlikuje, že γ∗
K =

γ∗
Y , takže Y , K a C rostou stejným tempem.
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• Protože (20) se zjednodušš́ı na

(α1 − 1)γ∗
K + α2γ

∗
H = 0 (21)

• Rovnice (19) a (21) tvoř́ı homogenńı systém dvou lineárńıch rovnic
se dvěmi neznámými γ∗

K a γ∗
H . Jediné řešeńı tohoto problému kromě

podmı́nky γ∗
K = γ∗

H = 0 může nastat, pokud je charakteristická matice
singulárńı.

• To implikuje, že jediný zp̊usob, jak dostat endogenńı r̊ust (γ∗
K > 0,γ∗

H >
0) je, pokud parametry splňuj́ı tuto podmı́nku

α2η1 = (1− η2)(1− α1) (22)

• Pod́ıvejme se na nějaké speciálńı př́ıpady, kde je tato podmı́nka splněna

– Konstantńı výnosy z rozsahu (CRS) v obou sektorech (α1 + α2 =
η1 + η2 = 1). Potom máme také γ∗

H = γ∗
K takže poměr K/H je

konstantńı.

– Uzawa-Lucas̊uv model: η1 = 0, η2=1. Potom (22) plat́ı bez ohledu
na velikost α1 + α2, takže můžeme mı́t jak klesaj́ıćı, tak rostoućı
výnosy z rozsahu v sektoru finálńıch statk̊u.

– AK-model s α1 = 1 a α2 = 0. Všimněte si, žeH je tady přebytečné.

– Klesaj́ıćı výnosy v jednom sektoru jsou kompenzovány rostoućımi
výnosy ve druhém sektoru. Předpkládáme, že všechny elasticity
jsou kladné. Pokud α1 + α < 1 podmı́nka (22) může být splněna
pokud η1 + η2 > 1 a nebo naopak.

– Pokud α1 ̸= 1 z podmı́nky (21) máme

γ∗
K =

(
α2

1− α1

)
γ∗
H

takže γ∗
K > γ∗

H pokud α1+α2 > 1 a naopak. Pouze s konstantńımi
výnosy z rozsahu (α1 + α2 = 1) máme, že γ∗

K = γ∗
H a konstantńı

poměr H/K na vyvážené r̊ustové trajektorii.

– Z toho vyplývá, že jediná situace, kdy dostaneme r̊ust a kde H/K
je konstantńı je ta s konstantńımi výnosy z rozsahu v obou sekto-
rech. (Konstantńı poměr H/K je d̊uležitá vlastnost BGP).
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• Co jsme se naučili? Existuje mnoho zp̊usob̊u jak dostat trvalý/endogeńı
r̊ust v tomto dvousektorovém modelu. Predikce model̊u ale podstatně
záviśı na hodnotách parametr̊u popisuj́ıćıch technologie (produkčńı funk-
ce). Protože o těchto hodnotách v́ıme málo, je předpovědńı śıla těchto
model̊u omezená. To je velká slabina, ale zároveň výzva pro budoućı
výkum.
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