Vlastnosti uzitkové funkce, geometrické znazornéni

Pro uzitkovou funkci u(x) zavedenou vySe pomoci relace , >, pfijmeme nyni
nékteré vlastnosti, které jsou odvoditelné z vlastnosti preferenéni relace ,,>-,, a

soucasné se ukazuji jako opodstatnéné témeér ve vsech situacich spojenych s
rozhodovanim spotiebitele na zékladé jeho preferenénich kritérii.

Definice 1 Jestlize funkce u(x) proménnych x,,x,,....x, matyto viastnosti
(U1) u(x) je redlna koneéna nezdporné funkce a plati pro ni u(0)=0..
(U2) u(x) je neklesajici ve vSech proménnych, tzn. plati:
Jestlize x < z,x # z, pak u(x)<u(z). nebo:
(U2s) u(x) je rostouci ve véech proménnych, tzn. plati:
Jestlize x < z,x # z, pak u(x)<u(z).
(U3) u(x) je spojita v celém (n-rozmémém) definiénim oboru.
(U4) u(x) je kvazikonkéavni funkce.
(U5) u(x) je uréena az na ryze monoténni (rostouci) spojitou transformaci ¢(u).

potom o takové funkci «(x) fekneme, ze ma vlastnosti uZitkové funkce.

Presny vyznam viastnosti (U4) a (U5) nyni vyloZime formulaci pfislusnych definici.
Definice 2 Funkce » proménnych G(x) se nazyva konkavni, jestlize pro kterékoliv
dva body/vektory x, z z definiéniho oboru D, (G(x)) plati nerovnost:

GlxIA+(I-A)I2)2AG(x)+(1-1).G(z)

pro libovolné reéalné &islo 101(0,7). Konkévnost tedy znamena, Ze pfi pribéhu
argumentu useckou spojujici body x, z komoditniho prostoru nesmi hodnota
funkce G(y) v zadném bodé y této usecky klesnout pod (prostorovou) usecku
spojujici body G(x) a G(z).
Definice 3 Funkce » proménnych H (x) se nazyva kvazikonkavni, jestlize pro
kterékoliv dva body x, z z definiéniho oboru D, (H(x)) plati nerovnost:
H(x[A+(1-2)1z)2Min[H(x); H(z)]
pro libovolné realné éislo 4 1(0./). Kvazikonkavnost tedy obrazné znamena, ze pfi
pribéhu argumentu Useckou spojujici body x, z (v komoditnim prostoru) nesmi
hodnota funkce H(y) v zadném bodé , na této useéce klesnout pod mensi z
hodnot obou krajnich bodii této Giseéky H(x), resp. H(z).
Kvazikonkavnost je zde definovana bez ohledu na existenci derivaci (resp. i
spojitost) funkce n proménnych. Pozdéji ukazeme, jak Ize tuto vlastnost formulovat u
funkci, které jsou diferencovatelné. Poznamenejme, ze konkavni funkce je vzdy
kvazikonkavni, zatimco kvazikonkavni funkce nemusi byt nutné konkavni.
Prostorové tisec¢ka spojujici body H(x) a H(z) se totiz v 24dném pfipadé nemuize
»propadnout” pod minimum vzaté ze svych krajnich hodnot.



Vlastnost (U5) konstatuje, Ze uZitkova funkce neni uréena jednoznacné, ale Ze za ,,v
podstaté tutéz funkci® resp. funkci patfici do ,téZe tfidy jako je vychozi u(x)“ Ize
povaZovat i libovolnou transformovanou funkci (u(x)), pokud je transformace
¢ (.) spojité a rostouci. Znamené to tedy, Ze uzitkovou funkci uvazujeme ,jen” v
ordinalnim smyslu, tzn., Ze pfi porovnani uZitku, ktery prinasi dvé komoditni
kombinace x a z, nerozhoduje, jaké jsou konkrétni ¢iselné velikosti uZitku u(x) a
u(z), nybrz jen to, zda vidy plati 1u(x)>u(z) & u(z)>u(x) nebo zda u(x)=u(z).
Zatimco pro kterékoliv dvé komodity Ize rozhodnout, ktera z nich je pro spotrebitele z
hlediska prinaseného uzitku lepSi (popr. jsou-li indiferentni), nelze rozdil mezi dvéma
raznymi uZitky (nejsou-li komodity indiferentni), kvantitativné vycislit tj. zméfit. Kazda
transformace ¢ s sebou pfinasi obecné jinou ,mezihladinovou*® $kalu pro méfeni rozdild.

Poznamka 1 Nejednoznaénost uréeni uzitkové funkce ve smyslu (U5) ma za
disledek to, ze funkce 2(u(x)+ 3), (u(x)+ 3)? 3lexp(0.5u(x)), Jlog u(x)+4

pFi u(x) > | vyjadfuji v podstaté totéz spotrebitelovo hodnoceni, které uplatiiuje vudi
nékolika komoditnim kombinacim, které mu pfinaseji uZitek, jako pavodni u(x) .

V pripadé, ze chceme pojem uzitkové funkce vyuzit k hlubsi analyze spotrebitelova
chovani s vyuzitim prvk( marginalni ekonomické analyzy (a dale ve vztahu k cenam
komodit a pfijmu spotfebitele), potfebujeme zavést nastroje diferencialniho poétu.

Proto pfijimame pro uzitkovou funkci jesté dvé vlastnosti (prvni pitom vyplyva z druhé) :
(U6) Existuji spojité 1. parcialni derivace u, :M (ti. podle vSech proménnych) .

0°u(x)

x,0x,

(U6*) Existuji spojité 2. parcialni derivace u, = (.pror,s =1,2,....,n).
Vyznam uvazovanych vlastnosti (P1), (P2),(P3) a (P5) pro preferenéni relaci ,,>,,
bude zretelngjsi ve svétle nasledujiciho tvrzeni :
Véta 1 [G.Debreu, Eilenberg, Rader]
Jestlize preferenéni relace ,, -, splnuje vlastnosti (P1), (P2), (P3) a (P5) v
komoditnim prostoru generovaném spocetnou bazi otevienych mnozin, potom lze
v tomto prostoru zkonstruovat spojitou uzitkovou funkei u(x).
Dikaz:
a) existence necht M ;, M , je posloupnost otevienych mnozin ve spocetné bazi X . Pro
jakékoliv x uvazujme mnozinu N (x)={n‘z > x pro vSechna zUM n} a definujme
funkci v(x) vztahem

v(ix)= 27"

nON(X)

Jestlize y > x, potom N(x) O N(y), takze v(x)<v(y). Na druhé strané, jestlize y <x, pak
existuje 7 1 N(y) takové, ze x JM, ale nikoliv n O N(x). Tedy N(x)ON(y) a v(y)>v(x).
Tedy v je uzitkova funkce.



b) spojitost Necht .S oznacuje libovolnou mnozinu na rozsifené realné primce, ktera pozdéji
bude brana jako v(X ) Mnozina S stejné jako jeji doplnék [IS mize sestavat z
nedegenerovanych a degenerovanych intervall. Za ,mezeru“ S oznafime maximalni
nedegenerovany interval dopliiku [1S , ktery ma horni a dolni hranici v S'. Podle véty vyvozené
G.Debreuem [1964] plati, Ze jestlize S je podmnozina rozsifené realné pfimky R, pak existuje
rostouci funkce g z S do R takova, ze vSechny mezery g(S) jsou oteviené mnoziny

Geometricka interpretace Uzitkova funkce je predstavovana nadplochou v n + /-
rozmérném prostoru R ., v ramci néhoz komoditni prostor X generuje

dimenznich slozek a hodnotu uzitku v posledni » + / dimenzi. V této » + /-dimenzi
»mefime“ uzitek, ktery spotrebiteli pfinasi kterakoliv komoditni kombinace
(. x),...x])0.x . Geometricka mista bod{i (komoditnich kombinaci), ktera poskytuiji

stejny uzitek (na urité konstantni Grovni u") vytvareji (obrazné feceno) ,vrstevnice®,
pfiéemz vySka kazdé vrstevnice udava hodnotu uzitku pro danou kombinaci
komodit. Tyto vrstevnice budeme nazyvat indiferenéni kfivky (ve vztahu k uzitku).

Pri této interpretaci Ize o soustavé vrstevnic mluvit jako o tzv. indiferenéni mapé
tvorené témito vrstevnicemi pro vSechny mozné hladiny uzitku.' S ohledem na
vlastnost (U5) je indiferenéni mapa nezavisla na volbé transformacni funkce go(u),

neboli fe¢eno jinymi slovy: pruméty vrstevnic do »-rozmérného komoditniho
prostoru zustavaji pii zméné go(u) beze zmén. Je tomu tak proto, ze se zménou ¢

se sice muze zménit nominalni hodnota uzitku, ale preferencéni srovnani
libovolnych dvou komodit se zachovava.

Poznamka 2 Lze ukazat, ze také naopak ze znalosti indiferenéni mapy tj. vrstevnic
uréenych jako u(x,.x,.....x,) = pro libovolné « lezici na nékteré vrstevnici,

Ize odvodit (opét az na transformujici funkci ¢ ) tvar uzitkové funkce u(x) V tomto

smeéru je tedy znalost uzitkové funkce a znalost indiferenéni mapy rovnocenna.

Ekonomicka historie zna mnoho polemik o opravnénosti toho, zda Ize na kvantifikaci uzitku
pohlizet i klasickym, tj. kardinalnim zplsobem. Prestoze existuje fada (i nekomplikovanych)
zpusobd, jak prechod na kardinalni vyjadrovani provést, ukazuje ekonomicka praxe, ze disledné
kardinalni pojeti méreni uzitku vyzaduje zpravidla vzdy takové informace kvantitativni povahy,
jejichz (tfeba jen subjektivné posuzovanou) urcitelnost €i odhadnutelnost zajistit nelze. Zkuste
napf. ohodnotit, zda - tfeba na odlehlém misté a v zimnim Case - jsou pro nas teplé rukavice o 20%,
40% ¢i 70% méné uzitecné, nez tepla zimni obuv, mame-li se rukavicemi chranit pfed omrznutim
rukou a teplymi botami pfed promrznutim nohou. Pfitom uz samotné ordinalni srovnani muze byt
ur¢itym problémem. Ostatné provést Gvahu s kardinalni kvantifikaci nejruznéjsich uzitkovych
preferencnich srovnani a nasledné vyslovit sviij nazor ¢i zavér mlze kazdy ¢tenar sam.

Dopad prijimanych vlastnosti uzitkové funkce na tvar indiferen¢nich krivek

1 Ne ze vSech hledisek je ovSem srovnani indiferenéni mapy se skuteénou (geografickou) mapou
plnohodnotné: Vrstevnice indiferenéni mapy - viz obrazek ¢. ... - nemohou byt uzaviené kfivky
vzhledem k vlastnosti (U2) uzitkové funkce a v disledku (U4) musi vytvaret konvexni utvary: tzn.
useckoveé spojnice propojujici dva body na téze indiferenéni kfivce nesmi protnout zadny bod s
niz§i hladinou uzitku. Spotrebitel shlizejici na mapu ,od pocatku souradnic” tedy vidi
svrstevnice” pouze smérem ,do kopce“, aniz by se v této mapé mohlo vyskytnout za vrcholem ¢i
hifebenem kopce (tj. pfi zvySenych mnoZstvich dosazovanych komodit) opét klesani smérem dolu.



Vlastnost (U1) u(x) je redlna koneéna funkce a plati pro ni «(0)=0. Znamena mj.,
Ze pocatek souradnic nemuze lezet na zadné indiferencni kiivce kiadné hodnoty. To je
ihned vidét z toho, Ze uzitek v pocatku definovaném soufadnicemi x; =0,i = 1,2,..,n muze byt
vzdy jen nulovy.

Vlastnost (U2) popf. (U2s) udava, ze uzitek pri pohybu po kfivkach indiferenéni
mapy ve smérech doprava a nahoru nemize klesnout. (Indiferenéni kfivky, nejenze
tedy nemohou byt ,uzaviené do sebe”, ale nemohou se ani — se zvétsSujicim se
mnozstvim komodity — ,,odklanét,, od soufadnicovych os. Dal$i omezeni na jejich tvar
pak predstavuje kvazikonkavnost. “Uzavienost do sebe“ by znamenala nutné existenci
pfinejmensim dvou bodl x =(X;,x, ),z =(z;,z, )takovych, ze x; <Xx,,z; <z,s vlastnosti
u( x ) =u( z), coz by bylo zfejmé v rozporu s vlastnosti U2(S).

Nesaturovanost preferencni relace pak koresponduje s tim, ze ,,uzitek s pridavanim komoditniho
mnozstvi stale a bez omezeni stoupa” a ze tedy (pfinejmensim kazda poloprimkal/paprsek
vychézejici z poéatku, zn. v bodech Ax; A > 0) protina indiferenéni kiivky odpovidajici vy$$im a
vyssim hladinam uzitku.

Vlastnost (U3) - spojitost zajistuje, ze indiferentni kfivky jsou souvislé mnoziny
nulové tloustky (,,Cary“) a ze tedy nejsou tvofeny mnozinami sestavajicimi z izolovanych bodu.
Vlastnost (U4) - kvazikonkavnost zajistuje, ze indiferentni kfivky jsou vyklenuty
smérem k pocatku a ze mnoziny L(u ), predstavujici mnozZiny bodu nad krivkou,
jsou konvexni ttvary. To primarné plyne z konvexnosti preferenéni relace. Méné viditelnym
dusledkem je t¢z to, Ze mezni mira substituce mezi dvéma komoditami vykazuje (pfi
pohybu ve sméru zleva shora -> doprava dolii) monotonné klesajici tendenci.

(US) u(x) je uréena az na ryze monoténni (rostouci) spojitou transformaci (1)
odpovida pohledu na ordinalni pojeti uzitku. S kazdou uzitkovou funkci u(x) patfi

do stejné ,tfidy” cela mnozina dalSich, pokud kazdého reprezentanta této tridy je z
puvodni funkce mozné vytvorit pomoci spojité rostouci transformace. Toto
zobecnéni neméni nic na tom, Ze po takovéto transformaci budou body pilvodné
lezici na téze indiferentni kfivce na ni opét lezet. Této kiivce bude ovsem odpovidat
(obecné a zpravidla) vyssi nebo nizsi hladina uzitku. Znamena to mj., ze v porovnani
uzitku dvou ,komoditnich“ bodii nema smysl si pokladat otazku, ,,0 kolik je jedna
komoditni kombinace lepsi nez druha“, ale jen otazku, ,zda je jedna vysSi nez
druha“, popf. jsou-li kombinace rovnocenné, “zda jsou obé hodnoceny shodné*.

Zakladni charakteristiky uzitkové funkce




Definice 5 Prvni parcialni derivace uzitkové funkce podle libovolné »-té komodity
vyCislena v pevném bodé (x?,x? ...... x,f) je nazyvana meznim (marginélnim)
uzitkem r -té komodity v tomto bodé (kombinaci komodit). Mezni uzitek znacime

(2.11) u,(x")ZMx—o)

0x,

Podle predpokladu o ryzi monoténnosti uzitkové funkce u(x) je mezni uZitek vzdy
kladny. Pozadavek je dost restriktivni, nebot' nepfipousti (v realité snadno
myslitelné) tvahy o dosazeni uréité saturaéni urovné ,uzite€nosti“ nékterych
komodit, po jejimz prekroéeni se uzitek pocitovany spotiebitelem jiz nezvysuje.
Lze uvést fadu pfipadt, kdy po nabyti jisté trovné dané komodity uZitek dokonce klesa.

Definice 6 Podil dvou meznich uzitki (pfisluSnych riznym komoditam), vyéisleny v
nékterém bodé x’ komoditniho prostoru X se nazyva mezni (marginaini) mira
substituce mezi r -tou a s-tou komoditou. Znacime ji m . a definujeme tedy jako

0
.12 () =)
ug(x")
Mezni mira substituce je ve vztahu k poradi komodit reciproka. Obratime-li poradi
komodit v substitucnim vztahu, obdrzime prevracenou hodnotu pulvodni :
m :L. Hodnota =, zavisi jednak na analytickém tvaru uzitkové funkce,

sr
m,.,

jednak (a to Casto daleko silnéji) na bodé-komoditni kombinaci, kde ji vy€islujeme.
dx
dx,
ovéreni Vyjdeme z vyjadreni totalniho diferencialu funkce a jeho rozkladu na dvé
aditivni komponenty u funkce dvou (substitu¢nich) proménnych.

Tvrzeni 1 Pro mezni miru substituce Ize snadno odvodit vztah: m,. =—

Oulx’ Aulx’
du(xo): dx, +

ox, 0x

Protoze pfi pohybu po indiferenéni kfivce u~ =konst se Urove uzitku neméni

(méni se vSak vzajemny pomér faktord x, a x,), plati pro totalni diferencial

(2.13) dx, ?

du (xO) = 0. Odtud ziejmé plyne —u dx, =u dx, a dale
u dx
214 m,, =——L=-""275 :
(214) S uy dx, -
n Qu(x")

2 Obecny vyraz pro rozklad totalniho diferencidlu du(x’ ) =3

protoZe pii neménnosti jinych komodit neZ r-té a s-té ziejmé plati dx; =0,i # r,s.

.dx; se redukuje na dvojclen,



Mezni mira substituce mezi dvéma komoditami (pfi neménicich se komoditach ostatnich)
vyjadfuje mnozstvi zvysSeni jedné komodity (pfi snizeni druhé komodity o jednotku mnoZstvi)
potiebné k tomu, aby nové vytvofena komoditni kombinace poskytovala stejny
uzitek jako kombinace plvodni. Mezni mira substituce zlistane nezaporna: Jeden z
diferenciall dx. nebo dx, bude zaporny, nebot’ pfiristek v mnozstvi jedné

komodity musi byt kompenzovan ubytkem druhé a vice versa.
Véta 2 Zakon klesajici mezni miry substituce Pfi pohybu po indiferenéni kfivce? plati

(2.15) m, (., x, ) > m, (x:x:) pro x, <x,,x, >x, takova,ze u(xl,xs)=u(x:,x:)

pravé tehdy, kdyz je uzitkova funkce u(x ) kvazikonkavni.

Dikaz Ze zapornosti diferencialu veliiny dm, (x,,x, ) pfi pohybu po indiferenéni
kfivce vyvodime pomoci véty o rozkladu totalniho diferencialu, ze

(2.16) dm, =M g 19 g <
Ox Ox

r N

Po déleni dx, (kteryzto diferencidl je pii pohybu ve sledovaném sméru kladny, &imz se neméni
povaha nerovnosti) Ize klesajici tendenci mezni miry substituce vyjadrit vztahem

(2.17) Oy s
Ox, 0x

Mezni mira substituce m,, bude klesajici pravé tehdy, jestlize bude jeji diferencial
(pfi pohybu po indiferencni kiivce) zaporny. V nasledujicim budeme vySetrovat, jakym
vztahim mezi charakteristikami uzitkové funkce bude podminka (2.15) odpovidat.
Prevedeme tedy postupné diferencialni charakteristiky obsazené v (2.17) na
vyrazy obsahujici charakteristiky uzitkové funkce.

N

- . v . cr oy u, e
Zapiseme-li vyraz pro m,, v definiénim vyjadreni m, ., = —a provedeme-li vypocty
Z/lS

parcialnich derivaci, dostavame ekvivalentni vyjadfeni

) )
s ) _Up g \HUs)

Ox,  ug, Oxg

Uy, U Uy, _u_r d({surs —uu
u 2

<( , které prejde po upravach do podoby

5 % resp. na tvar

Ug s U,

2. P
(2.18) uS ui"}" 2 mrl’;surs ui" uSS < 0

Us

*rozuméno ,shora zleva“ smérem ,dolt doprava“. Znazoméni je voleno tak, aby statek X,. lezel na horizontalni a statek

orpr v . , v 7V . . . * *
X na vertikalni soufadnicoveé ose. Bod (xr,xs) lezi ,nalevo a vys* oproti lokalizaci bodu (X »,X s )



Béhem odvozovani jsme uplatnili standardni pravidla derivovani zlomki pro mezni uzitky
u (x,...u,),u(x,,..u,),kdyseménipouze r-ta as -ta komodita.

Znaménko levé strany (2.18) udava jeho ¢itatel, nebot’ jmenovatel je s ohledem na
kladny mezni uzitek «_ kladny.

Zapiseme-li Citatel (2.18) jako ,kvadratickou formu, s proménnymi u,., u, a
koeficienty u,,, u,, u,, dostaneme (2.18) jako nerovnost

u —Uu u
(2.19) [u, u,,][E " H S}O
_uFS uSS ui"

Poznamka: Jinym zapisem podminky (2.19) je vyjadfeni

0 u, ug
(2.20) u, u, U, >0
uS urs uSS

Podminka pro klesajici mezni miru substituce je tedy totozna s podminkou pro
kvazikonkavnost vychozi uzitkové funkce (je-li tato dvakrat spojité diferencovatena ).

Jinymi slovy: Jestlize predpokladame pro uzitkovou funkci vlastnost
kvazikonkavnosti, budeme mit zaru¢eno, ze mezni mira substituce bude mit pfri
pohybu po indiferencni kiivce zleva/shora = doprava/dolu klesajici tendenci.

Uvedené Ize ilustrovat na obrézku 2 : Pfipustné podoby indiferenéni kifivky vymezujici

hladinu uzitku u° nalezneme na obrazku [2a], kde je patrné, ze pfi pohybu ve sméru
Zleva/shora = doprava/doli se vzdy zachovava klesajici tendence poméru Ly
X
Naopak na obrazku [2b] je tato relace poruSena mezi (,inflexnimi®) body B a C, kde je
indiferencni krivka vyklenuta smérem ,o0d pocatku soufadnic®. (PovSimnéme si vSak, ze i
v téchto pfipadech prvni soufadnice bodu pohybujiciho se v uvedeném sméru po
indiferen¢ni kfivce roste, zatimco druha klesa). Klesajici mezni mira substituce je tedy

v

silnéjSi vlastnosti, nez pouhé konstatovani, ze m, >0. Jak je patrné, v pfipadech 2c,2d
neni mnozina L(uo) konvexni. Pozdéji ukadZeme), Ze kvazikonkavnost méa pfimy vztah ke
konvexnosti mnozin L(u()).



Zavedené predpoklady (U1) - (U5),(U6*) umoznuji zavést pro dalsi uvahy velmi uzite¢nou
¢tvercovou matici U fadu n+1 sestavajici z prvnich a druhych parcialnich
derivaci uzitkové funkce u(x,,...,x, ) konkrétné tvaru

0 wu;, u, wu; - u,

Uy Upp Uy Uz 0 Upy,

U = Uy Uy Uy Uz =t Uy,
Uy Ujz Upzy Uzz < Uz,

un uln u2n u3n unn

Matice U je tedy tvofena - vedle nulového prvku vlevo nahofe - vektorem prvnich
parcialnich derivaci - tzv. gradientem (s vesmés kladnymi prvky) v dalSich polich 1.
fadku a 1. sloupce a matici druhych parcialnich derivaci (tzv. Hessovou matici)
v ostatnich polich. Je vzhledem k vlastnosti (U6*) symetricka (obsahuje tedy

nanejvys (””2("+Z) - 1 ruznych nenulovych prvk).

Plati dale, Ze pokud je plvodni uzitkova funkce u('x,,...,x, ) kvazikonkavni, pak ma
tato matice nasledujici vlastnost: posloupnost jejich determinantii méni znaménko
s pfidanim kazdé komodity do uvazovaného komoditniho podprostoru, tzn.
0 u;, u, ug
0 u; u,

u u u u
U2 =\u, uy up, >0 A I

Uy Uy Uy Ups
Uy Upp Uy
U Ujz Uy U3zs

0 u;, wu, wu; - u,
Uy Uy Uy Upz oo Uy
Uz Ujz Upz Uzz - Uz,
un uln uZn u3n unn

Jinymi slovy: okolnost, zda je €i neni dani uzitkova funkce kvazikonkavni, Ize
vysetfit pravé zjiSténim znamének této posloupnosti jejich determinanti (je to
v podstaté alternativni vyjadreni kvazikonkavnosti, pokud je vySetfovana funkce
dvakrat spojité diferencovatelna). Determinant U’/ ma hodnotu —u,” ), takze jeho
znaménko je automaticky ,, - ,, ).

Poznamka: Znaménka prislusnych determinantu jsou nezavisla na poradi, ve kterém
jednotlivé statky vstupuji do uvahy.



Monoténni transformace uzitkové funkce

Uzitkova funkce je vlastnosti (U5) uréena az na spojitou rostouci transformaci
g(u). V daldim ukazeme, do jaké miry volba transformace (majici za nasledek

nejednoznacénost ) ovliviuje veli€iny jako je mezni uzitek a mezni mira substituce.

a) mezni uzitek (transformované) uZitkové funkce g(u(x)) se snadno odvodi z
pravidla pro derivovani slozené funkce :

ag(u(x)) =g'(u) (4, kde u :au_(x)

r

Ox, Ox

8 =

/%

Hodnota mezniho uzitku pfi transformaci je zavisla na volbé transformujici funkce.
Protoze g(u) je rostouci funkce, bude ,transformovany* mezni uzitek rovnéz kladny.

b) mezni mira substituce transformované uzitkové funkce g(u(x)) se ziska podobné

9g(u(x))

el o gl _w
% g ulx) T ) " o),
Ox,

Hodnota mezni miry substituce je na volbé transformujici funkce nezavisla.

Jinymi_slovy: kvantitativni ocenéni vztahu mezi dvéma substituénimi komoditami
neni volbou transformujici funkce dotéeno. Pfi transformaci se zachovava
vzajemna poloha ,vrstevnic* uréujicich indiferencni kfivky : transformace neméni
nic na substituénim vztahu obou komodit pfi pohybu po indiferenéni kfivce.

c) druhé parcialni derivace (transformované) uzitkové funkce g(u(x)) se zméni takto:

07lu(e) e ul)) ¢

u
O0x,.0x, 0x

)iebe) ) 20)

Ox 0x

S S

= ') Gy, +g"(u) @, @,

%
N

d) U a jeji determinant \U \ se zméni provedenim rostouci spojité transformace takto

g'(u) g (M)Eltn
g'(u) G g'(u) Gy, + g )y ? g () G,y + g (u)uyu,
G= g'u)tn, g'()t,+g (“)“1“2 g'(u) G n2+g )y,
g'(”)ml g' () G5 +g (o0 g5 - g () Go,3 + g (u)uusu,
Z0)n, W, e, g, %g"(u).u,f

pficemz prislusny determinant |G| matice G ma tvar

6] =[] qu|
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ovéreni: Abychom ur€ili hodnotu determinantu |G|, resp. pokusili se ho porovnat s

determinantem |U|, rozlozime |G| pomoci znamého souctového pravidla. To fika, ze
pokud je napt. prvni sloupec étvercové matice 4 = {a[/.} a, souctem dvou vektorl a
a f3, pak je determinant |4 roven souétu dvou determinantli étvercovych matic se
sloupci (a,a,.a;......a,)a (B,a,.a;.....a, ). Aplikovano na nas$ piipad, kdy Ize 2.
az n-ty sloupec matice G rozlozit na souétové ¢leny, dostavame :

‘aba] + 6., + By,a5 + B, + ﬁn‘ =

‘al’al’a2+ﬁ2’a3+ﬁ3 ------ an+ﬁn‘+‘a1’ﬁ1’a2+ﬁ2’a3+ﬁ3 ------ an+ﬁn‘:
la;,a;, 05,05+ Bs.....a, + B, +|asap, By a5 + B..a, + B[+
ar, By a5 + By, + B[ +lay, B, B as + Bs.ua, + B atd.

Ziskame tak 2n — I determinantu, které vSak az na jeden neovlivni vysledny vyraz.
Pouze prvni z nich, ktery ma tvar

g, W, Wa; - W,

g'(”)ml '(”)D]‘u g'(u)DJt21 g'(”)m‘ﬂ g’(u)mnl

|G |= g'(u)Dlt g'(u)D]tu g'(“)mzz g'(”)m‘ﬂ g’(u)ng
! g'(”>m‘3 g'(u)l]lt” g'(u).DJtB g'(”).mﬁ -g'(u).ﬂt,ﬁ
W)@, W), W), W, - &),

je nenulovy s hodnotou [¢'(«)]"" dU|. VSechny ostatni determinanty se vyznaduji
vlastnosti, ze aspon dva jejich sloupce jsou linearné zavislé a jejich hodnota je
tedy nulova. Priblizime to na rozkladu do étyf souétovych ¢lent

6 =G| +|G,|+|G5] +|G,|

0 g, 0 g'(u)a, g')m,
g'(u) Lk, g'(”)mn g’(u)-uzul '(“) 13 +gﬂ( )”1”3 g'(“)m‘m +g”(”)-”1un
|G |: g'(u)EJtz g'(”)mlz g'(u)EJt Uy ’(u)D‘B +g’ ( )u Us g'(u) [, +g”(”)-“2”n -0
: g'(u)EJts g'(u)EJtlS g'(u)mtz-% (”) 33 +g ( )”32 g’(u)mn_’) +g”(”)-“3”n
g'(u) Ijtn g’(u)ljtln g'(u) IjlZ'u3 g'(u) Ijtn3 ’+g”(u)'unu3 g'(u) Ijtnn +g”(u)‘un2
v disledku linearni zavislosti 1. a 3. sloupce, které jsou nésobky vektoru (0,u,,u,,....,u, ),
0 0 g W), g'(u) g'(u) @,
g'(”) (e, g”(u)l]tl'ul g'(u).u2 g (”) (e +g”( )”1”3 g'(”) (ah,, +g”(u)-”1”n
|G |= g'(u) L, g"(u) Lty g'(”) &,, g (”) Ldey;"+g’ ( )” ”3 g'(”) L, , +g”(”)-”2”n -0
’ g'(”) L g”(”) Lty g'(u)ﬂtB g (”) Lat,, +g’ ( ) g'(”) 3 +g”(”)-”3”n
g'(u)ljln g”(u)ljll'un g’(u) Ij£2n g'(u) |]tnS»’-'-g”(z’t)'i’lni’l3 g’(u)ljlnn -'-g”(u)'un2

10
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v disledku linearni zavislosti 1. a 2. sloupce, které jsou nésobky vektoru (0,u,,u,.,...u,),

0 0 0 g'(u) 0, g'u)a,
g'(u) l, g"(u) (i, g”(”)-uz u g u) i, +g (”)'”1'”3 e g'(u) i, +g" u)'ul U,
|G | _ g'(”)mz g"(”)ml-uz g"(”)-uz-”z g’(u)@n + g"(u).uz.u3 g'(u)@nz +g’ (u)uz Up| _ 0
’ g'(u)l]t3 g”(”)ml-us g"(”)-uz-us g'(”)mﬁ +g”(”)~”32 g'(“)m‘m tg’ (u)u3 U,
g'(u)mn g”(u)lﬂl'un g”(u)'MZ'un g’(u)mrﬂ +g”(u)‘un'u3 g’(u)lﬂnn +g”(l/l).1/ln2

tentokrat v dlsledku linearni zavislosti 1., 2. i 3. sloupce: kazdy z téchto sloupcl je
opét nasobkem vektoru (0,u,,u,.....,u, ).

Z piedchoziho tedy vyplyva, ze mizeme psat

|G| = [g'(u)]"” I:[U| : o.
Odtud je patmé, Ze i kdyz jsou hodnoty determinanti [U| a |G| obecné riizné,
zachovava po transformaci spojitou rostouci funkci determinant \G\ znaménko
souhlasné s plivodnim determinantem [U|.

Znamena to dale to, ze pokud je plivodni uzitkova funkce u(x) kvazikonkavni,
bude i takto transformovana uzitkova funkce g(u(x)) zarutens také kvazikonkavni,
protoze kvazikonkavnost je spojena jen s chovanim znamének (ne uz hodnot)
posloupnosti determinantu (ta se - jak uvedeno vyse - stfidaji s pridanim kazdé dalsi
komodity, pfiéemz nezalezi na porfadi pridavanych komodit.). Tedy k zajisténi
kvazikonkavnosti g(u( X )) musi pro jednotlivé subdeterminanty matice

0 g g & “ &
81 811 812 813 0 Em
G = 82 812 822 82 0 8m platit podminka

83 813 823 833 ° 8
En m 8 &3 0 &m

0 g &g & ' &

81 811 812 813 0 8m

G =(-1)" 8> 812 82 823 0 8m >0 .
g3 813 823 833 83
En Em 8 83 7 &m
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Poznamka 3 - linearni transformace uzitkové funkce

Zvolme nejjednodussi spojitou rostouci transformacni funkci, kterou je linearni
funkce (s kladnym koeficientem u linearniho ¢lenu), tedy g(u)=au +b, kde

a >0, b libovolné. Pak plati

—ag(u)=aﬂt ,  resp. azg(u)=aD1¢

Ox, " 0x,.0x

Znamena to tedy, Ze jak mezni uzitek, tak prvky matice 2. parcialnich derivaci se od
puvodnich prvki matice U li§i pouze vynasobenim kladnou konstantou a«.

Prislusny determinant |G| je pak a"*' - nasobkem piivodniho determinantu (U], tj.

‘G‘ — an+] U‘

Definice 7 Jestlize ve tfidé ordinalnich uzitkovych funkci g(u(x)), které jsou
ekvivalentni s u(x) po linearni transformaci g, existuje uzitkova funkce v(x)
takova, ze plati

)= £ ()
pak fikame, ze u(x) je aditivné rozlozitelna uzitkova funkce.

V takovémto pripadé Ize vyjadrit individualni pfinosy komodit k celkovému uzitku
samostatné pro kazdou komoditu, jinymi slovy, celkovy uzitek je pak souctem
téchto individualnich pfinosu.

12
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Dopinék Konvexnost, konkavnost, kvazikonvexnost a kvazikonkavnost

Rekneme, ze spojita funkce G(X4,X2,...yX,) N proménnych x,,X,,..., X, (definovana
na konvexni mnoziné X ) je pro dva body x,z[0X (aniz vime, zda G(x) < G(z) nebo
naopak)
(A1) ryze konvexni, jestlize plati ostra nerovnost
G(Ax+(1-A)z)<AG(x)+(1-A).G(z)
(B1) ryze konkavni, jestlize plati ostra nerovnost
G(Ax+(1-A)z)>AG(x)+(1-1).G(z)
(C1) ryze kvazikonvexni, jestlize plati ostra nerovnost
G(Ax+(1-1).z) < Max|G(x),G(z)]
(D1) ryze kvazikonkavni, jestlize plati ostra nerovnost
G(Ax+(1-1).z) > Min[G(x),G(z)]
ve viech piipadech pro libovolné skalarni AC1(0,1) .
(A2) konvexni, jestlize plati neostra nerovnost
G(Ax+(1-A)z)<AG(x)+(1-A).G(z)
(B2) konkavni, jestlize plati neostra nerovnost
G(Ax+(1-A)z)=2AG(x)+(1-A).G(z)
(C2) kvazikonvexni, jestlize plati neostra nerovnost
G(Ax+(1-1).z) < Max|G(x),G(z)]
(D2) kvazikonkavni, jestlize plati neostra nerovnost
G(Ax+(1-1).z) 2 Min[G(x),G(z)]
ve viech pfipadech pro libovolné skalarni AI(0,1) .
Je-li znamo, ve kterém z obou bodl je hodnota funkce G(.) vétsi, napf. plati-li
G(x) < G(z) , pak Ize vyse uvedené definice modifikovat napr. takto:
(A3) konvexni, jestlize plati neostra nerovnost
G(x/2+z/2)<05.G(x)+0,5.G(z)

(B3) konkavni, jestlize plati neostra nerovnost
G(x/2+z/2)205.G(x)+0,5.G(z)

(C3) kvazikonvexni, jestlize plati neostra nerovnost
G(x/2+z/2)<G(z)

(D3) kvazikonkavni, jestlize plati neostra nerovnost
G(x/2+z/2)2G(x)
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