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1 Chovani v prostredi nejistoty

1.1 Teorie ocekavaného uzitku
Trocha opakovéani z mikroekonomie

e V deterministickém svété — spotiebitelovy preference jsou popsany dle sefazeni kose statku

V prostied{ nejistoty — preference spotiebitele lze popsat podle sefazen{ jednotlivych loterif (her),
podle ocekdvané hodnoty uzitku

1 statek, spotfeba ¢, uzitkova funkce u(c)

2 loterie, i = A, B.

Loterie i pfinese ¢} jednotek spotieby s pravdépodobnosti p; a c? jednotek spotieby s pravdépodobnost{
(1 —pi), kde 0 <p; < 1.

Definice
Ocekavany uzitek z loterie ¢ (soucet pravdépodobnosti x uzitek)
piule;) + (1 = pi)ulcy)
Spotiebitel striktné preferuje loterii A pired B

pau(cy) + (1= pa)u(cy) > ppu(cp) + (1 = pp)u(ch)

preferuje B pred A pokud < a je indiferentni pokud =.

1.2 Chovani v prostiedi rizika

Spotiebitel, (ktery maximalizuje uzitek) je rizikové averzni, kdyz je jeho uzitkovd funkce (striktné)
konkavni. Pokud je u(c) striktné konkdvni, implikuje to Jensenovu nerovnost

ulE(c)] = Elu(c)] (1)

kde FE je operdtor ocekdvdni (muzete chépat jako stfedni hodnotu). Jensenova nerovnost ndm k4,
ze spotiebitel preferuje ocekdvanou hodnotu loterie (s jistotou) pied loterif samotnou. Je rizikové averznf
— je ochoten zaplatit za vyhnuti se riziku.

Néco jako dukaz

Pro milovniky mikroekonomie, ostatni muzou pieskoc¢it. Obrézek viz Williamson.

Pokud spotiebitel obdrzi konstantni spotiebu ¢ s jistotou, tak potom (1) plati jako rovnost. V pfipadé,
ze spotfeba je ndhodnd veli¢ina, potom plati (1) se striktni nerovnosti.

Vezmeme te¢nu k funkei u(c) v bodé (E(c), u(E]c]). Tecna je ddna funkei

g(c) = a+ fe



kde v a 8 jsou konstatny a pro bod E[c| plati
a+ BE[c] = u(Eld) (2)

Funkce u(c) je striktné konkdvni, pak mame (jako na obrazku)
a+ Be > u(c) 3)
pro ¢ > 0 a se striktn{ nerovnost{, pokud ¢ # E(c).

Déle pro striktni nerovnost. Operédtor o¢ekdvani je linedrni operdtor, muzeme aplikovat ocekavani
rovnice (3) a vzhledem k tomu, Ze ¢ je ndhodna veli¢ina dostaneme

a+ BE[c] > Eu(c)]

a pouzitim rovnice (2) dostaneme
ulE(c)] > Elu(c)]

Ukazali jsme, ze Jensenova nerovnost plati.

Priklad

Loterie pfinese spotiebiteli ¢; s pravdépodobnosti p a ¢y s s pravdépodobnosti 1 —p. kde 0 < p <1 a
co > (1.

ulper + (1 = p)ea] > pu(er) + (1 = p)u(cz)
Uzitek z ocekdvané hodnoty hry u[E(c)] > oéekdvany uzitek ze hry Elu(c)]

Body na tsecéce AB oznacuji otekdvany uzitek agenta pro danou pravdépodobnost p. Jensenova ne-
rovnost je fakt, ze AB lezi pod funkei u(c). Vzdélenost DE je disutilita spojend s rizikem. Vzdalenost
roste s vétsim zakiivenim uzitkové funkce — vétsi averze k riziku.

1.2.1 Meéreni averze k riziku

Pii maximalizaci o¢ekdvaného uzitku jsou vybéry délané v podminkédch nejistoty invariantni{ (neménné)
pfi afinnich transformacich uzitkovych funkci. Mame uzitkovou funkci

v(c) = a+ Bulc)
kde «, 8 jsou konstanty, 8 > 0. Pak plati
E[v(0)] = a + BE[u(c)]

protoze E je linedrni operator. Z toho vyplyva, Ze loterie jsou sefazeny stejnym zpisobem, at uvazujeme
funkei v(c) nebo transformovanou u(c).

Jakékoliv méfitko averze vudéi riziku by meélo zahrnovat druhou derivaci u”(c), protoZe averze roste,
kdyz se zvysuje zakfiveni funkce. Ale, pro transformovanou funkci v(¢) méame

’UN(C) — B’U/H(C)

takze druhd derivace neni invariantni vaéci afinnim transformacim (je tam ta (). Takze samotnd druhd
derivace k méfeni nestaci. Méritko, které je invariantni vaéi afinnim transformacim je:

1.2.2 Koeficient absolutni averze vucéi riziku

o (C)
u'(c)

ARA(c) = —
napft. funkce, kterd ma konstatni ARA pro vSechna c je
u(c)=1—e"%

kde a > 0 a koeficient ARA(¢) = a vzhledem k ¢. (empiricky + experimentdlné, spiSe uzitkovd funkce s
klesajici ARA)



1.2.3 Koeficient relativni averze vuéi riziku

kde 6 > 0 a koeficient RRA(c) = 6 vzhledem k ¢, ARA(c) je klesajic{ vzhledem k c.

U mezicasového vybéru, mluvime o tzv. ISO elastické funkci, elasticita intertemporélni substituce

_1
0'—0.

Hodné pouzivand specifikace, specidlni piipad CRRA fce je logaritmickd funkce In ¢, (koeficient RRA(c) =
1). Duchodovy a substitucni efekt se vykrati.

Rizikové neutralni spotiebitel

Uzitkovd funkce je linedrni ve spotiebé u(c) = B¢, B > 0. Riziko zde nehraje zddnou roli.

ARA(c) = RRA(c) = 0

Anomalie

Teorie otekdvaného uzitku — vysvétluje chovani lid{ v prostied{ rizika (napf. pfi ndkupu pojisténi). Teorie
se bézné v ekonomii pouziva, ale existuji ur¢ité jevy, které nejsou s touto teorii konzistenstni, napf.
Allaisuv paradox.

Nejprve vybér mezi loterii A a B. A ddva 1 milién s jistotou, B dava 5 miliénu s pravdépodobnosti
0.1, 1 mil s pravdépodobnosti 0,89 a nebo 0 miliénu s pravdépodobnosti 0.01. Potom vybér mezi loteriii
C a D. C ddvd 1 milién s pravdépodobnosti 0.11 nebo 0 miliénu s pravdépodobnosti 0.89. a loterie D
déva 5 miliénu s pravdépodobnosti 0.1 nebo 0 miliénu s pravdépodobnosti 0.9.



Lit: McCandless-ABC, 5.5

Cil: Jak vypocitat hodnotu, Ze se nachdzime v daném stavu? (Markovské procesy, dynamické progra-
movani a iterace hodnotové funkce)

2 Modelovani nejistoty

Formalni zapis nejistoty

Md&me proces s'. s; je stav (uddlost), mnozina stavi je S = {s1, s2,...,s7}. MnoZina je kone¢na (napf.

pocasi - jasno, polojasno, oblaéno, zataZeno, dést, snih.)

Nahodny proces (to, ze jsem v néjakém stavu) muze byt ndhodné (nezévislé) nebo zavislé. Jak to
specifikujeme, zalezi na nds. Budeme pouzivat tyto formy:

e Proces je iid (prvky jsou navzdjem nezavislé a maji stejné rozdéleni). Je to ¢istd ndhoda (hod minci,
hod kostkou)

e Proces s je homogenni Markovsky fetézec (Markov chain, MC).

Vlastnosti MC:

e Proces (fetézec) se pohybuje ze stavu do stavu. Kazdy pohyb se nazyva krok.
e Pokud je fetézec ve stavu 4, tak se pienese do stavu j s pravdépodobnosti p;;

e p;; je podminénd pravdépodobnost (nezavisla na ni¢em jiném, krom toho, ze jsme ve stavu 4, minulé
stavy jsou irelevantni)
pij = Prob(sii1 = sj|s¢ = s;) = Prob(se41 =; [$¢ = i, 8t—1 = Sn, ..., 51 = 51)

pij se také nazyva prenosovd pravdépodobnost. Proces miize zustat ve stavu ve kterém je, a to se
stane s pravdépodobnosti p;;

Matice pienosovych pravdépodobnosti je prenosovd matice.

P— [ P11 P12 }
P21 P22

napr.

0.90 0.10
P= [ 0.40  0.60 ]

e Rédek i udava pravdépodobnosti pii pohybu ze stavu i (dnes) do vsech moznych stavii (zitra).
Suma po fadku ddva dohromady 1 (musime nékde skonéit).

e Sloupec j uddva pravdépodobnost, ze skonéime ve stavu j (za podminky, Ze jsme vysli z arbitrarné

zvoleného stavu )

Jak vypocitat pravdépodobnost stavu nékdy v budoucnu? Potiebujeme znat pocateéni stav a prenosovou
matici.



Piiklad s pocasim

(n)

Pravdépodobnost, ze proces je dnes ve stavu i a bude ve stavu j za n dnu oznac¢ime Dij

Jaka bude pravdépodobnost, ze bude za 2 dny zatazeno, kdyz je dneska zatazeno? Pfenosovd matice

0.50 0.25 0.25
P=1 025 050 0.25
0.50 0.50 0.00

Pocasi dnes je zatazeno, predstavovano vekotrem
=0 1 0
Pocasi zitra (jeden den ode dneska) je
20— 0 p

Pocasi poziti{ (dva dny ode dneska) je
7232 = W p
t? =z Opp =z p2
2(n) — (0) pn

V limité
lim ™ = lim 2© p»
n— o0 n— 00

To, co jsme odvodili pro limitni pfipad vyse je nepodminénd pravdépodobnost. Pravdépodobnost, ze
skonéime v néjakém stavu, kdyz nevime nic o predchozich stavech (jak ¢asto pozorujeme stav ¢, nezdvisle
na pocéatecnich podminkéch).!

Matice P*° mé vSechny fadky jsou stejné, na poc¢atec¢nim rozdéleni nezalezi.

Poznamka: Markovské fetézce zajisti pii simulacich véts{ perzisentenci (poméhaji replikovat data),
ale tato persistence neni vysvétlena z ekonomického hlediska. Nevime, pro¢ k ni dochézi.

3 Dynamické programovani a Bellmanova rovnice

Optimaliza¢éni problémy (domdcnosti, firem), které fesime jsou staciondrni — jsou nezavislé na case
(produkéni funkee je stejnd, rozpoctové omezeni, chovani domdcnosti a firem rovnéz atd.). Problém se
v case neméni, jediné co se méni jsou pocateéni podminky — hodnota proménnych uréenych v minulém
obdobf (rozhodnutim nebo ndhodou).

Tyto problémy muzeme resit rekurzivné pomoci néstroju dynamického programovani.
Co to je? Hleddme hodnotovou funkci a rozhodovaci pravidlo.

e Rozhodovaci pravidlo (decision rule nékdy i policy function) ndm iikd, co mdme udélat s
proménnymi béhem tohoto obdobi na zdkladé pocdtecnich podminek (danych minulosti). Napi.
kolik investovat a kolik spotfebovat na zakladé daného stavu kapitalu.

e Hodnotova funkce je napi. hodnota diskontovaného uzitku pii maximalizaci v nekone¢ném ho-
rizontu (kdyz byl maximalizaén{ problém vyfesen) nebo hodnota firmy (dand souc¢asnou hodnotou
cash-flow).

1Kdyz je kazdy prvek matice P je kladny, pak existuje jediné nepodminénné rozdéleni pravdépodobnosti.



Bellmanova rovnice

Takhle bude vypadat pristé
v(ke) = max{u(ke, kir1) + BE v(ke)}
t+1

nebo v rekursivni notaci

o(k) = mac{u(h, ) + BEV(K)}

k je soucasny stav, k' je stav o krok vpred.

Dneska budeme mit trochu jednodussi piipad:
v(se) = c(st) + BPv(sp41)

Priklad Jaka je ¢istd soucasnd hodnota budouciho cash-flow firmy? Firma se muze nachazet ve tfech
stavech: dobry (Good), normalni (Normal) a Spatny (Bad). Hodnota cash-flow podle stavu je: pro Good
20 mil., pro Normal 10 mil. a pro Bad —5 mil.

Matice prenosovych pravdépodobnosti, kterd muze byt zjisténa z historickych dat, vypada nasledovné

55 .40 .05
P=] 35 .55 .10
20 .20 .60

Diskontni mira je r, nejprve deterministicky pfipad. Bellmanova rovnice

v(sy) = c(st) +

11r v(sey1)

Stochasticky ptipad — zndme c(s;), ale budoucnost je nejistd (pouzijeme oc¢ekdvani).

1
v(st) = c(s¢) + Trr Eyv(si41)

Vime, Ze nejistota je Markovska, takze

v(se) = c(st) + 17_170 Po(se41)

Znédme mozné stavy s(.), funkei ¢(.), parametr r a pfenosovou matici P. Jediné, co nezndme je funkce
v(.). Jak ji najit?

Pouzijeme postup zvany iterace hodnotové funkce (value function iteration, VFI). Vezmeme
pocétecni hodnotovou funkei vg(s;) napf. vektor 0 a fesime iteraci.

1
vit1(se) = c(se) + Tor Poi(si11)

Iterujeme dokud to nezkonverguje, tj.

l[vig1(se) —wi(se)]] < e

kde € je malé cislo.



