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1 Jednoduchý r̊ustový model

Ramsey (1928), Cass (1965), Koopmans (1965) – optimalizačńı chováńı v čase, vs. Solow (konstantńı
mı́ra úspor).

Původně deterministický model ⇒ zavedeńı stochastiky ⇒ stochastický r̊ustový model ⇒ model
reálného hospodářského cyklu (RBC).

Vyřeš́ıme v diskrétńım čase, pomoćı nástroj̊u dynamického programováńı.

Model

Spotřebitelé (domácnosti) žij́ı nekonečně dlouho. Užitková funkce

∞∑
t=0

βtu(ct)

má obvyklé vlastnosti.

Produkčńı funkce
yt = F (kt, nt)

má opět obvyklé vlastnosti.

Výstup je bud’ investován nebo spotřebován.

yt = ct + it

Kapitál se vyv́ıj́ı dle rovnice
kt+1 = (1− δ)kt + it

Mı́ra depreciace δ je konstantńı v čase, počátečńı zásoba kapitálu k0 je dána, ct > 0 a kt+1 ≥ 0.
(Mohou být investice záporné?)

Domácnosti vlastńı kapitál a pronaj́ımaj́ı ho firmám.1 Firmy naj́ımaj́ı vstupy a maximalizuj́ı zisk, v
každém obdob́ı. Domácnosti maximalizuj́ı užitek ze spotřeby. Trhy se čist́ı. Výsledkem je konkurenčńı
rovnováha (ukážeme později). Plat́ı 1. teorém blahobytu. Konkurenčńı rovnováha je Pareto efektivńı
(stejná jako řešeńı SP). Řeš́ıme jako problém sociálńıho plánovače.

V naš́ı specifikaci se užitek z volného času neobjevuje ve spotřebńı funkci, domácnosti dodávaj́ı na
trh všechen sv̊uj čas nt = 1.

yt = F (kt, 1) = f(kt)

Sociálńı plánovač řeš́ı

v(k0) = max
ct,kt+1

∞∑
t=0

βtu(ct)

vyhledem k
ct + kt+1 = f(kt) + (1− δ)kt

pro t = 0, 1, 2 . . . a při daném k0. v(k0) je diskontovaný celoživostńı užitek reprezetnativńı domácnosti,
pokud sociálńı plánovač vybere optimálně {ct, kt+1}∞t=0 při počátečńı zásobě kapitálu k0.

1Organizace trhu ⇒ hodně zp̊usob̊u, všechny vedou na stejnou konkurenčńı rovnováhu.
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Nekonečný plánovaćı horizont. Dá se řešit pomoćı Lagrangiánu (ale! může být nekonečně mnoho řešeńı,
potřebujeme koncovou podmı́nku - podmı́nku transversality (transversality condition, TVC). Pod́ıváme
se později.

Nebo přejdeme na dynamické programováńı.

1.1 Rekurzivńı formulace

Terminologie

Stavová proměnná – proměnná jej́ıž hodnota je určena již dř́ıve

• nějakým jednáńım, tj. endogenńı stavová proměnná, např. kapitál kt

• nějakým procesem, tj. exogenńı stavová proměnná, např. technologie zt

Př́ıklad se spotřebou.

Řı́d́ıćı proměnná – proměnná jej́ıž hodnotu si jednotlivec (soc. plánovač) vyb́ırá, aby maximalizoval
ćılovou funkci.

Často máme na výběr, která proměnná bude stavová a která ř́ıd́ıćı. Výběr ř́ıd́ıćı proměnné může hodně
zjednodušit řešeńı problému.

Dosad́ıme do užitkové funkce za ct

max
{kt+1}∞

t=0

∞∑
t=0

βtu[f(kt) + (1− δ)kt − kt+1]

Stavová proměnná? ř́ıd́ıćı proměnná?

Předpokládejme, že můžeme hodnotu diskontovaného užitku v nekonečném horizontu spoč́ıtat.

v(k0) = max
{kt+1}∞

t=0

∞∑
t=0

βtu[f(kt) + (1− δ)kt − kt+1]

= max
{kt+1}∞t=0

k0 dáno

{
u[f(k0) + (1− δ)k0 − k1] + β

∞∑
t=1

βt−1u[f(kt) + (1− δ)kt − kt+1]

}

= max
k1

k0 dáno

u[f(k0) + (1− δ)k0 − k1] + β

 max
{kt+1}∞t=1

k1 dáno

∞∑
t=1

βt−1u[f(kt) + (1− δ)kt − kt+1]




= max
k1

k0 dáno

u[f(k0) + (1− δ)k0 − k1] + β

 max
{kt+2}∞t=0

k1 dáno

∞∑
t=0

βtu[f(kt+1) + (1− δ)kt+1 − kt+2]




kde výraz v hranatých závorkách je podobný p̊uvodńımu maximalizačńımu problému SP. Ten zač́ınal s
daným k0, ted’ zač́ıná s daným k1 a maximalizuje od daľśıho obdob́ı. Nic jiného se nezměnilo (technologie,
užitkové funkce, ani SP), proto můžeme optimálńı hodnotu problému v [ ] označit jako v(k1) a dostaneme

v(k0) = max
{k1, k0dáno}

{u[f(k0) + (1− δ)k0 − k1] + βv(k1)}

Dostali jsme jednodušš́ı maximalizačńı problém (maximalizujeme jen přes jednu proměnnou k1). Ale
jelikož je funkce v(.) i na pravé straně a my ji neznáme, tak to neńı až tak jednoduchý.
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Rekurzivńı formulace problému – Bellmanova rovnice

Označ́ıme dnešńı stav k a źıtřeǰśı k′. (Pozor, neńı to značeńı derivace).

v(k) = max
k′

{u[f(k) + (1− δ)k − k′] + βv(k′)}

Hodnotová funkce v(k): diskontovaný celoživotńı užitek agenta, ode dneška dále, při daném kapitálu k
na začátku dnešńıho obdob́ı, když SP alokuje spotřebu optimálně. Bellmanova rovnice je funkčńı rovnice.
Vyjadřuje trade-off mezi obdob́ımi. Bud’ zvýš́ım spotřebu dnes (vyšš́ı užitek dnes), nebo uspoř́ım a budu
v́ıce kapitálu źıtra (tud́ıž větš́ı budoućı užitek).

Stacionárńı problém – objevuje se ve stejné podobě nezávisle na čase (měńı se pouze počátečńı
podmı́nky).

Chceme problém vyřešit (pro jakékoliv dané k). Chceme naj́ıt hodnotovou funkci v(.), která ǰreš́ı
Bellmanovu rovnici. Ale hlavně chceme naj́ıt optimálńı rozhodovaćı pravidlo (decision rule), což
funkce, která nám ř́ıká jak se máme rozhodnout na základě daného stavu. Rozhodovaćı pravidlo pro
kapitál

kt+1 = g(kt) nebo-li k′ = g(k)

optimálńı volba k′ jako funkce k.

Př́ıpadně rozhodovaćı pravidlo pro spotřebu

ct = f(kt) + (1− δ)kt − g(kt) nebo-li c = f(k) + (1− δ)k − g(k)

Někdy se tomu ř́ıká policy function, ale my tomu budeme ř́ıkat decision rule (pře neděláme politiku, ale
ekonomii).

Pomoćı Bellmanovy rovnice můžeme naj́ıt v(.) a pak i g(.), protože Bellmanova rovnice splňuje con-
traction mapping theorem, který ř́ıká

1. Existuje jediná funkce v(.), která splňuje BE

2. když začneme s počátečńı funkćı v0(k) a zadefinujeme vi+1(k)

vi+1(k) = max
k′

[u(k, k′) + βvi(k
′)]

tak pro i = 0, 1, 2 . . .
lim
t→∞

vi+1(k) = v(k)

Z toho vyplývá, že máme dvě alternativy, jak naj́ıt hodnotovou funkci.

1.1.1 Uhádni a ověř (guess & verify)

Když máme štěst́ı a správně uhádneme v(k) můžeme ji dosadit za v(k′) na pravé straně BE a ověřit, že
je jej́ım řešeńım. Bohužel to funguje jen v několika málo př́ıpadech. (výhoda - máme analytické řešeńı)

1.1.2 Iterace hodnotové funkce (value function iteration)

Najdeme aproximaci hodnotové funkce. Vytvoř́ıme grid k ∈ {k1, k2 . . . km}, kde kj < kj+1 uděláme
počátečńı odhad hodnotové funkce pro každou hodnotu kapitálu v0 = v0(kj) (vektor 0) a pak iterujeme
podle výše uvedeného schématu, až nám to zkonverguje.

Přesnost zálež́ı na hustotě gridu (diskretizaci), č́ım hustěǰśı t́ım lepš́ı výsledek. V tomto př́ıpadě je to
celkem o.k., máme jen jednu stavovou proměnnou. Ale může být výpočetně náročné. Pro grid o délce m a
n stavových proměnných tak hledáme maximum přes mn bod̊u. Jak roste n tak ohromě roste výpočetńı
náročnost (kletba dimenzionality).

(Výhoda: máme zakřivené rozhodovaćı pravidlo, plat́ı, i když jsme dále od steady-statu)

3



Př́ıklad Guess & Verify

Máme produkčńı funkci F (k, n) = kαt n
1−α
t , kde α ∈ (0, 1), u(ct) = ln(ct) a stoprocentńı depreciace

kapitálu δ = 1. Produkčńı fci můžeme přepsat jako f(k) = kα, protože domácnosti neoceńı užitek z
volného času a dodávaj́ı celou jednotku práce n = 1. Bellmanova ronvice

v(k) = max
k′

{ln(kα − k′) + βv(k′)}

Řešeńım je rozhodovaćı pravidlo kt+1 = αβkαt a pro ct = (1−αβ)kαt . Steady-state kapitálu k∗ = (αβ)
1

1−α

Obrázek. Pro nalezené rozhodovaćı pravidlo můžeme vypoč́ıtat celkou sekvenci {kt+1}∞t=0. (máme kroky,
každý krok je jedna časová jednotka)

Odhad plat́ı jen pro C-D produkčńı funkci, log užitkovou funkci a 100 % depreciaci. Pro jiné př́ıpady
neplat́ı, at’ budete hádat sebev́ıc.

Nalezeńı řešeńı diferenciaćı

Řešeńı problému sociálńıho plánovače pomoćı podmı́nek prvńıho řádu (Eulerova rovnice). Předpoklad,
že hodnotová funkce je diferencovatelná a konkávńı (Benveniste and Sheinkman, 1979)

v(k) = max
k′

{u[f(k) + (1− δ)k − k′] + βv(k′)}

Stavová proměnná k, ř́ıd́ıćı k′. Podmı́nka prvńıho řádu (FOC):

∂u(. . .)

∂k′
+ β

∂v(k′)

∂k′
= 0

∂u(c)

∂c

∂c

∂k′
+ β

∂v(k′)

∂k′
= 0

∂u(c)

∂c
(−1) + β

∂v(k′)

∂k′
= 0

∂u(c)

∂c
= β

∂v(k′)

∂k′

Ale neznáme v(.) a t́ım pádem ani jej́ı derivaci ∂v(k′)
∂k′ . Naštěst́ı existuje teorém obálky (envelope

theorem). Derivaćı Bellmanovy rovnice (obou stran) podle endogenńı stavové promenné (k) a použit́ım
envelope theoremu dostaneme:

∂v(k)

∂k
=

∂u(c)

∂c

∂c

∂k

∂v(k)

∂k
=

∂u(c)

∂c

[
∂f(k)

∂k
+ (1− δ)

]
Máme stacionárńı problém. Můžeme výraz posunout o jedno obdob́ı dopředu

∂v(k′)

∂k′
=

∂u(c′)

∂c′

[
∂f(k′)

∂k′
+ (1− δ)

]

a dosadit do FOC za ∂v(k′)
∂k′ a dostaneme mezičasovou podmı́nku optimality – Eulerovu rovnici.

∂u(c)

∂c
= β

∂u(c′)

∂c′

[
∂f(k′)

∂k′
+ (1− δ)

]
∂u(c)
∂c

β ∂u(c′)
∂c′

= 1 +
∂f(k′)

∂k′
− δ
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LHS = mezńı mı́ra substituce ve spotřebě, RHS 1 + čistá nájemńı cena kapitálu.

Nebo hezč́ı zápis
uc(ct)

βuc(ct+1)
= 1 + fk(k)− δ

Př́ıpadně
uc(ct) = βuc(ct+1)[1 + fk(k)− δ]

LHS = ztráta užitku v t z konzumace o jednu jednotku méně, RHS = nár̊ust užitku v t+1, diskontovaného
do času t, z investováńı do kapitálu. V optimu se př́ınos a ztráta muśı rovnat.

Jak to vypadá ve steady-statu? Plat́ı k = k′ = k∗ a c = c′ = c∗.

1 + fk(k)− δ =
1

β

LHS = 1 + nájemńı cena kapitálu (mezńı produkt kapitálu) - mı́ra depreciace, RHS = úroková mı́ra
(implicitně vyjádřená v diskontńım faktoru).

Pro nájemńı cenu kapitálu budu použ́ıvat velké R, tedy ∂f(k′)
∂k′ = fk(k) = R, pro úrokovou mı́ru malé

r.

1.2 Konkurenčńı rovnováha

Vrat́ıme se zpět k p̊uvodńımu problému, jak ho řeš́ı spotřebitelé a firmy.

1.2.1 Domácnosti

Akumuluj́ı kaptiál a investuj́ı – pronaj́ımaj́ı kapitál firmám a nab́ızej́ı práci. Nab́ıdka práce = 1, protože
nemaj́ı disutilitu z práce.

Řeš́ı mezičasový problém

max
{ct,kt+1}∞

t=0

∞∑
t=0

βtu(ct) (1)

vzhledem k rozpočtovému omezeńı

ct + kt+1 − (1− δ)kt = wt +Rtkt

kde k0 je dané, ct > 0, kt > 0.

Ale potřebujeme koncovou podmı́nku, podmı́nku transverzality (TVC).

lim
t→∞

βtu′(ct)[1 + f ′(kt)− δ] kt = 0

po dosazeńı
lim
t→∞

βtu′(f(kt) + (1− δ)kt − kt+1)[1 + f ′(kt)− δ] kt = 0

diskontovaný užitek z dodatečné jednotky kapitálu * kapitálová zásoba = 0. Interpretace:
hodnota kapitálu – měřena diskontovaným užitkem jde v limitě k 0 (kapitál nemuśı j́ıt k 0,
stač́ı, když jeho st́ınová cena konverguje k 0).

Př́ıpadně
lim
t→∞

βtλtkt = 0

kde λt je Lagrange̊uv multiplikátor k rozpočtovému omezeńı.
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Dosad́ıme do ćılové funkce a řeš́ıme

max
{kt+1}∞

t=0

∞∑
t=0

βtu(wt +Rtkt + (1− δ)kt − kt+1)

FOC
−βtu′(wt +Rtkt + (1− δ)kt − kt+1) + βt+1u′(ct+1)(Rt+1 + 1− δ) = 0

Tedy opět dostáváme Eulerovu rovnici, stejnou jako v př́ıpadě řešeńı sociálńıho plánovače

uc(ct)

βuc(ct+1)
= 1 +Rt+1 − δ

MRS = 1 + čistá nájemńı cena kapitálu

Steady-state ct = ct+1 = c∗

1 +R− δ =
1

β

Levá strana rovnice je čistá nájemńı cena kapitálu, která je rovna reálné úrokové mı́̌re.

R− δ = r

v́ıme, že pro β plat́ı

β =
1

1 + ρ

a po dosazeńı dostaneme
R− δ = r = ρ

Reálná úroková mı́ra = mı́ra časových preferenćı (diskontńı mı́ra).

1.2.2 Firmy

Maximalizuj́ı zisk v každém obdob́ı

max
kt,nt

[F (kt, nt)− wtnt −Rtkt] (2)

FOC
Fk(kt, nt) = Rt

Fn(kt, nt) = wt

Definice konkurenčńı rovnováhy

1. Pro dané ceny {wt, rt}∞t=0, alokace reprezentativńı domácnosti {ct, it, kst , ns
t}∞t=0 řeš́ı jej́ı optima-

lizačńı problém (1)

2. Pro dané ceny {wt, rt}∞t=0, alokace reprezentativńı firmy {kdt , nd
t , yt}∞t=0 řeš́ı jej́ı optimalizačńı problém

(2)

3. Trhy se čist́ı

• trh zbož́ı: yt = ct + it

• trh práce: nd
t = ns

t

• trh kapitálu: kdt = kst
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Poznámka: K čemu je nám tohle řešeńı? Tohle jsou ”jen”podmı́nky optimality, ne rozhodovaćı pravi-
dlo. Ale dáj́ı se log-linearizovat kolem steady-statu, nakalibrovat (určit parametry) a nacpat do softwaru
(Dynare), který nám najde rozhodovaćı pravidlo. Aproximace, neńı zakřivené. Pokud jsme dále od steady-
statu, tak je to nepřesné. Změna steady-statu se špatně zkoumá. Přesto se tento postup hodně použ́ıvá.
Posledńı dobou ale opět frč́ı řešeńı nelineráńıch model̊u, ale to je trochu hard core.

K něčemu je ale řešeńı konkurenčńı rovnováhy dobré. My jsme pro sociálńıho plánovače našli rozho-
dovaćı pravidlo, pro k a c (celkou sekvenci k), ale potřebujeme znát rovnovážné ceny. Ty zjist́ıme právě
z řešeńı konkurenčńı rovnováhy, např. z podmı́nky optimality firem, w a R.

Rovnováha vs steady-state.
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