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Analytické vs. numerické reseni

Porovnéan{ analytického feseni a aproximativniho feSen{ (z iterace hodnotové funkce).

Model z minulé prednasky. C-D produkéni funkee, logaritmickd uzitkova funkce, stoprocentni depre-
ciace. Produkéni funkce F(k,n) = kn; =%, kde a € (0,1), u(c;) = In(c;) a depreciace kapitalu § = 1.
Produkén{ funkei muzeme prepsat jako f(k) = k©.

Bellmanova rovnice
v(k) = max {In(k* — k") + Bu(K')}
Analytické fesSeni
Resfme pomoci Guess & Verify. Nas odhad je:
v(k)=a+blnk
kde a, b jsou koeficienty, které musime urcit. Bellmanova rovnice po dosazeni

a—&—blnk:H}Cz}x{ln(k“ — k) +Bla+blnk')} (1)

Postup:

1. Resfme maximalizaéni problém na pravé strané rovnice (1). Vysledkem je
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2. Dosadime do (1) za k' a zjistime koeficienty
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3. Dosadime do rozhodavacitho pravidla za b. Rozhodovaci pravidlo pro kapital &’ = a8k®, pro spotfebu
¢ = (1 — af)k® Steady state je k* = (aﬁ)ﬁ.
Iterace hodnotové funkce

Iterativni schéma

vigr () = max [u(k, k') + Bos ()]

Muzeme zkusit Fesit piiklad analyticky (maximalizace, dosazen{ a tak déle) — ndroéné. Radsi nume-
ricky. Uréime si, ze kapitél (k a k') muZze nabyt péti hodnot x € {0.04,0.08,0.12,0.16,0.20} Hodnotova
funkce se sklddd z 5 hodnot v,(0.04), v,(0.08), ... Paramtery, o = 0.3, 5 = 0.6.

1. Poc¢atecni odhad vg(k) = 0 pro vSechna k € &



2. Vyfesime vy (k) = maxy {In(k%3 — k') + 0.6 + 0}. Hleddme maximum pravé strany. Kterd hodnota
k' (z 5 moznych) maximalizuje RHS BE? Resenim je k' = g1 (k) = 0.04 pro vSechna k.

3. Vypoditdme hodnotovou funkei vy (k) pro véech 5 hodnot k s k' = 0.04.

4. Opakujeme prvnf krok, s jiz vypoéitanou (maximalni) hodnotovou funkei v1(k) na pravé strané.
Opet hledame, které k" (z 5 moznych) maximalizuje vyraz na pravé strané v (k) = maxy {In(k? —
k') 4 0.6 x v1 (k') }. Resenim je k' = go2(k) = 0.08, pro k = 0.04. Dalsi viz tabulka.

Obréazek. Aproximace hodnotové funkce. Jiz po 20 iteracich jsme hodné blizko. Rozhodovaci pravidlo
nekonverguje ke skutetnému, ani vice iteraci nepomdha. Pro¢? Analytické rozhodovaci pravidlo muze
nabyvat kterékoliv hodnoty, zatimco pfi numerické aproximaci jsme se omezili na pét hodnot & € k. (g10
je nejlepsi aproximace). Hodnotova funkce vypadd lépe, protoze uzitkovd a produkéni funkce modelu
prenasi do hodnotové funkce zakiivenost. Pozn. Skuteéna hodnotova funkce a rozhodovaci pravidlo jsou
jen body. (Na obrazku vypadaji spojité, matlab mezi nimi udélal interpolaci).

Stochasticky neoklasicky model (RBC)

Stochastické dynamické programovani. Do hry vstupuji o¢ekdvani.
Reprezentativni spotiebitel maximalizuje otekdavanou uzitkovou funkci

oo

Ey Z 5tu(0t)

t=0

kde Ej je operator ocekavani, podminénych informacemi dostupnymi v ¢ase ¢t = 0. ¢; je zde ndhodné
proménnd. (Spotfebitel md 1 jednotku préce, kterou (neelasticky) kazdé obdobi nabiz{ na trhu prace).

Produkeéni funkce
yr = 2 F (ke ny)

kde z; je ndhodny technologicky Sok. Muze byt modelovan jako iid proménnd nebo Markovsky fetézec
(nebo AR proces). Predpokladejme, ze {2}, bude iid proménnd — nezdvisle a rovnomérné rozdélend
(kazdé obdobi vybréna z pravdépodobnostniho rozlozeni G(z)). Na zacatku kazdého obdobi se agent
dozvi, co se udalo za Sok, a teprve poté déla svoje rozhodnuti. Dalsi rovnice jsou stejné, jak predtim,
kapital se vyviji dle rovnice

kt+1 = (1 — 5)kt + it

a vystup je bud investovan nebo spotiebovan.

Yi = it + ¢y

Organizace trhi
Arrow-Debreu

Kontrakty se uzaviou v ¢ase t = 0 na konkuren¢nim trhu pro kazdou moznou realizaci soku. Podminéné
smlouvy: slib dodat mnozstvi prace/kapitdlu v case T. Pak se to rozbéhne a kontrakty se uskutecriuji.
(Konkurenéni rovnovaha je Pareto optimalni).

Sekvenéni trhy

Spotovy trh s raciondlnimi ocekdvanimi. Strany se kazdy den potkavaji a uskutecniuji obchody na
zakladé svych ocekavani o budoucich cenach. V rovnovaze se trhy ¢isti kazdé obdobi pro kazdou realizaci
soku. Oc¢ekavani jsou racionalni v tom smyslu, ze o¢ekavani o pravdépodobnostnim rozdéleni budoucich
cen je stejné jako skutectné pravdépodobnostni rozdéleni. Mohou byt prekvapeni, ale ne systematicky
oklamavani, vyuzivaji informace efektivné. V nasem modelu je tato rovnovaha stejnd jako rovnovaha
AD.



Problém socialniho planovace

Konkurenéni rovnovéha je Pareto optimalni. Muzeme piejit na feSeni problému socidlniho planovace.

o0

max Z EoBtu(cy)

ct kit o
vzhledem k
et + ki1 = 20f (ki) + (1= 0)ky
protoze f(k:) = F(k, 1).

Stavova proménna k; a z;.

e k; je urceno minulym rozhodnutim (endogenni stavové proménnd)

e z; je ddno ndhodou (exogenni stavovd proménnd)

Bellmanova rovnice
U(kt, Zt) = IglaX[U(Ct) + ﬂEtv(kt-i-la Zt+1)]
t+1
vzhledem k ¢; = 2z f(k:) + (1 — 0)kt — key1. Nade Fidici proménnd je jen kiq1, za ¢; dosadime z omezen{
ekonomiky.

Proménnd z; je zdrojem nejistoty (agenti védi jen pravdépodobnostni rozdéleni), proto ocekdvany
uzitek (ocekdvand hodnotova funkce), je tam to E;. E; je operédtor otekdvani podminénych informacemi
v ¢ase t. Reseni pomoci iterace hodnotové funkce. Predpoklddejme, ze jsou mozné jen dvé realizace Soku
2t a 2?2 (napi. 0.75 a 1.75) a k tomu dvé pravdépodobnosti p; a pe. Predpokladame, Ze proménnd z je

modelovana jako iid. Jsme v case 0, vybirame kapital ky

Pouzijeme teorii ocekavaného uzitku, pro kazdou hodnotu kapitalu k; dostaneme

Eov(k1, 21) = pro(ks, 2) + pav(ks, 22)

Nebo obecnéji pro jakykoliv ¢as

Ew(kisr, 2e01) = prv(kesr, 24) + pov(kesr, 2%)

Bellmanova rovnice se nam rozpadne na dva piipady

v(ke, 2') = max{u(z" £ (k) + (1= 0k = ker) + Blprv(kisa, 2) + pov(kerr, 2°)

t+1

v(ks, 2%) = max[u(z f (k) + (1 — 6)ks — ke1) + Blprv(kest, 2) + pov(kegr, 22)]

k41

[o¢ekavani v Bellmanové rovnici Epv(kit1,2:14+1) je rovno: diskontovany uzitek (hodnotovéd funkce),
kdy# si ndhoda vybere z! krat pravdépodobnost p; + diskontovany uzitek, kdyz si ndhoda vybere 22 krét
pravdépodobnost ps]

Hledéni hodnotové funkce iterativné, napf. pro z!

v1(ke, 2") = max(u(z" f(ke) + (1 = 8)ke — kegr) + Blprvo(kesr, 2') + pavo(kegr, 2%)]

ket

maximalizujeme a dosazujeme v cyklu dokud to nezkonverguje. Obdobné pro z2. Dostaneme aproximaci
hodnotové funkce a rozhodovaci pravidlo: v tomto piipadé 2 hodnotové funkce a 2 rozhodovaci pravidla

(pro 2! a 2?).

Obrézek: prechodovd mnozina (transition set) mnozitna hodnot kaptidlu, kterd nenastane v dlouhém
obdobi. ergodickd mnozina (ergodic set) mnozina, kterou kapitdl nikdy neopusti, kdyz se tam dostane.



Ekonomika nyni nekonverguje do steady statu, protoze disturbance (technologické soky) zpusobi ne-
ustalé fluktuace ve vystupu, spotiebé, investicich. Ekonomika konverguje ke stochastickému steady-statu,
coz je néjaka sdruzena hustota pravdépodobnosti vystupu, spotieby a investic.

Lze vypoéitat deterministicky steady-state. Soky nastavime na svou stfedni hodnotu. Steady state
spocitdme analyticky z podminek prvniho fddu (Eulerovka), k; = ki1 = k*, ¢ = ci41 = ¢*.

Koneéné uz tu méame stochastiku. Model muzeme nasimulovat (vybereme konkrétni produkéni a
uzitkové funkce a nakalibrujeme parametry) a pak stac¢i vychozl hodnota kapitdlu kg a sekvence Soku
{Z}tT=o generovand néjakym ndhodnym generatorem a podle rozhodovacich pravidel pro k a ¢ a dopoc¢itanim
dalsich proménnych dostaneme ¢asové fady z modelu. Tyto fady ptfipominaji detrendované c¢asové fady
dat (pro U.S.). Vystup ze simulace modelu porovname se skutetnymi daty z hlediska statistickych mo-
mentu - (stfedni hodnota, rozptyl, autokorelace, kifzové korelace). Pokud chovéni zdkladniho modelu
neodpovidad datim, muzeme ho néjakym zpusobem modifikovat a tak dale. Pfipadné se d4 model pouzit
pro analyzu efektu hospodéiské politiky.

Poznamka: pokud je Sok modelovan jako Markovsky proces, pak Bellmanova rovnice bude vypadat
nasledovné

v(ke, 2) = Iglax[u(ct) + BEw(kiq1, ze41]2t)]
t+1

konkrétné s pravdépodobnostni matici

v(ke, 2) = max[u(c;) + 8 > Plaeralz)v(kegn, 2e41)]

t+1
Zt41

a rozepsané

v(ky, 2') = maxu(z' f(ke) + (1 = 6)ky — keg1) + Blprrv(kigr, 2) + prav(kesr, 2°)]

kit

v(ke, 2%) = max{u(2? f (ko) + (1 = 8)ke — k1) + Blp21v(ker1, 21) + poov(kegn, 2°)]

ki1

Reseni pomoci diferenciace Bellmanovy rovnice, piipadné pomoci Lagrangianu vede na podminku
optimality — stochastickd Eulerova rovnice.

u'(c;) = BE[u' (crp1)(1 + f'(key1) — 0]

(nelinedrn{ stochastickd rovnice, feseni{ pomoci log-linearizace a pak numericky)

Vlastnosti reseni
e Uhdadni a ovér (guess and verify) analytické feseni (+), funguje jen v par piipadech (—)

e Iterace hodnotové funkce (value function iteration) uchoviva ,zakfiveni modelu“ (rozho-
dovaciho pravidla), dobré druhé momenty (+), funguje i kdyz ekonomika déle od steady-statu (+),

Soku, vetsi diskretizace) (—)

e Lineriané kvadratické dynamické programovani (Kvadratickd aproximace cilové funkce, li-
nearizace rozpoctového omezeni, (reformulace problému, hodné derivac)

e Log-linearizace podminek prvniho fddu a rozpoc¢tového omezeni. Pomérné jednoduché a také
nejpouzivanéjsi. Softwarové nastroje na feseni (+), linedrni rozhodovaci pravidlo (—).



