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Co je to funkce?

Definice

Necht’ jsou dány množiny D ⊆ R,H ⊆ R. Předpis f , který
každému x ∈ D p̌rǐrazuje právě jedno y ∈ H, nazýváme funkćı
jedné proměnné. Tuto funkci označujeme

y = f (x).

Množina D se nazývá definičńı obor funkce f a znač́ı se D(f ),
množina H se nazývá obor hodnot funkce f a znač́ı se H(f ).

Předpisy
f : x2 + y2 = 1, g : x = y2

popisuj́ı ǩrivky v rovině, ale nejsou funkce proměnné x , nebot’

k jedné hodnotě x jsou p̌rǐrazeny dvě hodnoty y , konkrétně

f : y = ±
√

1− x2, g : y = ±
√
x .
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Definičńı obor a graf funkce

Základńı úlohou je určeńı definičńıho oboru funkce, tj. nalezeńı
takových hodnot x , pro které má funkčńı p̌redpis smysl.

a) f : y = x−1
x−2 , b) f : y =

√
x2 − 3x + 2,

c) f : y = ln(1− x2).

Definice

Grafem funkce f : D(f ) → R je množina bodů

G = {(x , f (x)) ∈ R
2 : x ∈ D(f )}.

Křivka v rovině je grafem nějaké funkce právě tehdy, když
neexistuje žádná p̌ŕımka rovnoběžná s osou y , která by prot́ınala
tuto ǩrivku v́ıce než jednou.
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Vlastnosti funkćı I

Definice

Funkce f se nazývá ohraničená, jestliže existuje K ∈ R, K > 0,
takové, že |f (x)| ≤ K pro každé x ∈ D(f ).
Řekneme, že funkce f je sudá, jestliže pro každé x ∈ D(f ) plat́ı
−x ∈ D(f ) a f (−x) = f (x) (graf je souměrný vzhledem k ose y).
Řekneme, že funkce f je lichá, jestliže pro každé x ∈ D(f ) plat́ı
−x ∈ D(f ) a f (−x) = −f (x) (graf je souměrný vzhledem
k počátku).
Funkce f se nazývá prostá, právě když pro všechna x1, x2 ∈ D(f )
plat́ı: je-li x1 6= x2, pak f (x1) 6= f (x2).
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Vlastnosti funkćı II

Definice

Funkce f se nazývá periodická s periodou p ∈ R, p > 0, jestliže
plat́ı, že pro každé x ∈ D(f ) je také x ± p ∈ D(f ) a f (x +
p) = f (x − p) = f (x). Nejmenš́ı perioda funkce je nejmenš́ı
prvek množiny všech period této funkce.

Definice

Necht’ je dána funkce f : D(f ) → R a interval I ⊆ D(f ). Pak
funkci f nazveme rostoućı na intervalu I , jestliže pro každá dvě
x1, x2 ∈ I taková, že x1 < x2, je f (x1) < f (x2).
Funkci f nazveme klesaj́ıćı na intervalu I , jestliže pro každá dvě
x1, x2 ∈ I taková, že x1 < x2, je f (x1) > f (x2).
Funkce, která je rostoućı nebo klesaj́ıćı, se nazývá ryze monotonńı.
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Vlastnosti funkćı III

Definice

Necht’ u : A → B a f : B → R jsou funkce. Pak funkce F : A → R

daná p̌redpisem y = f (u(x)) se nazývá složená funkce. Funkce u
se nazývá vniťrńı složkou, funkce f vněǰśı složkou složené funkce
F .

Definice

Inverzńı funkćı k prosté funkci f je funkce f −1, pro kterou plat́ı,
že D(f −1) = H(f ) a ke každému y ∈ D(f −1) je p̌rǐrazeno právě
jedno x ∈ D(f ) takové, že f (x) = y .

Poznamenejme, že inverzńı funkci lze definovat pouze pro prosté
funkce. Grafy funkćı y = f (x) a y = f −1(x) jsou symetrické podle
p̌ŕımky y = x .
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Polynomy

Definice

Funkci P : R → R tvaru

P(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0, kde a0, a1, . . . , an ∈ R,

nazýváme polynomem neboli mnohočlenem. Č́ısla ai se nazývaj́ı
koeficienty polynomu. Je-li an 6= 0, pak č́ıslo n nazveme stupněm
polynomu a znač́ıme stP .
Č́ıslo α ∈ C se nazývá kǒren polynomu P , jestliže P(α) = 0.
Č́ıslo α je k-násobným kǒrenem polynomu P , existuje-li polynom
Q takový, že

P(x) = (x − α)kQ(x),

a α neńı kǒrenem polynomu Q, tj. Q(α) 6= 0. (Pro k = 1
použ́ıváme název jednoduchý kǒren.) Č́ıslo k ∈ N se pak nazývá
násobnost kǒrene α polynomu P .
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Poznámka

i) Je žrejmé, že definičńım oborem polynomu je množina
reálných č́ısel.

ii) Je-li P(x) = a0 6= 0 (konstantńı funkce), jde o polynom
nulového stupně.

iii) Mezi polynomy definujeme operace sč́ıtáńı a násobeńı tak,
že pro každé x ∈ R plat́ı (P ± Q)(x) = P(x) ± Q(x) a
(P · Q)(x) = P(x) · Q(x), tj. p̌ri sč́ıtáńı sč́ıtáme koeficienty
u stejných mocnin proměnné x a p̌ri násobeńı jde o obyčejné
násobeńı mnohočlenů. Součet (resp. rozd́ıl) a součin dvou
polynomů je opět polynom.
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Vlastnosti polynomů

Věta

Necht’ P(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a0, kde a0, a1, . . . , an ∈ R

je polynom stupně n ≥ 0.

i) Dva polynomy P ,Q stupně n jsou si rovny, jestliže jsou si
rovny koeficienty u sobě odpov́ıdaj́ıćıch mocnin.

ii) (Základńı věta algebry.) Polynom P má nad komplexńım obo-
rem C právě n kǒren̊u, poč́ıtáme-li každý kǒren tolikrát, kolik
je jeho násobnost.

iii) Je-li komplexńı č́ıslo α k-násobným kǒrenem reálného poly-
nomu P, je č́ıslo komplexně sdružené ᾱ rovněž k-násobným
kǒrenem polynomu P.

iv) Necht’ an = 1. Je-li celé č́ıslo α kǒrenem polynomu P
s celoč́ıselnými koeficienty, pak α je dělitelem č́ısla a0.
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Rozklad polynomu v oboru reálných č́ısel

Věta

Necht’ P(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a0, kde a0, a1, . . . , an ∈ R

je polynom stupně n ≥ 0.
Jsou-li α1, . . . , αr všechny reálné kǒreny polynomu P
s násobnostmi k1, . . . , kr a (c1 ± id1), . . . , (cs ± ids)
všechny navzájem r̊uzné dvojice komplexně sdružených kǒren̊u
s násobnostmi r1, . . . , rs , plat́ı

P(x) = an(x − α1)
k1 · . . . · (x − αr )

kr [(x − c1)
2 + d2

1 ]
r1 · . . .

. . . · [(x − cs)
2 + d2

s ]
rs .
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Znaménko polynomu

Úlohou určeńı znaménka polynomu rozuḿıme nalezeńı interval̊u,
kde je polynom kladný a kde záporný. Tato úloha je důležitá p̌ri
vyšeťrováńı pr̊uběhu funkce. K určeńı znaménka hodnot polynomu
použijeme rozklad polynomu a následuj́ıćı fakt. Jsou-li
x1 < x2 < · · · < xm všechny jeho navzájem r̊uzné reálné kǒreny,
pak v každém z interval̊u (−∞, x1), (x1, x2), . . . , (xm,∞) je
polynom stále kladný nebo stále záporný.

Př́ıklad

Určete znaménko polynomu P(x) = (x2 − x)(x − 2)2 a načrtněte
jeho graf.
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Hornerovo schéma

Mějme polynom P(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0. Jeho
hodnotu pro č́ıslo c urč́ıme pomoćı následuj́ıćı tabulky, kterou
nazýváme Hornerovo schéma.

an an−1 an−2 · · · a1 a0
c an c · an + an−1

︸ ︷︷ ︸

c1

c · c1 + an−2
︸ ︷︷ ︸

c2

· · · c · cn−2 + a1
︸ ︷︷ ︸

cn−1

c · cn−1 + a0
︸ ︷︷ ︸

cn

Posledńı źıskaná hodnota cn je hodnota polynomu P v bodě c .
Upozorněme, že v záhlav́ı tabulky jsou všechny koeficienty, tj. i
p̌ŕıpadné nuly zastupuj́ıćı mocniny, které v polynomu chyb́ı.
Je-li cn = 0, tj. P(c) = 0, pak č́ıslo c je kǒrenem. V tomto p̌ŕıpadě
jsou č́ısla an, c1, . . . , cn−1 koeficienty polynomu Q(x) stupně n− 1,
pro který plat́ı P(x) = (x − c)Q(x). Tedy pro hledáńı daľśıch
kǒrenů můžeme použ́ıt

”
jednoduš̌śı“ polynom Q.
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Racionálńı lomené funkce

Definice

Bud’te P ,Q nenulové polynomy. Funkce

R(x) =
P(x)

Q(x)

se nazývá racionálńı funkce (též racionálńı lomená funkce). Tuto
funkci nazveme ryze lomenou, plat́ı-li stP < stQ, a neryze lome-
nou, plat́ı-li stP ≥ stQ.

Př́ıkladem ryze lomené racionálńı funkce jsou funkce 1
x
, x

2+1
x5

;

p̌ŕıkladem neryze lomené racionálńı funkce jsou funkce x2+1
x

nebo
x2+2
2x2−1

.
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Plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

i) Definičńım oborem racionálńı funkce R(x) = P(x)
Q(x) je množina

tvaru
D(R) = (−∞,∞)r {α1, . . . , αm},

kde α1, . . . , αm jsou všechny reálné kǒreny polynomu Q.

ii) Je-li P(x)
Q(x) neryze lomená racionálńı funkce, pak děleńım

polynomů P a Q obdrž́ıme součet polynomu a ryze lomené
racionálńı funkce. Nap̌ŕıklad

x3 + 2x

x2 + 2x + 1
= x − 2 +

5x + 2

x2 + 2x + 1
.

Znaménko racionálńı lomené funkce urč́ıme podobně jako u
polynomu.
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Rozklad ryze lomené racionálńı funkce na parciálńı zlomky I

Necht’ R(x) = P(x)
Q(x) je ryze lomená racionálńı funkce. Každou

takovou funkci lze rozložit na součet parciálńıch zlomk̊u
následuj́ıćım způsobem:
• Je-li č́ıslo α reálný jednoduchý kǒren polynomu Q, pak rozklad
funkce R obsahuje parciálńı zlomek tvaru

A

(x − α)
.

• Je-li č́ıslo α reálný k-násobný kǒren polynomu Q, pak rozklad
obsahuje součet k parciálńıch zlomk̊u tvaru

A

(x − α)
+

B

(x − α)2
+ · · ·+ M

(x − α)k
.
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Rozklad ryze lomené racionálńı funkce na parciálńı zlomky

II

• Jsou-li č́ısla α± iβ komplexně sdružené jednoduché kǒreny
polynomu Q, pak rozklad obsahuje parciálńı zlomek tvaru

Ax + B

ax2 + bx + c
,

kde ax2 + bx + c má kǒreny α± iβ.
• Jsou-li č́ısla α± iβ dvojnásobné komplexně sdružené kǒreny
polynomu Q, pak R obsahuje součet dvou parciálńıch zlomk̊u tvaru

Ax + B

ax2 + bx + c
+

Cx + D

(ax2 + bx + c)2
.

Podobně trojnásobné dvojici komplexńıch kǒrenů odpov́ıdá součet
ťŕı parciálńıch zlomk̊u atd.
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Rozklad ryze lomené racionálńı funkce na parciálńı zlomky

III

Rozklad funkce R je součtem všech parciálńıch zlomk̊u výše
uvedeného tvaru, které p̌ŕısluš́ı všem kǒrenům polynomu Q.
Konstanty v parciálńıch zlomćıch (lze ukázat, že jsou určeny
jednoznačně) nalezneme metodou neurčitých koeficient̊u, tj.
naṕı̌seme formálńı tvar rozkladu a celou rovnost vynásob́ıme
polynomem Q.
Dostaneme tak rovnost dvou polynomů pro všechna x kromě
kǒrenů jmenovatele. Tyto polynomy jsou identické, tj. maj́ı stejné
koeficienty, které urč́ıme pomoćı dvou možných způsobů:

porovnáńım koeficient̊u u odpov́ıdaj́ıćıch si mocnin,

dosazeńım konkrétńıch hodnot x (vhodné jsou zvláště kǒreny
jmenovatele Q).
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Rozklad ryze lomené racionálńı funkce na parciálńı zlomky

IV

Źıskáme soustavu n lineárńıch rovnic pro n neznámých konstant,
kterou vy̌reš́ıme.

Př́ıklad

Rozložte racionálńı funkci na parciálńı zlomky:

a) R(x) = 3x+1
x2−2x−15

, b) R(x) = x2+4x
x4−16

.
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Limita funkce I

Funkce y = f (x) má v bodě x0 limitu L, jestliže se s hodnotami
funkce f (x) můžeme libovolně p̌ribĺıžit č́ıslu L tak, že vezmeme
hodnoty x dostatečně bĺızké hodnotě x0, ale r̊uzné od x0.
Zapisujeme

lim
x→x0

f (x) = L.

Ř́ıkáme, že funkce má ve vlastńım bodě vlastńı limitu.
Funkce y = f (x) má v bodě x0 limitu rovnu ∞, jestliže hodnoty
funkce f (x) můžeme udělat libovolně velké tak, že vezmeme
hodnoty x dostatečně bĺızké hodnotě x0, ale r̊uzné od x0.
Zapisujeme

lim
x→x0

f (x) = ∞.

Ř́ıkáme, že funkce má ve vlastńım bodě nevlastńı limitu. Podobně
můžeme tuto limitu popsat pro −∞.
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Limita funkce II

Funkce y = f (x) má v bodě ∞ limitu L, jestliže se s hodnotami
funkce f (x) můžeme libovolně p̌ribĺıžit č́ıslu L tak, že vezmeme
hodnoty x dostatečně velké. Zapisujeme

lim
x→∞

f (x) = L.

Ř́ıkáme, že funkce má v nevlastńım bodě vlastńı limitu. Podobně
můžeme tuto limitu popsat pro −∞.
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Definice limity pomoćı okoĺı

Definice

Necht’ x0, δ ∈ R, δ > 0. Pak interval O(x0) = (x0 − δ, x0 + δ)
nazveme okoĺım bodu x0.
Bud’ a ∈ R. Pak interval O(∞) = (a,∞) nazveme okoĺım bodu ∞
a interval O(−∞) = (−∞, a) okoĺım bodu −∞.

Definice

Necht’ x0, L ∈ R∪{∞, −∞}. Řekneme, že funkce f (x) má v bodě
x0 limitu rovnu č́ıslu L a ṕı̌seme limx→x0 f (x) = L, jestliže ke
každému okoĺı O(L) bodu L existuje okoĺı O(x0) bodu x0 tak, že
pro x ∈ O(x0) \ {x0} plat́ı f (x) ∈ O(L).

Věta

Funkce f má v libovolném bodě nejvýše jednu limitu.
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Řekneme, že funkce f (x) má v bodě x0 limitu zleva rovnu L,
ṕı̌seme

lim
x→x−0

f (x) = L,

jestliže se s hodnotami funkce f (x) můžeme libovolně p̌ribĺıžit č́ıslu
L tak, že vezmeme hodnoty x menš́ı než x0 a dostatečně bĺızké
hodnotě x0.
Podobně můžeme popsat limitu zprava i p̌ŕıslušné nevlastńı limity.

Věta

Plat́ı limx→x0 f (x) = L právě tehdy, když limx→x−0
f (x) =

limx→x+0
f (x) = L.
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Výpočet limit I

Pro výpočet limit plat́ı následuj́ıćı početńı operace.

Věta

Necht’ existuj́ı obě vlastńı limity limx→x0 f (x) = L1 ,
limx→x0 g(x) = L2. Pak plat́ı:

a) limx→x0(f (x)± g(x)) = L1 ± L2,

b) limx→x0(f (x) · g(x)) = L1 · L2,

c) Je-li L2 6= 0, pak limx→x0

f (x)

g(x)
=

L1
L2

,

d) limx→x0 |f (x)| = | limx→x0 f (x)|.

Pro výpočet limity pod́ılu

lim
x→x0

f (x)

g(x)
,
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Výpočet limit II

kde

lim
x→x0

f (x) = 1, lim
x→x0

g(x) = ±∞ nebo lim
x→x0

g(x) = 0,

plat́ı vztahy vyjáďrené symbolicky

1

±∞ = 0,
1

+0
= +∞,

1

−0
= −∞. (1)

Je-li limx→x0 f (x) = c a limx→x0 g(x) = 0, pak je vztahy v (1)
ťreba modifikovat podle znaménka č́ısla c .
V p̌ŕıpadech limit typu vyjáďrených symbolicky

∞−∞,
∞
∞ ,

0

0

je situace nejednoznačná (jde o tzv. neurčité výrazy).
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Spojitost funkce

Definice

Necht’ x0 ∈ R. Řekneme, že funkce f je v bodě x0 spojitá, jestliže
je limita funkce v tomto bodě rovna funkčńı hodnotě v tomto
bodě, tj. limx→x0 f (x) = f (x0).

Podobně definujeme i jednostranné spojitosti pomoćı
jednostranných limit.

Definice

Necht’ f je funkce a I ⊆ D(f ) je interval. Řekneme, že funkce f
je spojitá na intervalu I , jestliže je spojitá v každém vniťrńım bodě
tohoto intervalu. Paťŕı-li nav́ıc levý (pravý) koncový bod do I , je
v něm funkce spojitá zprava (zleva).

Je-li I = [a, b], často se fakt, že je funkce na tomto intervalu
spojitá, zapisuje f ∈ C [a, b].
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Všechny tzv. elementárńı funkce, tj.

mnohočleny,

exponenciálńı a logaritmické funkce,

goniometrické a cyklometrické funkce,

mocninná funkce (nap̌r.
√
x , obecně funkce xa, kde a ∈ R a

x > 0)

a všechny funkce, které z nich vzniknou konečným počtem
aritmetických operaćı sč́ıtáńı, odč́ıtáńı, násobeńı a děleńı,
skládáńım a tvǒreńım funkćı inverzńıch, jsou spojité ve všech
bodech, kde jsou definované. Proto je limita těchto funkćı v daném
bodě rovna funkčńı hodnotě.
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Vlasnosti spojitých funkćı

Věta (Weierstrassova věta)

Necht’ f je spojitá na intervalu I = [a, b]. Pak je na tomto inter-
valu ohraničená a nabývá zde své nejvěťśı i nejmenš́ı hodnoty.

Věta (Bolzanova věta)

Necht’ f je spojitá na intervalu I = [a, b]. Pak na tomto intervalu
nabývá všech hodnot mezi svou nejvěťśı a nejmenš́ı hodnotou.

Důsledek

Je-li funkce f spojitá na intervalu I = [a, b] a f (a)f (b) < 0, pak
existuje bod c ∈ (a, b) takový, že f (c) = 0.
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Definice derivace

Definice

Bud’ f funkce a bod x0 ∈ D(f ). Existuje-li vlastńı limita

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
, (2)

nazýváme tuto limitu derivaćı funkce f v bodě x0 a znač́ıme
f ′(x0).

Derivaci funkce f v bodě x0 znač́ıme též df
dx
(x0) nebo

(

f (x)
)

′

x=x0
.

Podobně definujeme derivace zprava a derivace zleva:

f ′+(x0) = lim
x→x+0

f (x)− f (x0)

x − x0
, f ′

−
(x0) = lim

x→x−0

f (x)− f (x0)

x − x0
.
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Bezprosťredně z definice derivace plynou tyto důležité vlastnosti
derivace funkce:

i) Funkce má v daném bodě nejvýše jednu derivaci.

ii) Polož́ıme-li h = x − x0, lze derivaci zapsat ve tvaru

f ′(x0) = lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
.

iii) Funkce f má v x0 derivaci právě tehdy, když má v tomto bodě
derivaci zprava i zleva a ty jsou si rovny.
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Geometrický význam derivace

0

f (x)− f (x0)

x − x0

ϕs ϕt

y

xx0 x

f (x0)

f (x) y = f (x)

t

s

T

Obrázek: Geometrický význam derivace
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Z geometrického významu derivace plyne, že funkce f má v bodě
x0 derivaci právě tehdy, když jej́ı graf má v bodě (x0, f (x0)) tečnu
se směrnićı f ′(x0). Rovnice této tečny v bodě T = (x0, f (x0)) je

y = f (x0) + f ′(x0)(x − x0).

Př́ıklad

Rozhodněte, zda maj́ı funkce y = x2 a y = |x | derivaci v bodě
x = 0.

Př́ıklad

Z definice derivace odvod’te derivaci funkce y = x2 v libovolném
bodě x0.
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Derivace vyš̌śıch řádů

Protože lze derivaci funkce f chápat jako funkci, můžeme definovat
derivaci funkce f ′ v nějakém bodě x0; tu pak nazýváme druhou
derivaćı funkce f v bodě x0 a znač́ıme f ′′(x0). Rovněž vlastńı
druhou derivaci funkce f lze chápat jako funkci f ′′ na množině
D(f ′′) ⊂ D(f ′). Ta může ḿıt opět derivaci v některém bodě atd.
Obecně definujeme:

Definice

Druhou derivaćı funkce f rozuḿıme funkci f ′′ = (f ′)′ a pro li-
bovolné n ≥ 2 definujeme n-tou derivaci (derivaci n-tého řádu)
funkce f vztahem f (n) = (f (n−1))′.



Funkce Limita funkce Derivace funkce Extrémy funkce Pr̊uběh funkce

Pravidla pro výpočet derivace

Věta

Pro derivace elementárńıch funkćı plat́ı:

c ′ = 0, (xa)′ = axa−1,

(sin x)′ = cos x , (cos x)′ = − sin x ,

(tg x)′ =
1

cos2 x
, (cotg x)′ = − 1

sin2 x
,

(arcsin x)′ =
1√

1− x2
, (arccos x)′ = − 1√

1− x2
,

(arctg x)′ =
1

x2 + 1
, (arccotg x)′ = − 1

x2 + 1
,

(ex)′ = ex , (ax)′ = ax · ln a,

(ln x)′ =
1

x
,

(

loga x
)

′

=
1

x ln a
,

kde a ∈ R a c ∈ R.
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Věta

Necht’ maj́ı funkce f , g derivaci na množině M. Pak plat́ı:

a)
(

cf (x)
)

′

= cf ′(x),

b)
(

f (x) + g(x)
)

′

= f ′(x) + g ′(x),

c)
(

f (x) · g(x)
)

′

= f ′(x)g(x) + f (x)g ′(x),

d) je-li g(x) 6= 0, pak

(

f (x)

g(x)

)

′

=
f ′(x)g(x)− f (x)g ′(x)

g2(x)
.

Věta

Necht’ funkce u = g(x) má derivaci g ′(x), funkce y = f (u) má
derivaci f ′(u) a necht’ plat́ı D(f ) ⊇ H(g). Pak složená funkce
y = F (x) = f [g(x)] má derivaci a plat́ı:

F ′(x) = f ′[g(x)] · g ′(x).
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Př́ıklad

Vypočtěte derivace následuj́ıćıch funkćı:

a) y = 4x3 − 2x2 + 3x − 1, b) y = 3 3
√
x ,

c) y = x2 ln x , d) y = cos x−1
sin x ,

e) y = arctg x2, f) y =
√
ex + x .
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Lagrangeova věta o sťredńı hodnotě

Věta

Necht’ funkce f je spojitá na intervalu [a, b] a v každém bodě x ∈
(a, b) má derivaci f ′(x). Pak existuje bod c ∈ (a, b), pro který
plat́ı

f ′(c) =
f (b)− f (a)

b − a
.

Označme body roviny A = (a, f (a)), B = (b, f (b)). Lagrangeova
věta ř́ıká, že existuje alespoň jeden vniťrńı bod c z intervalu (a, b)
takový, že tečna v bodě (c , f (c)) je rovnoběžná s úsečkou AB .

Důsledek

Necht’ funkce f , g maj́ı vlastńı derivace v každém bodě otev̌reného
intervalu I . Jestliže pro všechna x ∈ I plat́ı f ′(x) = g ′(x), pak se
funkce f , g lǐśı o konstantu, tj. existuje c ∈ R takové, že f (x) =
g(x)+c. Zejména jestliže f ′(x) = 0 na I , pak je f na I konstantńı.
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L’Hospitalovo pravidlo

Věta (L’Hospitalovo pravidlo)

Bud’ x0 ∈ R ∪ {−∞,∞}. Necht’ je splněna jedna z podḿınek

i) lim
x→x0

f (x) = lim
x→x0

g(x) = 0,

ii) lim
x→x0

|f (x)| = lim
x→x0

|g(x)| = +∞.

Existuje-li (vlastńı nebo nevlastńı) lim
x→x0

f ′(x)

g ′(x)
, pak existuje také

lim
x→x0

f (x)

g(x)
a plat́ı

lim
x→x0

f (x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g ′(x)
.
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Neurčité výrazy I

Neurčitými výrazy rozuḿıme limitu součtu, součinu, rozd́ılu a
pod́ılu funkćı, v nichž limity jednotlivých funkćı existuj́ı, ale
p̌ŕıslušné operace s nimi nejsou definovány. Jde o tyto p̌ŕıpady:

0

0
,

∞
∞ , ∞−∞, 0 · ∞, 00, ∞0, 1∞.

Prvńı dva p̌ŕıpady limit lze řešit pomoćı l’Hospitalova pravidla,
daľśı p̌ŕıpady je možné p̌revést na prvńı dva následovně.

a) Limita typu
”
∞−∞“, tj. lim

x→x0
f (x) = ∞ = lim

x→x0
g(x). Pak

lim
x→x0

(

f (x)−g(x)
)

= lim
x→x0

(

1
1

f (x)

− 1
1

g(x)

)

= lim
x→x0

1
g(x) −

1
f (x)

1
f (x)g(x)

,

což je typ
”
0
0
“.
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Neurčité výrazy II

b) Limita typu
”
0 · ∞“, tj. lim

x→x0
f (x) = 0, lim

x→x0
|g(x)| = ∞. Pak

lim
x→x0

f (x)g(x) = lim
x→x0

f (x)
1

g(x)

,

což je typ
”
0
0
“.

c) Limity typu
”
00, ∞0, 1∞“. Řeš́ıme úpravou na exponenciálńı

funkci:

lim
x→x0

f (x)g(x) = lim
x→x0

eg(x) ln f (x) = e
lim

x→x0
g(x) ln f (x)

.

V posledńı upravě jsme použili větu o limitě složené funkce,
nebot’ funkce ex je spojitá. Přitom limita v exponentu je již
typu

”
0 · ∞“.
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Vztah derivace a monotonie funkce

Následuj́ıćı věta je důsledkem geometrického významu derivace a
vlastnost́ı funkce tangens.

Věta

Necht’ f má derivaci na otev̌reném intervalu I .

a) Je-li f ′(x) > 0 pro každé x ∈ I , pak je f rostoućı na I .

b) Je-li f ′(x) < 0 pro každé x ∈ I , pak je f klesaj́ıćı na I .
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Extrémy funkce

Definice

Řekneme, že funkce f má v bodě x0:

a) lokálńı maximum, existuje-li okoĺı O(x0) tak, že pro každé
x ∈ O(x0) je f (x) ≤ f (x0),

b) lokálńı minimum, existuje-li okoĺı O(x0) tak, že pro každé
x ∈ O(x0) je f (x) ≥ f (x0),

c) ostré lokálńı maximum, jestliže existuje okoĺı O(x0) tak, že
pro každé x ∈ O(x0)r {x0} je f (x) < f (x0),

d) ostré lokálńı minimum, jestliže existuje okoĺı O(x0) tak, že
pro každé x ∈ O(x0)r {x0} je f (x) > f (x0).

Lokálńı maxima a minima nazýváme souhrnně lokálńı extrémy.
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Stacionárńı bod

Věta

Necht’ má funkce f v bodě x0 lokálńı extrém a necht’ existuje deri-
vace f ′(x0). Pak

f ′(x0) = 0.

Bod x0 s vlastnost́ı f ′(x0) = 0 se nazývá stacionárńı bod funkce.

Opačně věta neplat́ı: Ve stacionárńım bodě funkce nemuśı nastat
extrém! Nap̌ŕıklad funkce f (x) = x3 má v x0 = 0 derivaci
f ′(0) = 0, ale nemá v tomto bodě extrém.
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Existence lokálńıho extrému

Věta

Měńı-li derivace funkce p̌ri p̌rechodu p̌res stacionárńı bod
znaménko, má zde funkce lokálńı extrém.

Věta

Necht’ f ′(x0) = 0, tj. x0 je stacionárńı bod.

a) Je-li f ′′(x0) > 0, pak má funkce f v bodě x0 ostré lokálńı
minimum.

b) Je-li f ′′(x0) < 0, pak má f v bodě x0 ostré lokálńı maximum.

Př́ıklad

Najděte lokálńı extrémy funkce:
a) f (x) = x3 − 12x − 6, b) f (x) = x

1+x2
.
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Absolutńı extrémy

Definice

Bud’ funkce f definovaná na množině M. Jestliže x0 ∈ M a plat́ı

f (x) ≤ f (x0)

pro všechna x ∈ M, ř́ıkáme, že funkce f má na M absolutńı maxi-
mum v bodě x0. Podobně definujeme absolutńı minimum.

Postačuj́ıćı podḿınku pro existenci absolutńıch extrémů nám udává
Weierstrassova věta, která ř́ıká, že každá funkce, jež je spojitá na
ohraničeném a uzav̌reném intervalu, nabývá na tomto intervalu
absolutńıch extrémů. Pokud nejsou některé z těchto p̌redpokladů
splněny, nemuśı absolutńı extrémy existovat.
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Jak naj́ıt absolutńı extrémy

Pokud máme zajǐstěno, že existuj́ı absolutńı extrémy funkce f
definované na intervalu, použ́ıváme pro jejich nalezeńı následuj́ıćı
postup:

Najdeme v daném intervalu stacionárńı body a body, v nichž
neexistuje prvńı derivace.

Vypočteme funkčńı hodnoty v těchto bodech.

Vypočteme funkčńı hodnoty v krajńıch bodech intervalu
(pokud paťŕı do D(f )).

Ze všech takto źıskaných funkčńıch hodnot vybereme nejvěťśı
a nejmenš́ı. To bude absolutńı maximum a minimum.
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Aplikace derivaćı p̌ri optimalizačńıch úlohách I

Př́ıklad

Ze čtverce paṕıru o straně a vysťrihněte v roźıch čtverce tak, aby
krabice složená ze zbytku paṕıru měla co nejvěťśı objem.

Př́ıklad

Do koule o poloměru R vepǐste válec s nejvěťśım objemem.
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Aplikace derivaćı p̌ri optimalizačńıch úlohách II

Př́ıklad

V devatenáctém stolet́ı objevil francouzský lékǎr Jean Louis Marie
Poiseuille, že pr̊utoková rychlost (v centimetrech za sekundu) krve
proud́ıćı tepnou ve vzdálenosti r od sťredu tepny je dána vztahem

v(r) = k(R2 − r2),

kde k je kladná konstanta a R je poloměr tepny. Určete, v jaké
vzdálenosti od sťredu tepny je rychlost krve nejvyš̌śı.
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Aplikace derivaćı p̌ri optimalizačńıch úlohách III

Př́ıklad

Ve městě s 10 000 obyvateli je počet N lid́ı, ktěŕı maj́ı v daném
čase t cȟripku, roven

N(t) =
10000

1 + 9999e−t
,

kde t je čas mě̌rený ve dnech a cȟripka je rozš́ı̌rena jedinou oso-
bou, která ji měla v čase t = 0. Určete, v kterém čase t je rychlost
š́ı̌reńı nemoci nejvěťśı.
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Aplikace derivaćı p̌ri optimalizačńıch úlohách IV

Př́ıklad

Rychlost světla záviśı na prosťred́ı, ve kterém se světlo š́ı̌ŕı,
a obecně je pomaleǰśı v husťśım prosťred́ı. Fermat̊uv princip je je-
den ze základńıch zákonů optiky, který ř́ıká, že světlo se v prostoru
š́ı̌ŕı z jednoho bodu do druhého po takové dráze, aby doba, kterou
světlo poťrebuje k proběhnut́ı této dráhy, byla minimálńı. Najděte
cestu světelného paprsku z bodu A v prosťred́ı, v kterém je rych-
lost světla c1, do bodu B v prosťred́ı s rychlost́ı světla c2.
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Aplikace derivaćı p̌ri optimalizačńıch úlohách V

Př́ıklad

Máme směs kysĺıku a oxidu dusnatého. Okysličováńı oxidu dus-
natého prob́ıhá podle reakce

2NO + O2 −→ 2NO2

a pro jej́ı rychlost v plat́ı

v = k[NO]2[O2],

kde k > 0 je rychlostńı konstanta. Určete takovou koncentraci
kysĺıku v této směsi, p̌ri které se oxid dusnatý nejrychleji okyslič́ı.



Funkce Limita funkce Derivace funkce Extrémy funkce Pr̊uběh funkce

Aplikace derivaćı p̌ri optimalizačńıch úlohách VI

Př́ıklad

V čisté vodě plat́ı vztah pro iontový součin vody Kw :

Kw = [H+][OH−],

kde [H+] je koncentrace vod́ıkových kationt̊u a [OH−] je kon-
centrace hydroxidových aniont̊u. Určete funkci [H+] + [OH−]
v závislosti na [H+] a stanovte minimum této funkce.
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Konvexńı a konkávńı funkce

Nyńı se zamě̌ŕıme na to, jak derivace souviśı s tvarem grafu funkce,
tj. s t́ım, jak je graf vydutý (zaǩrivený). Pro popis této vlastnosti
zavedeme pojmy konvexńı a konkávńı funkce.
V následuj́ıćım p̌redpokládejme, že má funkce f derivaci na
intervalu I .

Definice

Řekneme, že funkce f je konvexńı na intervalu I , jestliže graf
funkce lež́ı nad tečnou v libovolném bodě tohoto intervalu, tj. plat́ı

f (x) ≥ f (x0) + f ′(x0)(x − x0) pro x , x0 ∈ I .

Řekneme, že funkce f je konkávńı na intervalu I , jestliže graf
funkce lež́ı pod tečnou v libovolném bodě tohoto intervalu, tj.
plat́ı

f (x) ≤ f (x0) + f ′(x0)(x − x0) pro x , x0 ∈ I .
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Věta

Necht’ I je otev̌rený interval a f má druhou derivaci na I .

a) Je-li f ′′(x) > 0 pro každé x ∈ I , pak je f konvexńı na I .

b) Je-li f ′′(x) < 0 pro každé x ∈ I , pak je f konkávńı na I .

Definice

Řekneme, že x0 je inflexńım bodem funkce f , jestliže je vlevo od
bodu x0 konkávńı a vpravo od tohoto bodu je konvexńı, anebo
naopak. Stručně ř́ıkáme, že funkce f má v bodě x0 inflexi.

Věta

a) Necht’ x0 je inflexńı bod a necht’ existuje f ′′(x0). Pak
f ′′(x0) = 0.

b) Necht’ f ′′(x0) = 0, v levém okoĺı bodu x0 plat́ı f ′′(x) < 0 a
v pravém okoĺı bodu x0 plat́ı f ′′(x) > 0, nebo naopak. Pak je
x0 inflexńım bodem funkce f .
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Asymptoty funkce

Pomoćı limit můžeme určovat chováńı funkce v bodech, kde neńı
definována, p̌ŕıpadně i jej́ı chováńı v nekonečnu. Dostáváme se tak
k asymptotám funkce neboli p̌ŕımkám, ke kterým se graf funkce

”
bĺıž́ı“. Asymptoty mohou být dvoj́ıho typu:

i) V bodech, kde neńı funkce definovaná a limita zprava nebo
zleva je v těchto bodech nevlastńı.

ii) Pro x → ∞ se graf funkce bĺıž́ı k nějaké p̌ŕımce. Podobně pro
x → −∞.

Definice

Př́ımka x = x0 se nazývá asymptotou bez směrnice funkce f ,
jestliže má f v x0 alespoň jednu jednostrannou limitu nevlastńı,
tj. limx→x+0

f (x) = ±∞ nebo limx→x−0
f (x) = ±∞.

Př́ımka y = ax + b, a, b ∈ R, se nazývá asymptotou se směrnićı
funkce f , jestliže plat́ı limx→−∞(f (x) − (ax + b)) = 0 nebo
limx→+∞(f (x)− (ax + b)) = 0.
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Jak naj́ıt asymptoty se směrnićı?

Věta

Př́ımka y = ax + b je asymptotou funkce f pro x → +∞, jestliže

a = lim
x→+∞

f (x)

x
, b = lim

x→+∞

(f (x)− ax)

(obě tyto limity jsou vlastńı). Analogické tvrzeńı plat́ı pro x →
−∞.

Př́ıklad

Určete asymptoty grafu funkce

a) y =
x − 2

x + 1
, b) y =

x3

x2 − 1
.
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Vyšeťrováńı pr̊uběhu funkce f

a) Stanov́ıme definičńı obor D(f ). Urč́ıme nulové body a
intervaly, kde je funkce kladná a kde záporná. Př́ıpadně zda je
funkce f sudá, lichá nebo periodická.

b) Vypoč́ıtáme f ′ a podle jej́ıho znaménka urč́ıme:

intervaly, kde je f rostoućı (z podḿınky f ′ > 0),
intervaly, kde je f klesaj́ıćı (z podḿınky f ′ < 0),
lokálńı extrémy (podle změny znaménka f ′).

c) Vypoč́ıtáme f ′′ a podle jej́ıho znaménka urč́ıme:

intervaly, kde je f konvexńı (z podḿınky f ′′ > 0),
intervaly, kde je f konkávńı (z podḿınky f ′′ < 0),
inflexńı body (podle změny znaménka f ′′).

d) Urč́ıme asymptoty funkce f .

e) Nakresĺıme graf funkce.
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