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Matice a vektory

Matice a vektory

Matice typu m x n je pravouhlé (nebo obdélnikové) schéma, které ma m radka
a n sloupci
ail 500 dln

amil 500 amn

Vektor

Vektor (veli€ina, kterd ma smér i velikost) je usporadana n-tice prvki (nebo
matice typu n X 1)

Vi

Vn




Matice a vektory

@ Ctvercova matice

9 jednotkova matice
9 nulova matice
@ horni/dolni trojahelnikova

@ diagonalni



Matice a vektory

Operace s maticemi

A= (aij)i.:ll,m,m, B = (bfj),

=L.m: Pak soucet A + B je matice C takova, ze
ji=1,..

C = (cy)i=t,...m = (a,, + bu), 1,...m (po slozkach).
j .,n 1

,n

V.

Nasobeni skalarem

A= (aj)i=1,.,m a @ € R. Pak @A je matice B takova, ze
j= 1

B = (bij'),'.:17,,,,m = (Oéb;j);.zl’_”,m (pO sloikéch).

J=1,...,n Jj=1,...,n




Matice a vektory

Operace s maticemi

Souéin matic

A= (aij)i.:l,...,mr B= (bu)

i
Jj=1,...,n J

C = (Cyj)i=t....m = (ainbsj + aizbpj + -+ + @inbnj)i=1,....m =

m
Jj=1,...,p Jj=1,....,p

1,...,n. Pak soucin AB je matice C takova, ze
L...p




Matice a vektory
Operace s maticemi

Pravidla pro pocitani s maticemi

Pro matice A, B, C vhodnych rozméra a o, 8 € R plati:

A+B=B+A, (A+B)+C=A+(B+ (),
(A+B)C=AC+BC, A(B+C)=AB+AC,
(AB)C = A(BC), a(5A) = (af)A,
(a+B)A=aA+BA, oA+ B)=aA+aB,
A(aB) = a(AB) = (aA)B

Obecné neplatil

AB = BA (ani kdyz oba souciny existuji)!




Matice a vektory

Operace s maticemi

Transponovana matice

Je-li A = (a,-j),-zl,,,,,m, pak transponovana matice k A je matice AT = B =
Jj=1,...,n

.on, kde bj:=ajproi=1,...n, j=1....,m.

Pokud plati AT = A nazyva se matice symetricka.
Plati:
(AB)T =BTAT




Matice a vektory

Skalarni soucin

Pro vektory x,y € CN definujeme (standardni) skalérni soucin jako

Vlastnosti

(x,x) > 0 pro kazde x e CV, (x,x) =0 <= x=0

<X,y>:<y,X>, <X—|—y,Z>=<X,Z>+<y,Z>
<O(X,y> = a<X7Y>7 <X7 a}/> :a<X7y>
(Ax,y) = (x,ATy) pro A e RV*N




Matice a vektory

Ortogonalni vektory

(x,y)=0

Ortonormalni systém vektord

{xt,...,xm}, x; € CN




Hodnost matice

Linearni zavislost a nezavislost vektort

Definice

Rekneme, ze vektory ui,...,us jsou linedrné nezivislé, jestlize z rovnosti
oiuy + -+ -+ apunp =0

plyne az = -+ = ap = 0. V opacném pripadé, tj. kdyz existuji €isla a1, ..., an,
z nichz alespon jedno je riizné od nuly, tak, ze

a1u1+---+anun=0,

rikame, ze vektory uy, ..., u, jsou linedrné zavislé.




Hodnost matice

Hodnost matice

Sloupce (Fadky) matice mGizeme chapat jako vektory a linearni nezavislost
radkd matice pak znamena linearni nezavislost vektorii. Pomoci tohoto pojmu
definujeme hodnost matice.

Hodnost matice A je Cislo, které je rovno maximalnimu poctu linearné nezavis-
lych radka. Oznacujeme ji h(A).

Je-li A Ctvercova matice typu n X n, jejiz hodnost je rovna n, nazyvame ji regu-
larni matici. Je-li h(A) < n, nazyva se takova matice singularni.




Hodnost matice

Jak uréime maximalni pocet linearné nezavislych radka matice?

Je zfejmé, Ze v nulové matici neexistuje zadny linearné nezavisly radek.
Hodnost nulové matice je tedy rovna nule. V dalsim proto uvazujme pouze
nenulové matice, tj. predpokladejme, ze je aspon jeden prvek této matice
nenulovy. U matice 2 x 2 snadno pozname, ze jsou jeji fadky linearné zavislé.
Nenulova matice A typu 2 X 2 ma hodnost jedna, pokud je druhy radek
nasobkem prvniho radku, tj. matice je tvaru

di1  di2 a1l a1z
A= = ,
az1 a2 kaix ka2

kde k je néjaké realné Cislo. V opaéném pripadé ma matice A hodnost dva.



Hodnost matice

Jak na vétsi matice?

Hodnost matice se nezméni, jestlize:
Q zaménime poradi radki,
Q vynasobime libovolny radek nenulovym cislem,

Q pricteme k danému radku (nebo odecteme od daného radku) libovolny
nasobek jiného radku.




Hodnost matice

Rekneme, ze A je matice ve schodovitém tvaru, jestlize v matici A kazdy nenu-
lovy radek zacina vétsim poctem nul nez predchozi radek.

Véta

KazZdou matici Ize konecnym poétem elementarnich radkovych dprav prevést
do schodovitého tvaru.

Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovych radkd.




Determinant matice

Determinant matice

Definice

Determinant |A| Etvercové matice A = (aj;) typu 1 x 1 je &islo
|A| = |a11| = ai11 .

Determinant |A| ¢tvercové matice A = (a;) typu n X n, n > 2 je &islo

n

Al = a11|Au1| — a12|Avz| + - - + (=1)"ara| Ara| = D (=1Y " ay|Ayl,

j=1

kde Ai; znadi matici, ktera vznikla z matice A odebranim prvniho fadku
a j-tého sloupce.




Determinant matice

Determinanty malych matic

Specialné pro determinant |A| ¢tvercové matice A = (aj;) typu 2 x 2 dostavame
tzv. krizové pravidlo:

aii a1z
azi az2

= a11d22 — d124821.

Al =

Pro determinant |A| ¢tvercové matice A = (aj;) typu 3 X 3 miizeme pouzit tzv.
Sarrusovo pravidlo:

411 412 a3
|[Al =1 a1 ax a3 | = a11a22a33 + a12323331 + a13a21a32 —
431 432 as3

—d31d224d13 — 4324823411 — 433421412.



Determinant matice

Laplacetiv rozvoj

Pro vypocet determinantl vyssich Fadi mizeme vyuzit i nasledujiciho vztahu:

n

Al = (1) au] Aul, leN, 1</<n,
k=1

ve kterém Ay je matice, kterd vznikne z matice A vypusténim /-tého radku

a k-tého sloupce. Tento vztah vlastné rika, ze matici je mozné tzv. rozvinout
podle libovolného radku. Vypocet determinantu matice radu n tak prevedeme
na vypocet n determinantd fadu n — 1. Podobné mazeme matici rozvinout i
podle libovolného sloupce. Pfi praktickém vypoctu volime k rozvoji fadek
(sloupec), ktery obsahuje co nejvice nul, jelikoz pak nemusime nékteré prislusné
mensi determinanty viibec pocitat. Prakticky vypocet determinantu matice si
ukazeme na nasledujicim prikladé.



Determinant matice

Pravidla pro pocitani s determinanty

Qo
Q
Q
o

Vynasobime-li libovolny fadek (sloupec) matice Cislem k, determinant vy-
sledné matice bude k-nasobkem determinantu matice ptivodni.

Zaménime-li poradi dvou fadkd (sloupcii) matice, determinant vysledné
matice bude mit opané znaménko nez determinant matice pavodni.
Prictenim k-nasobku libovolného fadku (sloupce) k jinému fadku (sloupci)
se determinant matice nezméni.

Determinant, ktery ma pod hlavni diagonalou samé nuly, je roven soucinu
prvki v této diagonale.

Necht A je ¢tvercovd matice fadu n. Hodnost matice h(A) = n pravé tehdy,
kdyz |A| # 0.




Determinant matice

Matice a vektory

Inverzni matice

Matice B je inverzni k A, jestlize plati AB = | = BA.

@ Pokud takova matice existuje, oznaCuje se A~ 1.

9 Z této definice plyne, Ze inverzni matice existuje pouze pro ¢tvercové ma-
tice.
@ Inverzni matice existuje pravé tehdy, kdyz
e h(A)=n
o detA£0
@ Plati:

(Afl)fl _ A, (Afl)T _ (AT)fl’ (AB)71 _ BflAfll




Vlastni cisla

Necht A je ctvercova matice, A je komplexni Cislo a x je nenulovy vektor, ktery
Jje reSenim rovnice

Ax = Ax. (1)
Pak se komplexni Cislo A\ nazyva vlastni ¢islo matice A a vektor x se nazyva

vlastni vektor matice A (pfislusny vlastnimu &islu \).

Vlastni vektor je takovy vektor, ktery se po vynasobeni matice pouze ,,natdhne”
nebo ,,zkrati", ale neméni sviij smér.



Vlastni cisla

Jak vlastni Cisla najit?

Z predchozi definice se da i snadno vyvodit, jak vlastni Cisla matice A nalézt.
Prepiseme-li rovnici (1), dostaneme

Ax—Ax =0 & (A=XE)x=0.
Mame tak vlastné homogenni systém linearnich rovnic, u kterého pozadujeme,
aby mél jiné nez trivialni feseni. To znamena, ze matice A — AE musi mit
hodnost mensi nez n. Jinymi slovy tato matice neni regularni a pro jeji

determinant musi platit
|A—XE|=0. 2

Rovnice (2) se nazyva charakteristicka rovnice matice A.



Vlastni cisla

Nékteré vlastnosti vlastnich ¢isel

Necht Aq,... A, jsou vlastni Cisla matice A, potom plati:
) det(A)= Ap - Ans

@ matice A~! ma vlastni &isla A—ll, . Ai
@ je-li A symetrickd matice, je jeji hodnost rovna poctu nenulovych vlastnich

Cisel,
o Y7 ai = A1+ -+ Ay =tr(A), kde tr(A) je takzvana stopa matice,

@ je-li matice A symetricka, pak viechna vlastni €isla jsou redlna a prislusné
vlastni vektory jsou kolmé.



Vlastni cisla

Urcete vlastni &isla matice:

2 -3 1 4 -1 0
(27) 1 -2 1 2 1 0

1 -3 2 =1 1 3




Definitnost matice

Definitnost matice

Negativné (semi)definitni matice
Matice M € RV*N se nazyva negativné semidefinitni, pokud

z'Mz<0 VzeR".

V takovém pfipadé piseme M < 0. Jestlize dokonce plati z" Mz < 0 pro
viechny vektory z € RV \ {0}, nazyva se matice M negativné definitni a za-
pisuje se jako M < 0.

Je-li matice M navic symetricka, nazyva se vyraz x ' Mx, kde
x = (xq,... ,xz)T, kvadratickd forma proménnych xi,..., x,.



Definitnost matice
Definitnost matice

Véta

Necht M € RN Potom plati

(i) M<0e M+MT <0

(ii) je-li matice M symetricka, pak M < 0 pravé tehdy, kdyz viechny jeji
vlastni hodnoty jsou zaporné.

(iii) M < 0 pravé tehdy, kdyz M~* < 0.

(iv) Je-li M < 0, pak pro kazdou diagonalni matici K € RM*N K > 0 (tj.
matice K ma kladné prvky na diagonale), je matice KM stabilni, tj. pro
viechny vlastni hodnoty matice KM plati () < 0).




Definitnost matice
Definitnost matice

Priklad




Definitnost matice

Definitnost a vlastni &isla

Definitnost symetrické matice

Je-li A symetrickd matice, jejiz vlastni €isla jsou A1, ..., \n, pak matice A je

a) positivné definitni < X\; >0 proi=1,2,...,n,
b) negativné definitni < X\; <0 proi=1,2,...,n,
c) positivné semidefinitni < X\; > 0 proi=1,2,...,n,
d) negativné semidefinitni < X\; <0 proi=1,2,...,n.

v

Priklad




Definitnost matice

Definitnost matice

(Vedouci) hlavni submatice a minory




Definitnost matice
Definitnost matice

Véta

Necht M € RVXN,

(i) Je-li matice M symetricka, pak M < 0 pravé tehdy, kdyz VHM stridaji
znaménko pocinaje zapornym.

(i) Je-li matice M symetricka, pak M < 0 pravé tehdy, kdyz HM lichych rad@
jsou nekladné a HM sudych radd jsou nezaporné.

(iii) Je-li M < 0 (a ne nutné symetricka), pak HM lichych fadid jsou zaporné
a HM sudych radi jsou kladné (jinymi slovy: stfidaji znaménko pocinaje
zapornym).

(iv) Je-li matice M symetricka, pak M > 0 pravé tehdy, kdyz VHM jsou
kladné.

(v) Je-li matice M symetricka, pak M > 0 pravé tehdy, kdyz HM jsou neza-
porné.




Definitnost matice
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