Pravdépodobnost

Nahodné veliciny a jejich Ciselné charakteristiky

Petr Liska

Masarykova univerzita

19.9.2014



Predstavme si, ze provadime pokus, jehoz vysledek dokazeme ohodnotit Cislem.
Pred provedenim pokusu jeho vysledek, a tedy ani sledovanou hodnotu,
nezname. Proménna, ktera pripisuje vysledku hodnotu ndhodného pokusu
sledovanou hodnotu, je proto oznacovana jako ndhodna velicina. Nahodnou
veli¢inu znaime X. Mnozina viech moznych hodnot ndhodné veliciny se
nazyva obor hodnot ndhodné velicina X a znaci se x. Poté, co je pokus
proveden, je namérena hodnota nidhodné veli¢iny zna¢ena malym pismenem,
napf. x = 21mm.

Co muze byt nahodnou velicinou?

Nahodnou veli¢inou rozumime zobrazeni X : Q — (—o0,0), pro které je
mnozina {w € Q : X(w) < x} nahodnym jevem pro kazdé x € (—o0, c0).
Obor hodnot znacime x. Realizaci nahodné veli€iny, tj. X(w), w € Q, znaéime
X.

Hod tfemi mincemi.




Nahodna velicina

Realna funkce

d(x) = P(X < x)

definovana na (—oo, 00) se nazyva distribu¢ni funkci ndhodné veliciny X.

Distribuéni funkce pro hod tfemi mincemi.

Poznamka

Neékteré vlastnosti distribu¢ni funkce ®(x):

@ je neklesajici

@ je zprava spojita

9 limy—— oo P(x) =0 a limyxooo P(x) =1

9 ma nejvyse spocetné mnoho bodi nespojitosti (ty jsou typu ,skok")
@ Pla<x<b)=d(b)—P(a)proa<hb
20<P(x)<1
9 P(x=a) = ®(a) — lim,_,,— ®(x)




Nahodna velicina

Nahodna velicina X se nazyva diskrétni (nebo ma diskrétni rozdéleni prav-
dépodobnosti), jestlize jeji obor hodnot je nejvyse spocetna mnozina x =
{x1,%2,...}, tj. nabyva nejvyse spocetné mnoho hodnot x1, x2, ... tak, ze

ZP(X:X;) =1.

Poznamka

Plati

O(x)= > pa, YxER

n: xp<x

Hod tremi kostkami.




Nahodna velicina

Pro diskrétni nahodnou veli¢inu definujeme pravdépodobnostni funkci

P(X = =, =12,
N(x) = {0( o m=
, X % X;.

Nékteré vlastnosti funkce IM:
9 M(x) >0, x € (—o0,00)
9 MN(x) <1, x € (—o0,0)
Q erx Nix)=1
@ (x) =32, MN(t)




Alternativni rozdéleni.

Binomické rozdéleni.

Hypergeometrické rozdéleni.




Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych velicin

Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veligin

Definice

Necht X je diskrétni nahodna velicina s pravdépodobnostni funkci IM(x) a obo-
rem hodnot . Potom Ccislo

EX = Zx - MN(x)

se nazyva stredni hodnotou (téz priimérnou hodnotou nebo matematickou na-
déji a v ekonomii také jako ocekavany vysledek) nahodné veliciny X.




Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych velicin

Necht pocet hodnot v x je koneény a X nabyva viech svych hodnot se stejnou
pravdépodobnosti.

Priklad (Ekonomie)

Uvazujme situaci se dvéma moznymi vysledky: aspéch prinese 400,- za akcii a
nedspéch pouze 200,- za akcii, pficemz pravdépodobnost Gspéchu je 1/4.

v

Priklad

Urceme stredni hodnotu pro

@ alternativni rozdélenti,

@ binomické rozdéleni.

A,




Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych velicin

Definice

Ocekavany uzitek funkce f nadhodnych vysledki je stfedni hodnota uzitku jed-
notlivych vysledkd vazenych jejich pravdépodobnosti. Ocekavany uzitek akce
X, kterda ma n dasledkd je dan jako

E[f] == Z f(xi)N(x:),

kde f : Q — R je uzitkova funkce.

Priklad (ekonomie)

Méme na vybér mezi jistou ¢astkou 200,- a riskantni alternativou ziskat bud
dalsi 200,-, tj. mit nakonec 400,-, nebo o 200,- prijit, tj. mit 0,-.




Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych velicin

Dalsi ,,aproximaci nadhodné veli¢iny X je to, jak moc jsou jeji hodnoty
rozptyleny okolo stfedni hodnoty. Proto si zavedeme novou nahodnou veli€inu

(Xi — EX)?,

tj. Ctverec vzdalenosti od stfedni hodnoty, a uréime jeji stfedni hodnotu.

Rozptyl (nebo variabilita) diskrétni nahodné veliciny X je dan jako

Var(X) = DX = E(X — EX)? = E(X?) — (EX)® =) _N(x)(x — EX)%.

Poznamka
Plati

Var(X) >0, Var(aX)=a’Var(X), Var(a)=0.




Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych velicin

Priklad (Ekonomie)

Jestlize x; jsou vynosy riiznych investic v portfoliu, jaky je vyznam rozptylu?

V rozptylu je odchyleni od stfedni hodnoty umocnéno na druhou, takze se
stejné vychyleni na rtizné strany vzajemné nepokrati. Toto byva nékdy
kompenzovano odmocnénim rozptylu a vypoctem tzv. smérodatné odchylky, tj.

ox 1=/ Var(X) = \/Z MN(xi)(xi — EX)2.

Urcéeme rozptyl pro
@ diskrétni nahodnou veli¢inu X, kterad nabyva hodnoty +c s pravdépodob-
nosti 1/2,

@ alternativni rozdélent,

@ diskrétni ndhodnou veli¢inu X = cislo, ktera padne na kostce.




Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych velicin

Priklad (Ekonomie)

Predpokladejme, Ze se rozhodujeme mezi dvéma zaméstnanimi, jez maji stejny
ocekavany prijem 15000,-. Prvni je zcela zalozen na provizi — vydélek zavisi na
tom, jak mnoho prodame. Druhé zaméstnani ma fixni plat. U prvniho zamést-
nani mtizeme dosahnout dvou stejné pravdépodobnych pfijmt — bud 20000,-,
kdyz se nam bude dafit, a nebo 10000,-, kdyz budeme malo Gspésni. Druhé za-
méstnani vynasi stabilné 15100,-, ale mohli bychom mit pouze 5100,-, jestlize
by spoleénost zkrachovala (coz ma 1% pravdépodobnost).




Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych velicin

Dalezitym pojmem pfi studiu finanénich modelil je kovariance (stfedni hodnota
soucinu odchylek obou nahodnych veli€in od jejich stfednich hodnot) dvou
nahodnych veli¢in, tj.
Cov(X,Y)=C(X,Y) :=E((X —EX)(Y —EY)) =
= E(XY) — (EX)(EY) =

— ZZ P(X =x,Y =y)(xi — EX)(yi — EY)

Poznamka

Plati
Cov(X,Y) eR, Cov(X,X)=DX.

Pokud X > EX a Y > EY, pak Cov(X, Y) > 0.
Jsou-li X, Y nezavislé, pak Cov(X,Y) =0.




Spojita nahodna velicina

Pojem nahodné veli¢iny miizeme rozsirit i na nespocetny zakladni prostor v
pfipadg, ze se jedna o né&jaky spojity interval v R, jehoz kazdy prvek miize byt
vysledkem pokusu, napft.

@ myslim si &islo v intervalu [0, 1],

@ prichod Godota béhem dne.

V takovém pripadé ma ovsem kazda jednotlivd hodnota pravdépodobnost rovnu
0. Proto uvazujme funkci f : R — R, s jejiz pomoci urcime hodnotu
pravdépodobnosti. Pravdépodobnost P(a < x < b), ze vysledek pokusu (tj.
hodnota x) bude Cislo mezi hodnotami a, b, je obsah plochy podgrafu funkce f
v mezich od x = aa x = b, tj.

b
P(a<x<b):= / f(x)dx.
Funkce f musi byt po Eastech spojita, nezaporna a normovana. Tato funkce se

nazyva hustotou pravdépodobnosti spojiti nahodné veli€iny.
Distribué¢ni funkce je potom dana jako

b(x) = 1 F(t)dt.



Spojita nahodna velicina

V tomto pripadé se stredni hodnota vypocte jako
EX = / x f(x)dx
a rozptyl
DX = / (X—EX)2 f(x)dx.

Je-li h: Q — R dalsi funkce definovana na Q, napf. funkce uzitku, pak
ocekavany uzitek funkce h je

E(h) = / 7 h(x) F(x) dx.

—o0



Spojita nahodna velicina

Rovnomérné spojité rozdéleni.

Normalni rozdéleni.

Priklad

Spravce pocitacové sité zjistuje zatizeni systému pomoci prikazu, ktery dava
dobu mezi zadanim prikazu a prihlasenim nového uzivatele do systému. Na-
hodna veli¢ina X udava délku takového intervalu v hodinach. Za urcitych pred-
pokladil je potom hustota nahodné veli¢iny X tvaru

—15x
F(x) = {15e , f)-ro x>0,
0, jinak.
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