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S využit́ım mateirál̊u od K̊are Bævre, Department of Economics, University of

Oslo

4 Solowův model a r̊ustová ekonometrie

Základńı literatura: Mankiw (1995), Mankiw, Romer and Weil (1992) (secti-
ons: I, II.A, III.A), Jones (2000), BSiM: 1.2.10-1.2.11, 10.1-10.2,10.5.

4.1 Predikce a výsledky Solowova modelu

4.1.1 Kvalitativńı predikce

• Mı́ra úspor a populačńı r̊ust:

– Ovlivńı r̊ust HDP na hlavu v krátkém nikoliv v dlouhém obdob́ı

– Ovlivńı steady statovou úroveň y∗.

• Podmı́něná konvergence

• Pouze r̊ust technologie ovlivńı r̊ust HDP na hlavu v dlouhém obdob́ı

• Hospodářská politika je neúčinná vzhledem k r̊ustu v dlouhém obdob́ı

4.1.2 Speciálńı př́ıpad: Cobb-Douglasova produkčńı funkce

• Když pracujeme s kvantitativńımi předpovědmi v Solowově modelu, je
velmi výhodné (a běžné) použ́ıvat speciálńı př́ıpad: Cobb-Douglasovu
produkčńı funkci.

• S CD produkčńı funkćı je snadné naj́ıt steady statovou hodnotu y∗

(y = Y/L) (Make sure you are able to do this)(
Y (t)

L(t)

)∗

= T (t)

(
s

n+ x+ δ

) α
1−α

(1)

nebo v logaritmech

ln(Y (t)/L(t))∗ = ln(T (0))+xt+
α

1− α
ln(s)− α

1− α
ln(n+x+ δ) (2)

• Tato rovnice je vhodná pro ekonometrické testováńı (Proč jsou některé
země chudé a jiné bohaté?)
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• Mimo steady state je model charakterizován jednou diferenčńı rovnićı
(7) z LN 2. S obecnou produkčńı funkćı se tato rovnice nedá explicitně
vyřešit. Pokud však pracujeme s CD produkčńı funkćı, je řešeńı po-
moćı transformace poměrně snadné. Po zpětné transformaci dostanme
explicitńı řešeńı pro vývoj k(t) a t́ım pádem y(t). (Detaily viz. Jones
(2000) a BSiM str. 44-45).

• Řešeńı nám poskytuje daľśı náhled na dynamiku modelu. Nav́ıc posky-
tuje kvantitativńı předpovědi při testováńı na datech.

• Řešeńı je

y(t) ≡ Y (t)/L(t) =

(
s

n+ x+ δ
(1− e−βt) +

(
Y (0)

L(0)A(0)

) 1−α
α

e−βt

) α
1−α

T (t)

(3)

• Kĺıčový parametr β ≡ (1−α)(n+x+ δ) určuje mı́ru, jakou ekonomika
konverguje k BGP (do steady statu).

4.1.3 Kvantitativńı predikce

Rozd́ıly v mı́̌re úspor a populačńım r̊ustu

Mějme dvě země A a B které jsou totožné kromě rozd́ıl̊u v mı́̌re úspor
sA a sB a populačńım r̊ustu nA a nB.

Použit́ım (1), můžeme nalézt predikovaný vztah mezi steady statovými
hodnotami HDP na hlavu, y∗A a y∗B

y∗A
y∗B

=

(
sA
sB

) α
1−α

·
(
nB + x+ δ

nA + x+ δ

) α
1−α

(4)

Tento vztah můžeme vidět i př́ımo z rovnice (4.3.2) po zderivováńı

dy∗/y∗ =
α

(1− α)
)[ds/s− d(n+ x+ δ)/(n+ x+ δ)]

Jednoprocentńı zvýšeńı mı́ry r̊ustu (sńıžeńı populačńıho r̊ustu), zvýš́ı
steady statovou úroveň d̊uchodu na hlavu o α/(1− α) procent.

Rychlost konvergence

Z rovnice (3) v́ıme, že parametr β = (1−α)(n+x+δ) určuje jak rychle
se y(t) přibližuje steady statové úrovni y∗.
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Parametr β se nazývá rychlost konvergence. (Podrobněji se j́ım budeme
zabývat později.)

Všimněte si, že mı́ra úspor neovlivňuje rychlost konvergence. Také
vid́ıme, že opět stejné parametry jsou podstatné pro toto kvantitativńı
měř́ıtko.

Rozd́ıly v mı́̌re návratnosti kapitálu

Mezńı produkt kapitálu
R = f ′(k)

nebo
R = αk−(1−α) = αy−

1−α
α

pro CD př́ıpad. Mějmě opět země A a B s HDP na hlavu yA a yB.
Model předpov́ıdá, že vztah pro mı́ry návratnosti kapitálu v těchto
dvou zemı́ch je

RB

RA

=

(
yA
yB

) 1−α
α

(5)

Parametr α je opět kĺıčový.

S obecnou produkčńı funkćı muśıme tento výraz nahradit

dR

R
= −1− α

ασ

dy

y

kde σ je elasticita substituce mezi kapitálem a praćı. V CD př́ıpadě
je tato elasticita konstantńı a rovna 1. Vyšš́ı elasticita substituce tak
bude predikovat nižš́ı rozd́ıly v návratnosti pro dané rozd́ıly v HDP na
hlavu.

4.2 Základńı model a stylizovaná fakta

• Pod́ıváme se, jak základńı Solowův model vysvětluje hlavńı empirická
fakta: jak se lǐśı d̊uchod a ekonomický r̊ust mezi zeměmi. Předpokládáme
stejnou produkčńı funkci pro všechny země.

• Parametr α hraje hlavńı roli v rovnićıch, které jsme odvodili výše.
Připomeňme, že

α =
f ′(k)k

y
=

FKK

Y
=

RK

Y
= Capital’s share of income
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• Je empirický fakt, že kapitálový pod́ıl (capital’s share of income) je
přibližně 1/3. Použijeme odhad α = 1/3 ke kalibraci rovnic a dostaneme
kvantitativńı měř́ıtko velikosti vliv̊u.

• Většinu rovnic jsme odvodili pro speciálńı př́ıpad C-D produkčńı funkci.
Ty plat́ı (aspoň jako aproximace) i pro obecnou produkčńı funkci.
Vyj́ımkou je vztah mezi y a R, kde se objevuje elasticita substituce
mezi kapitálem a praćı.

4.2.1 Velikost rozd́ıl̊u v d̊uchodech

• α = 1/3 znamená, že čtyřikrát větš́ı úspory implikuj́ı pouze dvakrát
větš́ı úroveň d̊uchodu na hlavu. My bychom ale potřebovali model,
který je schopen vysvětlit rozd́ıly v d̊uchodech (alespoň) desetinásobné.
Takové hodnoty s a n potřebené k vysvětleńı těchto rozd́ıl̊u v datech
nenajdeme.

• α/(1− α) muśı být vyšš́ı ⇒ potřebujeme vyšš́ı α!

• Alternativně: Výsledky v Mankiw, Romer and Weil (1992), section I,
ukazuj́ı, že odhadnuté koeficienty u úspor a populačńıho r̊ustu jsou
př́ılǐs velké a nekoresponduj́ı s modelem. Kromě toho ekonometrický
model moc nevysvětluje data (malé R2).

4.2.2 Mı́ra konvergence

• S α = 1/3, a hodnotami n je 1 procento, x 2 procenta a δ 3 procenta
(ročně), dostaneme tempo konvergence β = 4 procent.

• Pozorované tempo konvergence je přibližně 2 procenta ⇒ potřebujeme
vyšš́ı α!

4.2.3 Mı́ra návratnosti (rate of return)

• S α = 1/3, chudá země, kde je d̊uchod 1/10 bohaté země by měla být
mı́ra návratnosti 100 krát vyšš́ı než v bohaté zemi.

• Tento výsledek se může lǐsit, pokud σ > 1, což je celkem přijatelný
předpoklad. Viz Mankiw (1995) page 287–288.

• I tak ale nepozorujem v datech nic takového a toky kapitálu z bohatých
zemı́ do chudých jsou malé

• 1−α
ασ

je př́ılǐs velký ⇒ potřebujeme vyšš́ı α!
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4.3 Rozš́ı̌rený Solowův model (s lidským kapitálem)

4.3.1 Přehodnoceńı kapitálu

• Neexistuje pouze fyzický kapitál.

• Úroveň lidského kapitálu podstatně vzrostla.

• Pokud přeformulujeme Solowův model, kdeK bude š́ı̌reji pojatý kaptiál,
dostaneme vyšš́ı α.

• Pokud zahrneme lidský kapitál do K muśıme vźıt v úvahu, že pod-
statný pod́ıl mezd je vlastně odměna lidskému kapitálu pracovńık̊u a
t́ım pádem muśı být zahrnuta v d̊uchodech jdoućıch pro K.

• Zvýšeńı α je řešeńı všech tř́ı problémů, kterými se zabývá Mankiw
(1995).

• Formálně: Změńıme produkčńı funnkci, aby zahrnovala lidský kapitál

Y = KαHη (TL)(1−α−η) ⇒ ŷ = k̂αĥη (6)

• Předpoklad konstantńıch výnos̊u z rozsahu (CRS) zachováme (součet
exponent̊u je roven 1).

• Předpokládáme α+η < 1, takže máme (stále) klesaj́ıćı výnosy z akmu-
lovaných výrobńıch faktor̊u.

• Spotřebńı statky, fyzický kapitál a lidský kapitál jsou vyráběny stejnou
produkčńı funkćı, tj. vyráb́ıme znalosti (dovednosti) stejně jako auta
nebo poč́ıtače (později se k relevantnosti předpokladu jednosektorové
produkčńı funkce vrát́ıme).

• Úspory můžeme použ́ıt k investićım do fyzického (K) i lidského kapitálu
(H).

• Pro jednoduchost předpokládáme, že oba typy kapitálu deprecuuj́ı stej-
nou mı́rou δ. Základńı rovnice Solowova modelu pak bude

˙̂
k +

˙̂
h = sk̂αĥη − (n+ x+ δ) · (k̂ + ĥ)

• Rovnost mı́ry návratnosti fyzického i lidského kapitálu požaduje, aby

α
ŷ

k̂
− δ = η

ŷ

ĥ
− δ ⇒ ĥ =

η

α
k̂ (7)

což implikuje, že existuje fixńı vztah mezi k̂ a ĥ.
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• Všimněte si, že t́ımto předpokladem dostaneme, že K a H se okamžitě
přizp̊usob́ı požadovanému poměru. (Přeměńıme K do H a naopak). Je
to přijatelné?

• Pomoćı (7), můžeme přepsat základńı rovnici na

˙̂
k = sAk̂α+η − (n+ x+ δ)k̂

kde A = ηηα1−η

α+η
je konstanta.

• Takže máme tu opět jednoduchou rovnici pro k̂ podobně, jak jsme měli
v modelu pouze s fyzickým kapitálem. Jediný, ale podstatný rozd́ıl je,
že α is nahrazena α + η. tj. jako bychom měli větš́ı α v základńım
(učebnicovém) modelu.

• Všimněte si, že můžeme celý systém charakterizovat jedinou rovnićı pro
k̂, protože změny v ĥ se vždy přizp̊usob́ı změnám v k̂ podle (7).

• Proč zahrnut́ı lidského kapitálu zlepš́ı predikce modelu?

1. Rozd́ıly v mı́̌re úspor ovlivńı, jak moc máme akumulovaného vstupu.
Role akumulovaného vstupu je nyńı větš́ı (máme jak fyzický ka-
pitál (elasticita α), tak i lidský kapitál (elasticita η)), a t́ım pádem
dostaneme větš́ı rozd́ıly v y.

2. Konvergence je pomaleǰśı. Intuitivně: existuje větš́ı setrvačnost,
protože máme širš́ı základ pro kapitál. Formálně: klesaj́ıćı výnosy
se dostavuj́ı pomaleji; produkčńı funkce je méně konkávńı v aku-
mulovaných vstupech (α+ η > α), takže se dostáváme do steady-
statu pomaleji.

3. Pro dané rozd́ıly v y dostaneme menš́ı rozd́ıly v mı́̌re návratnosti,
protože mezńı produkt akumulovaného výrobńıho faktoru klesá
pomaleji.

4.3.2 Alternativńı formulace, Mankiw-Romer-Weil

• Ve výše uvedené formulaci jsme předpokládali, že produkce se rozdělovala
prostřednictv́ım investic mezi dva typy kapitálu tak, že jejich mı́ry
návratnosti se rovnaly.

• V dlouhém obdob́ı je rovnost mı́ry návratnosti opodstatněná. Ale možnost
substituovat obě formy kapitálu H a K neńı vždy přijatelná.
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• Z tohoto d̊uvodu se pod́ıváme na alternativńı formulaci. Ta je d̊uležitá
také proto, že je použita ve významném článku Mankiw, Romer a Weil
(1992), dále označováno MRW.

• Nyńı předpokládáme, že je exogenńı a fixńı část d̊uchodu sk investována
do fyzického kapitálu a pod́ıl sh je investován do lidského kapitálu.

Tedy:

˙̂
k = skk̂

αĥη − (n+ x+ δ)k̂ (8)
˙̂
h = shk̂

αĥη − (n+ x+ δ)ĥ (9)

• Tento systém je v zásadě stejný jako předt́ım, akorát nyńı máme dvě
dynamické rovnice a řešeńı je poněkud komplikovaněǰśı. Problémem je,
zda existuje steady state a zda k němu systém konverguje.

• Uvažujme diagram v (k̂, ĥ) prostoru. Nakreslete křivky charakterizuj́ıćı

hodnoty k̂ a ĥ pro které
˙̂
k = 0, a podobně pro př́ıpad, kdy

˙̂
h = 0.

Ukažte, že skonč́ıte v (jediném) bodě, kde se tyto dvě křivky protnou,
tj. v steady statu.

• Steady state (
˙̂
k =

˙̂
h = 0) je dán:

k̂∗ =

(
s1−η
k sηh

n+ x+ δ

)1/(1−α−η)

(10)
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ĥ∗ =

(
sαks

1−α
h

n+ x+ δ

)1/(1−α−η)

(11)

• Dosazeńım zpět do produkčńı funkce dostaneme rovnici pro d̊uchod na
hlavu ve steady statu jako:

ln((Y (t)/L(t))∗) = ln(T (t))+
α

1− α− η
ln(sk)+

η

1− α− η
ln(sh)−

α + η

1− α− η
ln(n+x+δ)

(12)

což je obdoba rovnice pro model bez lidského kapitálu

• Tato log-lineárńı formulace je velmi výhodná pro empirickou práce,
protože může být použita pro ekonometrický odhad (lineráńı regresńı
model).
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