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S vyuzitim mateiralu od Kare Baevre, Department of Economics, University of
Oslo

4 Solowuv model a rustova ekonometrie

Zakladnf literatura: Mankiw (1995), Mankiw, Romer and Weil (1992) (secti-
ons: I, IILA, IIT.A), Jones (2000), BSiM: 1.2.10-1.2.11, 10.1-10.2,10.5.

4.1 Predikce a vysledky Solowova modelu
4.1.1 Kvalitativni predikce
e Mira uspor a populacni rust:

— Ovlivni rust HDP na hlavu v kratkém nikoliv v dlouhém obdobi

— Ovlivni steady statovou uroven y*.
e Podminéna konvergence
e Pouze rust technologie ovlivni rust HDP na hlavu v dlouhém obdobi

e Hospodarska politika je neuc¢inna vzhledem k rustu v dlouhém obdobi

4.1.2 Specialni piipad: Cobb-Douglasova produkéni funkce

e Kdyz pracujeme s kvantitativnimi predpovédmi v Solowové modelu, je
velmi vyhodné (a bézné) pouzivat specialni pripad: Cobb-Douglasovu
produkéni funkei.

e S CD produkéni funkei je snadné najit steady statovou hodnotu y*
(y =Y/L) (Make sure you are able to do this)

() =70 (e5s) L

nebo v logaritmech

«

In(Y (£)/L(H))" = In(7(0)) +at + ——In(s) - -

. _aln(n+:£+5) (2)

e Tato rovnice je vhodnd pro ekonometrické testovani (Pro¢ jsou nékteré
zemé chudé a jiné bohaté?)



e Mimo steady state je model charakterizovan jednou diferencni rovnici
(7) z LN 2. S obecnou produkéni funkef se tato rovnice nedd explicitné
vytesit. Pokud vsak pracujeme s CD produkéni funkei, je feseni po-
moci transformace pomérné snadné. Po zpétné transformaci dostanme
explicitni feseni pro vyvoj k(t) a tim padem y(¢). (Detaily viz. Jones
(2000) a BSiM str. 44-45).

e Reseni ndm poskytuje dalsf ndhled na dynamiku modelu. Navic posky-
tuje kvantitativni predpovédi pii testovani na datech.

e Reseni je

y(t) =Y ()/L(t) = (ﬁu —e )+ (%) N e‘ﬁt> 7 T(t)
(3)

e Klicovy parametr 5 = (1 —a)(n+x +0) urcuje miru, jakou ekonomika
konverguje k BGP (do steady statu).

4.1.3 Kvantitativni predikce
Rozdily v miie dspor a populac¢nim ruistu

Méjme dvé zemé A a B které jsou totozné kromé rozdilu v mite tdspor
Sa a sp a populaénim rustu ny a ng.

Pouzitim (1), muzeme nalézt predikovany vztah mezi steady statovymi
hodnotami HDP na hlavu, v} a y3

yZ_(sA)laa (nB+x+5>1aw n
y*B_ Sp na+x+90

Tento vztah muzeme vidét i piimo z rovnice (4.3.2) po zderivovéni

1-a

dy* Jy* = )ds/s —d(n+x+0)/(n+z+0)]

Jednoprocentni zvyseni miry rustu (snizeni popula¢niho rustu), zvysi
steady statovou troven duchodu na hlavu o /(1 — «) procent.
Rychlost konvergence

Z rovnice (3) vime, ze parametr § = (1—a)(n+x+9) urcuje jak rychle
se y(t) priblizuje steady statové trovni y*.



Parametr 3 se nazyva rychlost konvergence. (Podrobnéji se jim budeme
zabyvat pozdéji.)

Vsimnéte si, ze mira tuspor neovliviiuje rychlost konvergence. Také
vidime, Ze opét stejné parametry jsou podstatné pro toto kvantitativni
meéritko.

Rozdily v mire navratnosti kapitalu

4.2

Mezni produkt kapitalu
R = f'(k)

nebo
11—«

R=ak ™0 =qy =

pro CD ptipad. Méjmé opét zemé A a B s HDP na hlavu y4 a yg.
Model predpovidd, ze vztah pro miry navratnosti kapitdlu v téchto
dvou zemich je

1—a
B _ (y_A) ’ (5)
Ry (7
Parametr « je opét klicovy.

S obecnou produkéni funkei musime tento vyraz nahradit

ar_ 1-ady
R ac y

kde o je elasticita substituce mezi kapitalem a praci. V CD pripadé
je tato elasticita konstantni a rovna 1. Vyssi elasticita substituce tak
bude predikovat nizsi rozdily v navratnosti pro dané rozdily v HDP na
hlavu.

Zakladni model a stylizovana fakta

Podivame se, jak zakladni Solowuv model vysvétluje hlavni empiricka
fakta: jak se lisi diichod a ekonomicky rust mezi zemémi. Predpokladdme
stejnou produkéni funkei pro vSechny zemé.

Parametr o hraje hlavni roli v rovnicich, které jsme odvodili vyse.

Pripomenme, ze

f'(k)k  FxkK RK
y Y Y

o= = Capital’s share of income



e Je empiricky fakt, ze kapitdlovy podil (capital’s share of income) je
priblizné 1/3. Pouzijeme odhad oo = 1/3 ke kalibraci rovnic a dostaneme
kvantitativni méritko velikosti vlivu.

e Vétsinu rovnic jsme odvodili pro specidlni pripad C-D produkéni funkei.
Ty plati (aspon jako aproximace) i pro obecnou produkéni funkei.
Vyjimkou je vztah mezi y a R, kde se objevuje elasticita substituce
mezi kapitalem a praci.

4.2.1 Velikost rozdilu v diuchodech

e o = 1/3 znamend, ze ¢tytikrat vétsi uspory implikuji pouze dvakrét
vétsi droven duchodu na hlavu. My bychom ale potfebovali model,
ktery je schopen vysvétlit rozdily v dichodech (alespori) desetindsobné.
Takové hodnoty s a n potiebené k vysvétleni téchto rozdili v datech
nenajdeme.

e a/(1 — a) musi byt vyssi = potiebujeme vyssi !

e Alternativné: Vysledky v Mankiw, Romer and Weil (1992), section I,
ukazuji, ze odhadnuté koeficienty u uspor a popula¢niho rustu jsou
prilis velké a nekoresponduji s modelem. Kromé toho ekonometricky
model moc nevysvétluje data (malé R?).

4.2.2 Mira konvergence

e S a=1/3, a hodnotami n je 1 procento, x 2 procenta a 3 procenta
(rocné), dostaneme tempo konvergence § = 4 procent.

e Pozorované tempo konvergence je priblizné 2 procenta = potiebujeme

vyssi al

4.2.3 Mira navratnosti (rate of return)

e S a=1/3, chudd zemé, kde je dichod 1/10 bohaté zemé by méla byt
mira navratnosti 100 krat vyssi nez v bohaté zemi.

e Tento vysledek se muze lisit, pokud o > 1, coz je celkem piijatelny
predpoklad. Viz Mankiw (1995) page 287-288.

e [ tak ale nepozorujem v datech nic takového a toky kapitdlu z bohatych
zemi do chudych jsou malé

° 1;—00‘ je prilis velky = pottebujeme vyssi a!



4.3

Rozsiteny Solowtv model (s lidskym kapitalem)

4.3.1 Piehodnoceni kapitalu

Neexistuje pouze fyzicky kapitdl.
Urove lidského kapitalu podstatné vzrostla.

Pokud pteformulujeme Solowuv model, kde K bude siteji pojaty kaptial,
dostaneme vyssi a.

Pokud zahrneme lidsky kapitdl do K musime vzit v uvahu, ze pod-
statny podil mezd je vlastné odména lidskému kapitdlu pracovniku a
tim padem musi byt zahrnuta v duchodech jdoucich pro K.

Zvyseni « je teSeni vSech tii problému, kterymi se zabyva Mankiw
(1995).

Formalné: Zménime produkéni funnkei, aby zahrnovala lidsky kapital
Y = KH"(TL)" ™" = g = k*h" (6)

Ptredpoklad konstantnich vynosu z rozsahu (CRS) zachovame (soucet
exponentu je roven 1).

Predpokladdme a+n < 1, takze mame (stéle) klesajici vynosy z akmu-
lovanych vyrobnich faktoru.

Spottebni statky, fyzicky kapital a lidsky kapitdl jsou vyrabény stejnou
produkéni funkei, tj. vyrdbime znalosti (dovednosti) stejné jako auta
nebo pocitace (pozdéji se k relevantnosti predpokladu jednosektorové
produkéni funkce vratime).

Uspory miizeme pouzit k investicim do fyzického (K) ilidského kapitalu
(H).

Pro jednoduchost predpokladame, ze oba typy kapitalu deprecuuji stej-
nou mirou ¢. Zakladni rovnice Solowova modelu pak bude

k+h=sk®h" — (n+xz+0)-(k+h)
Rovnost miry navratnosti fyzického i lidského kapitdlu pozaduje, aby

~ ~

Y Y 2 Ul
arz—0=n=—90 = h=—k 7
B ns o (7)

coz implikuje, ze existuje fixni vztah mezi kah.



e Vsimnéte si, ze timto predpokladem dostaneme, ze K a H se okamzité
prizpusobi pozadovanému pomeéru. (Pfeménime K do H a naopak). Je
to prijatelné?

e Pomoci (7), muzeme piepsat zdkladni rovnici na

~

k= sART — (n 4 x + 0)k

kde A = ’7%‘ " je konstanta.

e Takze mame tu opét jednoduchou rovnici pro k podobné, jak jsme méli
v modelu pouze s fyzickym kapitdlem. Jediny, ale podstatny rozdil je,
ze « is nahrazena o + 7. tj. jako bychom meéli vétsi o v zakladnim
(u¢ebnicovém) modelu.

e Vsimnéte si, Ze muzeme cely systém charakterizovat jedinou rovnici pro
k protoze zmény v h se vzdy pfizpusobi zméndm v k podle (7).

e Proc zahrnuti lidského kapitalu zlepsi predikce modelu?

1. Rozdily v mite tispor ovlivni, jak moc mame akumulovaného vstupu.
Role akumulovaného vstupu je nyni vétsi (mdame jak fyzicky ka-
pitél (elasticita «), tak i lidsky kapital (elasticita 7)), a tim padem
dostaneme vétsi rozdily v y.

2. Konvergence je pomalejsi. Intuitivné: existuje vétsi setrvacnost,
protoze mame Sirsi zaklad pro kapital. Formalné: klesajici vynosy
se dostavuji pomaleji; produkéni funkce je méné konkavni v aku-
mulovanych vstupech (a+n > «), takze se dostdvame do steady-
statu pomaleji.

3. Pro dané rozdily v y dostaneme mensi rozdily v mife navratnosti,
protoze mezni produkt akumulovaného vyrobniho faktoru klesa
pomaleji.

4.3.2 Alternativni formulace, Mankiw-Romer-Weil

e Ve vyse uvedené formulaci jsme predpokladali, ze produkce se rozdélovala
prostfednictvim investic mezi dva typy kapitalu tak, ze jejich miry
navratnosti se rovnaly.

e V dlouhém obdobi je rovnost miry navratnosti opodstatnéna. Ale moznost
substituovat obé formy kapitalu H a K neni vzdy ptijatelna.



e 7 tohoto duvodu se podivame na alternativni formulaci. Ta je dulezita
také proto, ze je pouzita ve vyznamném ¢lanku Mankiw, Romer a Weil
(1992), déle oznacovano MRW.

e Nyni predpokladame, Ze je exogenni a fixni ¢ast duchodu sy investovana
do fyzického kapitalu a podil s, je investovan do lidského kapitélu.

Tedy:

ENEe
I

spk®h" — (n +x + 0)k (8)
spk®h" — (n+ 2 + 6)h (9)

>
[

e Tento systém je v zasadé stejny jako predtim, akorat nyni mame dvé
dynamické rovnice a feseni je ponékud komplikovanéjsi. Problémem je,
zda existuje steady state a zda k nému systém konverguje.

e Uvazujme diagram v (lg;, iAz) prostoru. Nakreslete kiivky charakterizujici

hodnoty kah pro které ko= 0, a podobné pro piipad, kdy h = 0.
Ukazte, ze skoncite v (jediném) bodé, kde se tyto dvé kiivky protnou,
tj. v steady statu.

A~

e Steady state (k = h = 0) je dén:

R 1-n_n 1/(1—a—n)
o= (—S’f o ) (10)



o 1a N V-an)
= (—S’“Sh ) (11)

n+x+9

e Dosazenim zpét do produkéni funkce dostaneme rovnici pro duchod na
hlavu ve steady statu jako:

Ui

" _atn
l—a—n

l—a—n
(12)

In((Y(t)/L(t))") = In(T'(¢))+ In(sg)+ In(sp)— In(n+z+9)

l—a—n

coz je obdoba rovnice pro model bez lidského kapitalu

e Tato log-linedrni formulace je velmi vyhodna pro empirickou préce,
protoze muze byt pouzita pro ekonometricky odhad (linerdni regresni
model).
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