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7.1 Proč chceme endogenńı úspory?

• Než začneme řešit, jak mı́t v Solowově modelu endogenńı úspory, je
dobré shrnout d̊uvody, proč to děláme.

– Přirozené zobecněńı

– Dostaneme bohatš́ı komparativńı statiku tj. můžeme se pod́ıvat,
jak ekonomika reaguje na změny např. úrokové mı́ry, dańı atd.

– Dostaneme bohatš́ı popis přechodné dynamiky

– Můžeme provést normativńı soudy ohledně hospodářské politiky.

• Určitě si vzpomenete, že Solowův model nám dokáže ř́ıci něco zaj́ımavého
o krátkém obdob́ı (tj. fáze přechodné dynamiky). Nav́ıc, oživeńı zájmu
o neoklasické modely (neo-classical revival) naznačuje, že krátké ob-
dob́ı je poměrně ’dlouhé’. To znamená, že než se ekonomika dostane do
steady state, zabere to hodně času.

• Všechny tyto argumenty naznačuj́ı d̊uležitost modelováńı této dyna-
miky.

7.2 Firmy maximalizuj́ıćı zisk a domácnosti maximali-
zuj́ıćı užitek

7.2.1 Domácnosti

• Máme H identických domácnost́ı. Tj. každá domácnost má velikost
L(t)/H.

• Každá domácnost roste exogenńı tempem n (které je identické r̊ustu
populace).
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• Domácnosti se rozmnožuj́ı přes generace (dynastie).

• Jelikož jsou domácnosti identické, můžeme jejich počet normalizovat
H = 1, tj. budeme uvažovat representativńı domácnost. Pro jednodu-
chost předpokládáme L(0) = 1, takže

L(t) = ent

Preference domácnost́ı

• Současný člen domácnosti se snaž́ı maximalizovat:

U =

∫ ∞
t=0

u(c(t))ente−ρtdt (1)

kde c(t) je úroveň spotřeby každého člena domácnosti (předpokládáme
identické členy v domácnosti).

• Takzvaná funkce okamžitého užitku (felicity function) u(c) udává užitek
daného člena domácnosti ze spotřeby c v daném čase.

• Protože L(t) je počet člen̊u domácnosti a c(t) je spotřeba každého člena
domácnosti, užitková funkce je aditivńı v užitku člen̊u (jak současných,
tak budoućıch). Dále je aditivně separabilńı v čase pro každého jednot-
livce.

• Parametr ρ je konstantńı (subjektivńı) diskontńı mı́ra, tj. vyjadřuje ne-
trpělivost člen̊u domácnosti. Je také identický s diskontńı mı́rou přes
všechny generace, tj. současńı členové domácnosti diskontuj́ı užitek bu-
doućıch generaćı.

• Všimněte si, že tato formulace předpokládá silnou formu altruismu v
rámci rodinné dynastie a také určitou mı́ru kardinalismu.

• Domácnosti maj́ı dokonalé informace. Tj. věd́ı, jak vypadá budoucnost,
neexistuje žádná nejistota.

• Předpokládáme ρ > n, takže U je dobře definovaná (konečná, když c
je konstantńı v čase).

• Užitková funkce u(c) splňuje u′(c) > 0 a u′′(c) < 0. Konkavita vyjadřuje
touhu vyhlazovat spotřebu v čase.
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Rozpočtové omezeńı

• Domácnosti maj́ı aktiva ve formě kapitálu nebo p̊ujček. Každý člen
domácnosti dodává neelasticky jednu jednotku práce.

• Domácnosti jsou př́ıjemci cen, tj. berou trajektorie cen {r(t), w(t)} jako
dané.

• V rovnováze se všechny trhy čist́ı, neexistuje žádný nevyužitý kapitál
nebo práce.

• Takže máme
d(Assets)

dt
= r · (Assets) + wL− cL

nebo s a = Assets/L (aktiva na člena domácnosti)

ȧ(t) = w(t) + r(t)a(t)− c(t)− na(t) = w(t)− c(t) + a(t)(r(t)− n) (2)

• Všimněte si, že toto je dynamické rozpočtové omezeńı, tj. plat́ı vždy
pro všechna t.

• Muśıme také vyloučit možnost, že domácnost se zadluž́ı navždy. Pokud
bychom to neudělali, bylo by pro domácnost optimálńı platit spotřebu
a splátku úrok̊u daľśım p̊ujčováńım. Požadujeme tedy

lim
t→∞

a(t)e−
∫ t
0 [r(v)−n]dv ≥ 0 (3)

tedy čistá současná hodnota aktiv je asymptoticky nezáporná. Této
podmı́nce se často ř́ıká no-Ponzi game condition (letadlové hry).

Maximalizace užitku

• Domácnost řeš́ı optimalizačńı problém: maximalizace užitku (1) vzhle-
dem k dynamickému rozpočtovému omezeńı (2) a podmı́nce (3) (Non-
Ponzi game condition). (Formálně také vzhledem k podmı́nkám c(t) ≥
0 a a(0) = a0).

• Tento problém se řeš́ı v rámci teorie optimálńıho ř́ızeńı.

• Poznámka: Této metodě nemuśıte rozumět úplně. Pro nás bude do-
statečné použ́ıvat základńı postup a naučit se ho modifikovat při změně
problémů.
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• Detailněǰśı popis metody optimálńıho ř́ızeńı najdete v Obstfeld (1992)
př́ıpadně BSiM A.3.

• Začneme sestaveńım (present value) Hamiltoniánu pro tento problém:

Hpv = u(c(t))e−(ρ−n)t + ν(t)[w(t) + (r(t)− n)a(t)− c(t)] (4)

Je to něco jako lagrangián ve statické optimalizaci, kde ν(t) hraje roli
multiplikátoru. Všimněte si, že prvńı část výrazu je funkce okamžitého
užitku (v čase t) a druhá část je ’multiplikátor’ krát dynamické omezeńı
(pravá část). Změny v užitkové funkci nebo rozpočtovém omezeńı je pak
jednoduché zahrnout modifikaćı Hamiltoniánu.

• Řešeńı problému je pak charakterizováno třemi podmı́nkami:

∂Hpv

∂c(t)
= 0 (5)

ν̇(t) = −∂H
pv

∂a(t)
(6)

lim
t⇒∞

[ν(t) · a(t)] = 0 (7)

Prvńı je poměrně známá a v zásadě stejná jako v př́ıpadě Lagrangiánu
(princip maxima – Maximum principle).

Druhá je tzv. kostavová rovnice, protože je vztažena ke stavové proměnné
(derivace Hamiltoniánu podle stavové proměnné). Kostavová proměnná
ν (multiplikátor) může být interpretována jako st́ınová cena (při změně
rozpočtu).

Třet́ı podmı́nka je podmı́nka transversality (transversality condition).
V zásadě ř́ıká, že neńı optimálńı skončit (’v nekonečnu’) s nějakým
hodnotným aktivem. Podmı́nka transevrsality je formálně d̊uležitá, ale
nebudeme se j́ı př́ılǐs zabývat v našich aplikaćıch.

• Prvńı dvě podmı́nky budou pro řešeńı nejd̊uležitěǰśı.

• Konkrétně dostaneme

∂Hpv

∂c(t)
= 0⇒ ν = u′(c)e−(ρ−n)t (8)

ν̇(t) = −∂H
pv

∂a(t)
⇒ ν̇ = −(r − n)ν (9)

(10)
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derivaćı prvńı podmı́nky a dosazeńım za ν dostaneme Eulerovu rovnici

r = ρ+

[
−u

′′(c) · c
u′(c)

]
· ċ
c

kde výraz v závorkách je koeficient relativńı averze v̊uči riziku (inverze
koeficientu mezičasové elasticity substituce).

• Běžnou prax́ı je pracovat se speciálńı formou užitkové funkce

u(c) =
c1−θ

1− θ
, θ > 0 (11)

Pro tuto užitkovou funkce je mezičasová elasticita substituce 1/θ, proto
BSiM ji označuj́ı jako funkci s konstantńı mezičasovou elasticitou sub-
stituce constant intertemporal elasticity of substitution (CIES). Mno-
hem častěji se však označuje jako CRRA (Constant Relative Risk Aver-
sion) funkce, protože má konstatńı relativńıa averzi v̊uči riziku (con-
stant relative risk aversion) rovnou θ.

• V tomto př́ıpadě Eulerova rovnice vypadá následovně

ċ(t)

c(t)
=
r(t)− ρ

θ
(12)

• Nyńı je interpretace názorněǰśı: spotřeba (na hlavu L) roste, když je
reálná mı́ra návratnosti vyšš́ı než mı́ra s jakou domácnosti diskontuj́ı
budoućı spotřebu (v této situaci jednotlivec spoř́ı a spotřeba roste).
Dále, č́ım menš́ı je θ t́ım v́ıce jsou jednotlivci ochotni substituovat
spotřebu v čase, aby využili rozd́ılu mezi r(t) a ρ.

7.2.2 Firmy

• V modelu je mnoho identických firem, které vyráběj́ı produkt pomoćı
neoklasické produkčńı funkce Y = F (K,TL).

• Opět se budeme zabývat jednou reprezentativńı firmou.

• Parametr vyjadřuj́ıćı technologii T je dán exogenně a roste tempem x.
Počátečńı úroveň můžeme normalizovat T (0) = 1.

• Firmy naj́ımaj́ı kapitál a práci od domácnost́ı.

• Firm jsou cenovými př́ıjemci na trźıch s výrobńımi faktory, tj. přizp̊usob́ı
se daným cenám {r(t), w(t)}.
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• Firmy maj́ı dokonalé informace. Maximalizuj́ı zisk.

• Jelikož jsou kapitál a aktiva (p̊ujčky) dokonalými substituty jako ucho-
vatelé hodnoty, muśı platit podmı́nka r = R− δ nebo R = r + δ.

• Zisk reprezentativńı firmy v daném čase je

Π = F (K,TL)− (r + δ)K − wL

nebo po převedeńı na efektivńı pracovńıky

Π

TL
= π̂ = [f(k̂)− (r + δ)k̂ − we−xt]

• Protože zde nemáme žádné náklady přizp̊usobeńı (tj. to, co firma udělá
dnes neovlivńı jej́ı aktivitu (náklady) v budoucnu) maximalizuje firma
ziskovou funkci v každém časovém obdob́ı.

• Dostáváme obvyklé podmı́nky prvńıho řádu

f ′(k̂) = r + δ (13)

w = [f(k̂)− k̂f ′(k̂)]ext (14)

a v rovnováze neexistuje zisk (pro všechny hodnoty TL).

7.3 Rovnováha

• V rovnováze muśı být všechny dluhy vyrovnány, takže a = k.

• Dosazeńım a = k a cen výrobńıch faktor̊u do rozpočtového omezeńı
domácnost́ı dostaneme (po převedeńı na efektivnostńı jednotky)

˙̂
k = f(k̂)− ĉ− (x+ n+ δ)k̂ (15)

• To je v podstatě stejná základńı rovnice pro vývoj kapitálu jako v
Solowově modelu

• Rozd́ılem je, že člen pro hrubé úspory je nyńı f(k̂) − ĉ mı́sto sf(k̂)
(všimněte si, že f(k̂) − ĉ implikuje s(k̂)f(k̂), tj. mı́ra úspor se měńı s
k̂).

• Takže muśıme také popsat chováńı ĉ, abychom měli plný popis modelu.
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• To odvod́ıme z Eulerovy rovnice, která po dosazeńı za r(t) a převedeńım
na efektivńı jednotky vypadá následovně

˙̂c(t)

ĉ(t)
=
ċ(t)

c(t)
− x =

f ′(k̂)− δ − ρ− θx
θ

(16)

• Dvě základńı rovnice (15) a (16), společně s počátečńı podmı́nkou
k̂(0) a podmı́nkou transversality urč́ı trajetkorie vývoje k̂ a ĉ, které
potřebujeme k plnému popisu ekonomiky.

• Do grafu, kde na osách jsou (k̂, ĉ), vykresĺıme křivky vyjadřuj́ıćı
˙̂
k = 0

a ˙̂c = 0. Tomuto grafu se ř́ıká fázový diagram. Ukazuje nám existenci
sedlových cest (saddle-path) a steady statu.

• Můžeme použ́ıt fázový diagram ke komparativńı statice. Všimněte si, že
podél x-ové osy (s k̂) dostáváme pouze postupné změny (žádné skoky).
(Kromě př́ıpadu, kdy docháźı k exogenńı změně, která posune k̂(t)
př́ımo.)

7.4 Dlouhé obdob́ı a Solowův model

• Hlavńı závěry týkaj́ıćı se dlouhého obdob́ı jsou stejné jako dř́ıve: dosáhneme

steady statu, kde
˙̂
k = 0 a ˙̂c = 0.

• Takže z tohoto pohledu nám Ramseyho model nic nového neřekne o
tom, co se děje v dlouhém obdob́ı.
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7.5 Podmı́nka transversality

• Když jsme řešili model a optimalizaci spotřebytel̊u, poněkud jsme opomı́jeli
podmı́nku transversality, tj.

lim
t→∞

[ν(t) · a(t)] = 0

• Vzpomeňte si na interpretaci: když ν je (současná) st́ınová cena/hodnota
a(t), pak nám podmı́nka ř́ıká, že hodnota aktiv domácnost́ı (ν(t) ·a(t))
se muśı asymptoticky bĺıžit 0. Jinými slovy: domácnosti neplánuj́ı, že
jim z̊ustane nejaké hodnotné aktivum na konci jejich časového hori-
zontu (v nekonečnu).

• Opomenut́ı této podmı́nky neńı v našich aplikaćıch kĺıčové. Ale neměli
bychom zapomneout, že je tato podmı́nka při formálńım řešeńı kĺıčová
a v některých př́ıpadech může mı́t velký vliv na výsledky.

• Předpoládejme, že máme konečný časový horizont. Domácnost by tedy
měla spotřebovat všechen zbývaj́ıćı kapitál v posledńım obdob́ı. T́ım
bychom dostali řešeńı mimo sedlovou cestu a skončili bychom na ver-
tikálńı ose.

• Vzpomeňte si, že

ν̇(t) = −∂H
pv

∂a(t)
⇒ ν̇ = −(r − n)ν

nebo

ν(t) = ν(0) · exp

{
−
∫ t

0

[r(v)− n]dv

}
což nám dá podmı́nku transversality v podobě

lim
t→∞

[
a(t) · exp

{
−
∫ t

0

[r(v)− n]dv

}]
= 0 (17)

• Po dosazeńı a = k, k̂ = ke−xt, a r(t) = f ′(k̂)− δ) dostaneme

lim
t→∞

[
k̂(t) · exp

{
−
∫ t

0

[f ′(k̂)− δ − x− n]dv

}]
= 0 (18)

• Když se dostaneme do steady statu k̂∗, muśı platit

f ′(k̂∗)− δ > x+ n

tj. steady statová mı́ra návratnosti je větš́ı než n + x, steady statové
tempo r̊ustu K.
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• Vzpomeňte si také, že (z podmı́nky ˙̂c = 0) plat́ı

f ′(k̂∗) = δ + ρ+ θx

• To znamená, že podmı́nka transversality může být splněna pouze pokud

ρ > n+ (1− θ)x (19)

tj. pokud je domácnost dostatečně netrpělivá (ve vztahu k populačńımu
r̊ustu a technologickému pokorku).

• My se budeme zabývat pouze př́ıpady, kdy (19) je splněna.

7.6 Konvergence

• Viděli jsme, že i v modelu s optimalizuj́ıćımi domácnostmi dostaneme
konvergenci do steady statu k̂∗.

• V přechodu do steady statu k̂ poroste (předpokládáme, že zač́ınáme
pod ńım). Takže ekonomický r̊ust bude v krátkém obdob́ı rychleǰśı než
v dlouhém, stejně jako v Solowově modelu.

• Ale už neńı tak zřejmé, že γk̂ bude klesat monotóně během přechodné
fáze stejně jako v Solowově modelu (nemáme jednoznačný fázový dia-
gram (k̂, γk̂), který jsme použ́ıvali v Solowovi).

• Přesto se dá ukázat (d̊ukaz v BSiM 2.11), že γk̂ bude také monotóně
klesat. Takže dostáváme opět podmı́něnou β-konvergenci.

• A co rychlost konvergence?

• Ted’ je daleko těžš́ı log-linearizovat vývoj γy, protože máme dynamiku
jak k tak i c (viz BSiM 2.8). Parametr β je nyńı poměrně složitá funkce
parametr̊u modelu a je daleko těžš́ı určit přijatelné hodnoty podobně
jak v Solowovi.

• Alternativńı zp̊usob je odvodit rychlost konvergence z numerických si-
mulaćı kalibrovaného modelu, pro přijatelné hodnoty parametr̊u (viz
BSiM pp. 113–118).

• Novým kĺıčovým parametrem, který ovlivňuje rychlost konvergence je
nyńı θ, tj. inverzńı hodnota mezičasové elasticity substituce.

9



• Č́ım vyšš́ı je θ, t́ım v́ıce chtěj́ı domácnosti vyhlazovat spotřebu. Takže
domácnosti budou málo investovat a sedlová cesta bude ležet bĺıže k
lokusu

˙̂
k = 0. Malá ochota investovat znamená pomaleǰśı přechod a

t́ım pádem ńızkou rychlost konvergence.

• Mezičasová elasticita substituce je také podstatná pro vývoj mı́ry úspor
v závislosti na k̂. V př́ıpadě CD funkce se dá ukázat (viz BSiM 2.6.4)
že bud’ klesá monotóně, když s∗ < 1/θ nebo roste monotóně, když
s∗ > 1/θ. (s∗ je steady statová mı́ra úspor a je dána parametry modelu
s∗ = α(x+ n+ δ)/(δ + ρ+ θx)).

• Speciálńı př́ıpad nastane pro s∗ = 1/θ, kdy se Ramseyho model chová
stejně jako Solowův model, což celkem sed́ı pro určitou kombinaci
přijatelných parametr̊u.
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8 Hospodářská politika v neoklasickém mo-

delu

Základńı literatura: BSiM: 3.1, 4.1

8.1 Optimálńı r̊ust a zlaté pravidlo

• Pokud se vrát́ıme k Solowově modelu s fixńı mı́rou úspor, dostaneme
vývoj spotřeby jako:

ĉ∗ = f(k̂∗)− (n+ x+ δ)k̂∗

kde k̂∗ = k̂∗(s, n, x, δ). Derivaćı dostaneme:

∂ĉ∗

∂s
= [f

′
(k̂∗(s, n, x, δ))− (n+ x+ δ)]

∂k̂∗(s, n, x, δ)

∂s
(20)

Maximalizaćı ĉ∗ dostaneme úroveň kapitálu k̂GR, při které plat́ı:

f
′
(k̂GR) = n+ x+ δ (21)

Tato zásoba kapitálu k̂GR se nazývá úroveň kapitálu dle zlatého pravidla
(golden-rule level of the capital stock).

• V Ramseyho modelu jsme viděli, že steady statová úroveň kapitálu je
dána

f
′
(k̂∗) = δ + ρ+ θx (22)

ale d́ıky (19) dostaváme ρ + θx > n + x. Jelikož f ′′ < 0 muśı platit
podmı́nka

k̂∗ < k̂GR

• Proč? Domácnosti jsou netrpělivé a chtěj́ı spotřebovávat během přechodu
do steady statu.

• Proto se podmı́nka (22) někdy nazývá modifikované zlaté pravidlo.

• To je také d̊uvodem, pro vždy kresĺıme lokus ˙̂c = 0 nalevo od vrcholu

lokusu
˙̂
k = 0.

• Všimněte si, že nikdy nemůžeme dostat dynamickou neefektivnost (př́ılǐs
mnoho naspořeného kapitálu).

• Ale je to sociálně optimálńı?
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8.2 Prvńı teorém blahobytu

• Zat́ım jsme se zabývali Ramseyho modelem v decentralizované ekono-
mice. Nyńı se podáváme, jak by alokoval zdroje sociálńı plánovač.

• Jelikož máme jen jednu reprezentativńı domácnost, maximalizuje sociálńı
plánovač funkci

U =

∫ ∞
t=0

u(c(t))ente−ρtdt (23)

• Rozpočtové omezeńı sociálńıho plánovače je (uvažujeme uzavřenou eko-
nomiku bez možnosti zahraničńıho zadlužeńı, takže a(t) = k(t))

˙̂
k(t) = f(k̂(t))− c(t)e−xt − k̂(t)(δ + x+ n) (24)

• Všimněte si rovnosti rozpočtového omezeńı domácnost́ı v rovnováze (tj.
rovnice (15)) a rozpočtového omezeńı ekonomiky (24).

• Sociálńı plánovač maximalizuje (23) vzhledem k (24). Hamiltonián pro
tento problém je

Hpv = u(c(t))e−(ρ−n)t + ν(t)[f(k̂(t))− c(t)e−xt − k̂(t)(δ + x+ n)] (25)

• Řešeńım je potom

∂Hpv

∂c(t)
= 0⇒ ν = u′(c)e−(ρ−n−x)t (26)

ν̇(t) = −∂H
pv

∂k̂(t)
⇒ ν̇ = −[f ′(k̂)− (δ + x+ n)]ν (27)

(28)

• A dostaneme Eulerovu rovnici:

˙̂c(t)

ĉ(t)
=
ċ(t)

c(t)
− x =

f ′(k̂)− δ − ρ− θx
θ

(29)

která je identická s rovnićı, kterou jsme odvodili pro decentralizovanou
ekonomiku.

• Sociálńı plánovač vybere stejné řešeńı (alokaci) stejně jako v decen-
tralizovaném př́ıpadě. T́ım pádem je konkurenčńı rovnováha Pareto
efektivńı. To je velmi d̊uležitý závěr.

• Tento výsledek prameńı z prvńıho teorému blahobytu, který ř́ıká, že
konkurenčńı rovnováha je Pareto efektivńı v př́ıpadě absenćı externalit
a s kompletńımi trhy.
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8.3 Vláda v Ramseyho modelu

• Nyńı zavedeme do modelu vládu, která vyb́ırá daně a nakupuje statky
a služby.

• Nejdř́ıve budeme předpokládat, že domácnosti a firmy nemaj́ı z vládńı
spotřeby žádný užitek. V tomto smyslu jsou vládńı nákupu jako vyha-
zováńı zdroj̊u.

• Předpokládáme, že vláda má vyrovnaný rozpočet (neńı zde možnost
veřejného dluhu):

G+ V = τwwL+ τar · (assets) + τcC + +τf · (firm’s earnings)

kde τi jsou daně, G vládńı výdaje a V jsou transfery domácnostem.

• Rozpočtové omezeńı domácnosti (na hlavu)

ȧ = (1− τw) · w + (1− τa) · ra− (1 + τc) · c− na+ v

• Nahrazeńım p̊uvodńıho rozpočtového omezeńı se jednoduchým postu-
pem propracujeme k Eulerove rovnici:

ċ(t)

c(t)
=

(1− τa)r − ρ
θ

(30)

tj. daň z výnos̊u z aktiv je jediný faktor, který ovlivňuje mezičasové
rozhodováńı domácnost́ı a vstupuje zde jako sńıžeńı úrokové mı́ry r.

• Pro firmy nyńı plat́ı, že zisk po zdaněńı je

after tax profit = (1− τf ) · [F (K,TL)− wL− δK]− rK

což nám dává podmı́nku prvńıho řádu

f ′(k̂) =
r

1− τf
+ δ

takže vyšš́ı τf požaduje vyšš́ı mezńı produkt kapitálu.

• Stejně jako dř́ıve plat́ı

w = [f(k̂)− k̂f ′(k̂)]ext

13



• Aplikaćı stejného postupu jak dř́ıve dostaneme vývoj k̂ v rovnováze
jako

˙̂
k = f(k̂)− ĉ− (x+ n+ δ)k̂ − ĝ (31)

tj. shoduje se s celkovým rozpočtovým omezeńım ekonomiky.

• Eulerova rovnice chrakterizuj́ıćı vývoj spotřeby v rovnováze je

˙̂c(t)

ĉ(t)
=

(1− τa) · (1− τf ) · (f ′(k̂)− δ)− ρ− θx
θ

(32)

• Všimněte si, že daně ze mzdy a spotřeby jsou zde paušálńımi daněmi a
neovlivňuj́ı vývoj spotřeby v čase. Důvodem je, že nab́ıdka práce je zde
fixńı, a že konstantńı proporcionálńı daň ze spotřeby neovlivńı relativńı
cenu spotřeby v r̊uzných časech.

• Daně z úrok̊u z aktiv a daně z výdělk̊u firem ovlivńı spotřebu sńıžeńım
úrokové mı́ry a t́ım pádem sńıž́ı motivaci spořit a investovat (posun
lokusu ˙̂c = 0 doleva). Vyšš́ı τa a/nebo τf t́ım pádem snižuje k̂∗.

• Neočekávaný a permanentńı r̊ust vládńı spotřeby posune lokus
˙̂
k = 0

dol̊u a výsledkem je skok na novou sedlovou cestu, která je konzis-
tentńı s novým steady statem. Pokud byla ekonomika p̊uvodně ve ste-
ady statu, skoč́ı př́ımo do nového steady statu. Sńıžeńı spotřeby bude
přesně odpov́ıdat částce, o kterou se zvýšili vládńı výdaje ĝ, soukromá
spotřeba byla plně vytěsněna vládńı spotřebou.
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9 Investice a úspory v otevřené ekonomice

Základńı literatura: BSiM:3.2-3.4

9.1 Rozš́ı̌rený model

• Opět budeme uvažovat rozš́ı̌renou produkčńı funkci

Y = KαHη(TL)(1−α−η) ⇒ ŷ = f(k̂, ĥ) = k̂αĥη

• Reprezentativńı firma má zisk:

π = TL[f(k̂, ĥ)−Rkk̂ −Rhĥ− we−xt]

kde Rk je nájemńı cena fyzického kapitálu a Rh je nájemńı cena lidského
kapitálu.

• Maximalizace současné hodnoty cash flow je rovna maximalizace zisku
v každém obdob́ı, protože neexistuj́ı žádné náklady přizp̊usobeńı.

• Firma tedy najme tolik vstup̊u, aby mezńı př́ınos byl roven nájemńım
cenám:

Rk =
∂f(k̂, ĥ)

∂k̂
= αy/k (33)
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Rh =
∂f(k̂, ĥ)

∂ĥ
= ηy/h (34)

w =
[
ŷ −Rkk̂ −Rhĥ

]
ext = y −Rkk −Rhh (35)

• Dynamické rozpočtové omezeńı domácnosti (na hlavu) je

ȧ = ḣ+ k̇− ḋ = w+ (Rk− δ−n)k+ (Rh− δ−n)h− (r−n)d− c (36)

kde d = k + h− a je dluh (na hlavu).

• Budeme se držet jednosektorové produkčńı technologie, kde výstupu
se může přeměnit jedna ku jedné na spotřebu, fyzický kapitál nebo
lidský kapitál. Tj. jednotky k mohou být okamžitě a plně zaměněny za
jednotky h a naopak.

• Nav́ıc stále předpokládáme, že jak zásoba kapitálu, tak aktiva (p̊ujčky)
jsou dokonalými substituty jako uchovatelé hodnot. Muśıme tedy mı́t

r = Rk − δ = Rh − δ (37)

• Jak jsme viděli v části 4.2.1, implikuje to k/h = α/η. Bez náklad̊u
přizp̊usobeńı domácnosti okamžitě nastav́ı poměr kapitálu na tuto úroveň
a nebudou ji měnit.

• Takže stejně jak jsme ukázali dř́ıve můžeme zjednodušit problém za-
definováńım kapitálu v širš́ım pojet́ı z = k + h. Což po dosazeńı za
r = Rk − δ = Rh − δ, dává rozpočtové omezeńı

ȧ = ż − ḋ = w + (r − n)(z − d)− c = w + (r − n)a− c

Zat́ımco produkčńı funkce může být přepsána jako ŷ = Bẑα+η kde
B = ααηη(α + η)−(α+η).

• Protože k/h = α/η v každém okamžiku během přechodu, k a h porostou
stejným tempem jako z.

• Výběr firem ohledně k a h neovlivńı rozhodnut́ı domácnost́ı, protože
ty dodávaj́ı neelasticky jakýkoliv kapitál, který vlastńı, a firmy jej
poptávaj́ı.

• Ve stručnosti: model rozš́ı̌rený o lidský kapitál se chová stejně jako
p̊uvodńı model, pouze fyzický kapitál k je nahrazen š́ı̌reji pojatým ka-
pitálem z. Co je d̊uležité: pod́ıl (rozš́ı̌reného) kapitálu na d̊uchodu je
nyńı větš́ı než v př́ıpadě fyzického kapitálu (α + η mı́sto α)
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• α+ η tak přeb́ırá roli α ve výrazu pro rychlost konvergence. Produkčńı
funkce je méně konkávńı, výnosy z akumulovaného vstupu klesaj́ı po-
maleji a t́ım pádem i konvergence je pomaleǰśı.

9.2 Konvergence do steady statu v otevřené ekono-
mice

• To co zajǐst’uje konvergenci je klesaj́ıćı mezńı produkt z akumulovaných
vstup̊u. Jelikož úroková mı́ra v uzavřené ekonomice klesá během přechodné
fáze, ovlivňuje to zpětně výběr h a k a zajǐst’uje to konvergenci do ste-
ady statu.

• V malé otevřené ekonomice světová úroková mı́ra rw určuje domáćı
úrokovou mı́ru r.

• Pro jednoduchost uvažujem, že rw je konstantńı. (např. protože ’svět’
se nacháźı ve steady statu.)

• Ale když rw = r = Rk − δ = Rh− δ pak z podmı́nek (33) a (34) plyne,
že také h a k muśı být konstantńı. Takže otevřená ekonomika okamžitě
skoč́ı na úroveň h a k, která je ve shodě s touto úrovou mı́rou. Tj. skoč́ı
rovnou do steady statu.

• Toto okamžité přizp̊usobeńı může být dosaženo kv̊uli možnosti p̊ujčit
(si) na mezinárodńım trhu, tj. přizp̊usobeńım d. V otevřené ekonomice
již nejsou investice určeny domáćımi úsporami a změny k a h už nezáviśı
na dostupných zdroj́ıch, které zbyly po spotřebě.

• Takže model předpov́ıdá, že v malé otevřené ekonomice bychom měli
pozorovat rychlost konvergence rovnou nekonečnu (nekonečně rychlá).

• V tomto modelu neexistuje žádná přechodáná dynamika. Neexistuje
žádné krátké obdob́ı.

• Jelikož je Ramseyho model schopný nám řici něco nového o r̊ustu v
přechodné fázi, znamená to, že jeho otevřená verze je zbytečná a neo-
klasický model je nezaj́ımavý pro vysvětleńı r̊ustu? Ne úplně.

9.3 Problémy s modelováńım otevřené ekonomiky

• V světe nepozorujeme nic takového jako nekonečně rychlou konver-
genci. Takže, co je špatně s Ramseho modelem v otevřené verzi?
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• Eulerova rovnice charakterizuj́ıćı mezičasové rozhodováńı domácnost́ı
je

˙̂c(t)

ĉ(t)
=
rw − ρ− θx

θ
(38)

• Vzpomeňte si, že pro uzavřenou ekonomiku ve steady statu plat́ı r =
ρ + θx. Co když se světová úroková mı́ra odlǐsuje od této hodnoty,
např́ıklad protože v ostatńıch zemı́ch maj́ı jiné preference?

• Pokud rw > ρ+θx potom domáćı (malá otevřená) ekonomika bude aku-
mulovat aktviva nekonečně dlouho a nakonec bude porušen předpoklad,
že se jedná o malou otevřenou ekonomiku (tj. která neovlivńı rw).

• Pokud rw < ρ+θx, tj. domáćı ekonomika je dostatečně netrpělivá. Pak
se dá ukázat (viz BSiM pp. 163-164), že bude cht́ıt spotřebovat nyńı
tolik, že na to obětuje veškerou budoućı spotřebu (c p̊ujde asymptoticky
k 0), a toho dosáhne zadlužeńım – zastav́ı veškerý kapitál a budoućı
pracovńı př́ıjmy.

• Tyto predikce nedávaj́ı moc smysl.

• Je zde několik d̊uvod̊u, proč model selhává:

1. Omezeńı na mezinárodńı úvěr, tj. omezeńı na d

2. Náklady přizp̊usobeńı kapitálu

3. Existuje silná vazba mezi domáćımi úsporami a domáćımi inves-
ticemi dokonce i v otevřených ekonomikách (Feldstein-Horioka
puzzle).

4. Agents mohou činit rozhodnut́ı v konečném horizontu.

5. Agent̊um se mohou měnit preference v čase.

• Budeme se zabývat pouze prvńımi třemi body, ale jen zběžně. (BSiM
3.5-3.6 diskutuje posledńı dva, které jsou však pro nás nav́ıc.)

• Je dobré ř́ıci, že současný výzkum tyto problémy neumı́ dostatečně
vysvětlit.

9.4 Omezeńı na mezinárodńı úvěr

• Přijatelné omezeńı na úroveň zahraničńıho dluhu je

d ≤ k
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• To znamená, že fyzický kapitál se může použ́ıvat jako zástava (collate-
ral) při p̊ujčováńı si, zat́ımco lidský kapitál nikoliv.

• Z opačného pohledu to znamená, že cizinci nemohou vlastnit lidský
kapitál či práci v domáćı ekonomice. Toto omezeńı je tedy relevantńı i
pro př́ımé zahraničńı investice.

• Přijatelný předpoklad? Fyzický kapitál může snadněji měnit vlastńıka
a být monitorován.

• Pokud k(0) + h(0)− d(0) ≥ h∗ neńı omezeńı na úvěr závazné, proto se
zaměř́ıme na př́ıpad k(0) + h(0)− d(0) < h∗.

• V tomto př́ıpadě již obě formy kapitálu nejsou dokonalými substituty
a tak podmı́nka (37) nemuśı platit.

• Avšak a a k jsou stále dokonalými substituty co se týče uchováńı hod-
noty, takže muśı platit:

rw = Rk − δ ⇒ k/y = α/(rw + δ)

Takže poměr kapitálu k výstupu k/y je konstantńı (což je ve shodě s
jedńım ze stylizovaných fakt̊u o ekonomickém r̊ustu, publikovaným ve
slavném článku Kaldor (1961)).

• Dosazeńım do produkčńı funkce dostaneme:

ŷ = B̃ĥε (39)

kde B̃ = [α/(rw + δ)]α/(1−α) a ε = η/(1−α). Všimněte si, že α+ η < 1,
a 0 < ε < α + η < 1.

• Pokud dosad́ıme za mzdu w do rozpočtového omezeńı (36) dostaneme

ȧ = y−(r+δ)(k+h−a)−(n+δ)a−c = y−(r+δ)d−(n+δ)a−c (40)

nebo
˙̂a = ŷ − (r + δ)d̂− (n+ δ + x)â− ĉ (41)

• Když je omezeńı na úvěr závazné (plat́ı jako rovnost), máme d = k (to
implikuje a = h), což nám dává

˙̂a = ŷ − (r + δ)(k̂)− (n+ δ + x)ĥ− ĉ (42)
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• Nakonec dosazeńım za ŷ z rovnice (39) a použit́ım vztahu k/y =
α/(rw + δ) dostaneme

˙̂
h = (1− α)B̃ĥε − (n+ δ + x)ĥ− ĉ (43)

• Všimněte si, že výraz, který odeč́ıtáme αŷ = αB̃hε jsou platby cizinc̊um
za pronájem fyzického kapitálu. Jsou to vlastně čisté platby výrobńım
faktor̊um stejně jako když upravujeme HDP na HNP.

• Když se nyńı pod́ıváme na optimalizačńı problém z hlediska represen-
tativńıho spotřebitele-výrobce, uvid́ıme, že maximalizuje užitek vzhle-
dem k (43). To je hodně podobné problému, který jsme měli v p̊uvodńı
formulaci Ramseyho modelu pro uzavřenou ekonomiku (s nebo bez
lidského kapitálu).

• Jediným rozd́ılem je, že h přeb́ırá roli akumulovaného faktoru (mı́sto k
nebo z), pod́ıl odměn na d̊uchodu u tohoto faktoru je nyńı ε (mı́sto α
nebo α + η) a máme zde konstantu (1− α)B̃ (mı́sto 1 nebo B).

• Řešeńı je v podstatě stejné jako v modelu uzavřené ekonomiky se sed-
lovou cestou popisuj́ıćı přechod do steady statu.

• Mı́ra konvergence je konečná i v otevřené ekonomice, ale je vyšš́ı než v
uzavřené (s lidským kapitálem) protože ε < α + η.

• Všimněte si, že v uzavřené ekonomice k/h bylo fixńı, zat́ımco zde klesá
během přechodu do s.s.

• Při výpočtu rychlosti konvergence se ukazuje, že rozd́ıl mezi uzavřenou
a otevřenou ekonomikou neńı až tak velký. Ve skutečnosti celkem od-
pov́ıdá rychlosti konvergence, kterou pozorujeme v datech.

9.5 Investice s náklady přizp̊usobeńı

• Existuje několik d̊uvod̊u, proč je nákladné změnit zásobu kapitálu.

• Zaměř́ıme se na vnitřńı náklady přizp̊usobeńı: tj. nové stroje muśı být
instalovány, pracovńıci muśı být zaškoleni atd.

• Pro jednoduchost se vrát́ıme k modelu pouze s fyzickým kapitálem.

• Hlavńım rozd́ılem je, že nyńı reprezentativńı firma čeĺı problému

Cost of investment = I · [1 + φ(I/K)]
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kde φ′ > 0 odráž́ı náklady přizp̊usobeńı kapitálu, nebo lépe řečeno
náklady přizp̊usobeńı hrubých investic. Předpokládáme, že náklady
záviśı úměrně v̊uči celkové zásobě kapitálu (I/K). Také předpokládáme,
že φ′′ ≥ 0. S podmı́nkou φ′′ > 0 je lepš́ı dělat postupné změny, než jednu
velkou.

• Firma maximalizuje čistou současnou hodnotu cash flow:

V =

∫ ∞
t=0

e−r̄(t)t{F (K,TL)− wL− I[1 + φ(I/K)]}dt

kde

r̄(t) = 1/t

∫ t

0

r(v)dv

• Ř́ıd́ıćı proměnné (které firma ovlivňuje) je úroveň investic I(t) a množstv́ı
práce L(t). Zásoba kapitálu K(t) je určena předchoźımi rozhodnut́ım a
je stavovou proměnnou, která se vyvýj́ı dle:

K̇(t) = I(t)− δK(t)

• Current value Hamiltonián pro tento problém je

H(K(t), I(t), L(t)) = F (K,TL)− wL− I[1 + φ(I/K)] + q(I − δK)

kde q(t) je kostavová (co-state) proměnná měřená v běžné ceně (hod-
notě) daného obdob́ı (tedy v čase t).

• Podrobným řešeńım modelu se nebudeme zabývat (viz BSiM 3.2), pod́ıváme
se pouze na hlavńı výsledky.

• Interpretace kostavové proměnné je, že je st́ınovou cenou stavové proměnné,
tj. instalovaného kapitálu K.

• Hlavńım výsledkem je, že I/K = Φ(q) kde Φ′(q) > 0, tj. investice
závisej́ı pouze na q. Důležitou vlastnost́ı q je, že shrnuje veškeré in-
formace o budoucnosti, které jsou relevantńı pro firmu ohledně jej́ıch
investičńıch rozhodnut́ı.

• Proměnná q, tedy kostavová proměnná je úzce spojena s Tobinovým
q, které je definována jako poměr tržńı hodnoty kapitálu v̊uči repro-
dukčńım náklad̊um na kapitál. Všimněte si, že q je v našem modelu
mezńı veličina, zat́ımco Tobinovo q udává pr̊uměrnou hodnotu. Za
určitých podmı́nek jsou ale tyto koncepty totožné.
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• Řešeńım modelu je sedlová cesta pro vývoj (k̂, q). Nejd̊uležitěǰśı pro
nás je, že dostáváme postupné přizp̊usobeńı k̂ v reakci na r̊uzné fak-
tory (jako např́ıklad změna světové úrokové mı́ry), které změńı steady
state. T́ım pádem dojde k ovlivněńı q a t́ım pádem se k̂ bude postupně
přizp̊usobovat.

• Takže pokud země čeĺı náklad̊um na přizp̊usobeńı investic, nějaký čas
trvá než dojde k přizp̊usobeńı steady statové úrovni kapitálu, která je
určena světovou úrokovou mı́rou. Ve zkratce: neočekáváme okamžitou
konvergenci.

9.6 The Feldstein-Horioka puzzle

• Ve slavné studii pánové Feldstein a Horioka uváděj́ı výsledky z OLS od-
hadu, které naznačuj́ı silnou vazbu mezi domáćı mı́rou úspor a domáćı
mı́rou investic, přičemž tento vztah je překvapivě bĺızko 1-1.

• Tento empirický výsledek naznačuje, že kapitál neńı přilǐs mobilńı mezi
zeměmi.

• Možná vysvětleńı jsou:

1. Vlády se snaž́ı vyvarovat pomoćı fiskálńı a monetárńı politiky
velkých a dlouhodobých nerovnováh v běžných účtech platebńı
bilance.

2. Existuj́ı fundamentálńı proměnné, které ovlivňuj́ı jak úspory, tak
investice, např. daně, demografické podmı́nky.

3. Velkou roli mohou hrát firemńı úspory (nerozdělený zisk je po-
nechán, znovu investován ve firmě).
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4. Na straně investor̊u existuje tendence investovat do domáćıch ak-
tiv (home-bias)

• Ve stručnosti: tyto faktory přisṕıvaj́ı k oslabeńı vlivu otevřenosti eko-
nomiky na rychlost konvergence.
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