
Makroekonomické modelováńı – Term paper č. 2

Analýza blahobytu při povinném sńıžeńı pracovńı doby

1 Úvod

Motivace a výzkumná otázka

Právě jste nastoupili na Ministerstvo finanćı a pracujete v odděleńı makroekonomického mode-
lováńı. Jednoho dne skupina aktivist̊u navrhne vládě zavést regulaci pracovńı doby, konkrétně
sńıžeńı pracovńı doby z 36 hodin týdně na 30 hodin týdně. Tento návrh se setká s velkým nadšeńım
ze stran laické i odborné veřejnosti a vyvolá velkou debatu v televizi, rozhlase i tisku.

Jelikož ministr bude muset čelit otázkám Václava Moravce (a také Parlamentu), žádá vás o
zodpovězeńı následuj́ıćı otázky.

”
Jaké dopady na blahobyt bude mı́t zavedeńı povinného sńıžeńı pracovńı doby z 36 na
30 hodin týdně?“

Konkrétně chce vědět, jaké budou krátkodobé i dlouhodobé dopady takovéto reformy. Rovněž
chce, aby vaše analýza byla podpořena solidńı ekonomickou teoríı a byla konsistentńı s daty (z
národńıch účt̊u). Zavedeńı reformy by mohlo mı́t vliv např. na pr̊uměrnou (hodinovou) produktivitu
práce, počet dn̊u nemocenské atd. Jelikož nejsou tyto aspekty ještě plně prozkoumány, můžete je
zat́ım nechat stranou pro pozděǰśı výzkum. Jako výchoźı fakt berte, že (před reformou) pracuje
pr̊uměrný jedinec právě 36 hodin týdně.

2 Modelová ekonomika

Ke zodpovězeńı otázky využijte model, kde spotřebitelé odvozuj́ı sv̊uj užitek ze spotřeby statk̊u a
volného času a rozhoduj́ı se v čase o úsporách a nab́ıdce práce. V modelu se ceny přizp̊usobuj́ı tak,
aby vyčistily trhy statk̊u, kapitálu a práce. T́ımto modelem neńı nic jiného než (detrendovaný)
neoklasický r̊ustový model.

Jednotlivci maxmalizuj́ı součet diskontovaného užitku odvozeného ze spotřeby a volného času

max
ct,ℓt,it

∞∑
t=0

βtu(ct, ℓt).

Konkrétńı podoba užitkové funkce je

u(ct, ℓt) = ln ct + ψ ln ℓt.

Předpokládejte, že ekonomika je uzavřená a že spotřeba zahrnuje jak soukromou tak vládńı spotřebu,
podobně investice. Výdajový př́ıstup k měřeńı výstupu v této ekonomice nám pak dává omezeńı

yt = ct + it.

Trhy jsou dokonale konkurenčńı a firmy nemaj́ı žádný zisk. Výstup ve formě d̊uchodu je vyplácen
výrobńım faktor̊um kapitálu a práci. Důchodový př́ıstup k měřeńı výstupu je pak vyjádřen jako

yt = Rtkt + wtht.
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Výstup je produkován výrobńımi faktory kapitál a práce a Cobb-Douglasovou produkčńı funkćı.
Produkčńı př́ıstup k měřeńı výstupu nám tedy dává

yt = f(kt, ht) = kαt h
1−α
t α ∈ (0, 1).

Rovnice pro vývoj kapitálu je

kt+1 = (1− δ)kt + it δ ∈ (0, 1).

Celkový čas jednotlivce můžeme rozdělit na tráveńı volného času a čas, který je nab́ızen na trhu
práce. Celkový čas můžem normalizovat na 1.

ht + ℓt = 1

Spotřeba, kapitálová zásoba, odpracované hodiny a volný čas jsou všechny striktně pozitivńı
proměnné

ct, kt, ht, ℓt ≥ 0.

Jelikož plat́ı prvńı teorém blahobytu, můžeme tento probém vyřešit jako problém sociálńıho
plánovače. (Řešeńı problému sociálńıho plánovače je stejné jako decentralizované řešeńı a jeho
vyřešeńı je jednodušš́ı, protože se zbav́ıme cen a rozpočtového omezeńı jednotlivc̊u.)

Můžeme tento problém reformulovat rekurzivně na problém dynamického programováńı. Bell-
manova rovnice má tedy tvar:

v(kt) = max
kt+1,ht

{u(ct, ℓt) + βv(kt+1)}

Pro tento problém máme dvě ř́ıd́ıćı proměnné kt+1 a ht a jednu (endogenńı) stavovou proměnnou
kt.

Úkol 1 Odvod’te podmı́nky prvńıho řádu (FOC) pro výše uvedenou Bellmanovu rovnici. Použijte
envelope theorem (derivace Bellmanovy rovnice podle endogenńı stavové proměnné) a odvod’te in-
tertemporálńı (mezičasovou) podmı́nku optimality

u1(ct, ℓt)

u1(ct+1, ℓt+1)
= β(1 + f1(kt+1, ht+1)− δ)

ct+1

ct
= β(1 + αkα−1

t+1 h
1−α
t+1 − δ)

a intratemporálńı podmı́nku optimality

u2(ct, ℓt)

u1(ct, ℓt)
= f2(kt, ht)

ψct
1− ht

= (1− α)kαt h
−α
t .

Pozn.: Můžete řešit s konkrétńı užitkovou a produkčńı funkćı nebo obecně a pak dosadit.

3 Kalibrace

Abychom mohli zodpovědět otázku, co se stane po reformě, muśıme nakalibrovat strukturálńı
parametry modelu.1 Chceme, aby model zachycoval dlouhodobé charakteristiky v datech v tolika

1Strukturálńı (policy-invariant) parametry jsou nezávislé na hospodářské politice. Jinými slovy, předpokládáme,
že se po reformě nezměńı.
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dimenźıch, kolik máme strukturálńıch parametr̊u. V reálných ekonomikách pozorujeme, že určité
poměry veličin jsou v́ıce méně konstatńı.

Úkol 2 Ukažte, že ve steady statu mohou být poměry následuj́ıćıch endogenńıch proměnných
vyjádřeny jako funkce strukturálńıch parametr̊u (tj. parametr̊u preferenćı a technologíı)

• poměr investic ke kapitálu
i

k
= δ

• ceny výrobńıch faktor̊u
R = αkα−1h1−α

w = (1− α)kαh−α

• pod́ıly odměn kapitálu a práci na národńım d̊uchodu

Rk

y
= α

wh

y
= (1− α)

• pod́ıl kapitálu a práce

k

h
=

(
1
β − (1− δ)

α

) 1
α−1

• pod́ıl kapitálu a výstupu
k

y
=

α
1
β − (1− δ)

• pod́ıl investic a výstupu
i

y
=
i

k

k

y
=

αδ
1
β − (1− δ)

• pod́ıl spotřeby a výstupu
c

y
= 1− i

k

k

y
= 1− αδ

1
β − (1− δ)

Dále je třeba nakalibrovat následuj́ıćı strukturálńı parametry podle ročńıch národńıch účt̊u
Norské ekonomiky2

• diskontńı faktor β

• váha volného času v užitkové funkci ψ

• pod́ıl kapitálu na národńım d̊uchodu α

• mı́ra depreciace δ

Úkol 3 Stáhněte si data o národńıch účtech z norského statistického úřadu pro roky 1970 -2013
pro výpočet následuj́ıćıch pr̊uměrných pod́ıl̊u (v apendixu najdete podrobněǰśı návod)3 >> Excel

• pod́ıl odměn výrobńımu faktoru práce na národńım d̊uchodu

2Pro českou ekonomiku nejsou dostatečně dlouhá data, norská ekonomika byla zvolena pro bĺızkou podobnost
ekonomice české :)

3Poč́ıtejte pr̊uměr pod́ılu, nikoliv pod́ıl pr̊uměr̊u.
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• pod́ıl investic ke kapitálu

• pod́ıl kapitálu k výstupu

Dále předpokládejte, že pr̊uměrný jednotlivec má k dispozici 15 × 7 hodin týdně (bez času na
spánek, osobńı hygienu atd.). Jeho pr̊uměrný čas věnovaný práci (před reformou) tedy bude

h =
36

105
≈ 0.343

Úkol 4 Nakalibrujte parametry α, β, δ a ψ na základě steady statových poměr̊u a vypoč́ıtaných
pod́ıl̊u z dat národńıch účtu a údaji o pod́ılu času tráveného v práci. >> Excel

4 Blahobyt před reformou

S využit́ım steady statových poměr̊u a nakalibrovaných parametr̊u ted’ můžeme vypoč́ıtat hodnoty
modelových proměnných před navrhovanou reformou.

Úkol 5 Vypoč́ıtejte steady statové hodnoty těchto proměnných>> Matlab

• kapitálová zásoba k

• výstup y

• spotřeba c

• investice i

• pracovńı d̊uchod wh

• blahobyt u(c, ℓ)

5 Hospodářko-politická reforma

V modelové ekonomice představuje povinné sńıžeńı pracovńı doby následuj́ıćı omezeńı

h ≤ h̄ =
30

105
=

2

7

Optimalizačńı problém sociálńıho plánovače je tedy skoro stejný jako předt́ım

max
ct,ℓt,it

∞∑
t=0

βtu(ct, ℓt)

vzhledem k
yt = ct + it

kt+1 = (1− δ)kt + it

ht + ℓt = 1

h ≤ h̄ =
2

7
ct, kt, ht, ℓt ≥ 0, k0 dáno

Konkrétńı podoby užitkové a produkčńı funkce jsou opět

u(ct, ℓt) = ln ct + ψ ln ℓt

yt = f(kt, ht) = kαt h
1−α
t
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5.1 Analýza blahobytu v dlouhém obdob́ı

Úkol 6Vyřešte optimalizačńı problém sociálńıho plánovače, tentokrát pomoćı Lagrangiánu. Najděte
podmı́nky prvńıho řádu a rovnice optimality (inter a intratemporálńı podmı́nku).

Označme nové steady statové proměnné ṕısmenem s vlnovkou .̃ Vypoč́ıtejte steady statové
hodnoty těchto proměnných (po reformě) >> jen Matlab

k̃ =

(
1
β − (1− δ)

α

) 1
α−1

h̄

ỹ =

1
β − (1− δ)

α
k̃

R̃ = αk̃α−1h̄1−α

w̃ = (1− α)k̃αh̄−α

ĩ =
αδ

1
β − (1− δ)

ỹ

c̃ = ỹ − ĩ

ℓ̃ = 1− h̄

Stručně okomentujte výsledné hodnoty.

Jako ekonoma vás nezaj́ımá nejenom změna v reálných veličinách, ale předevš́ım dopad reformy
na blahobyt.

Úkol 7 Vypoč́ıtejte blahobyt po reformě >> Matlab

u(c̃, ℓ̃) = ln c̃+ ψ ln ℓ̃

Poté vypoč́ıtejte kompenzačńı konstantu λ, která ř́ıká, jak moc muśıte kompenzovat reprezenta-
tivńıho spotřebitele, aby byl jeho užitek stejný před reformou i po reformě. Tedy najděte λ, která
řeš́ı: (na paṕır i v Matlabu)

u(c, ℓ) = u(λc̃, ℓ̃)

ln c+ ψ ln ℓ = lnλc̃+ ψ ln ℓ̃

λ =?

Stručně komentujte výsledek, tj. porovnejte výsledek před a po reformě.

5.2 Dynamická analýza blahobytu

”
In the long run we are all dead.“

John Maynard Keynes: A Tract on Monetary Reform, (1923)

Ministr po vás chce zjistit i krátkodobé d̊usledky reformy. Muśıte tedy vypoč́ıtat přechod mezi
p̊uvodńım a novým steady statem, k čemuž budete potřebovat naj́ıt rozhodovaćı pravidla.

Ty lze naj́ıt pomoćı řešeńı problému sociálńıho plánovače po reformě. Bellmanova rovnice má
následuj́ıćı tvar

v(kt, h̄t) = max
kt+1

{u(ct, 1− h̄t) + βv(kt+1, h̄t+1)}
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Tento problém má nyńı jednu ř́ıd́ıćı proměnnou (kt+1), jednu endogenńı stavovou proměnnou (kt)
a jednu exogenńı stavovou proměnnou (h̄t) (chová se jako fixńı parametr).

Úkol 8 Pomoćı iterace hodnotové funkce, najděte hodnotovou funkci a rozhodovaćı pravidla pro
výše uvedený problém. Rozhodovaćı pravidla jako následuj́ıćı funkce stavových proměnných

kt+1 = g(kt, h̄t)

ct = f(kt, h̄t) + (1− δ)kt − g(kt, h̄t)

Vypoč́ıtanou hodnotovou funkci a rozhodovaćı pravidla vykreslete. >> Matlab

Nyńı, když máme rozhodovaćı pravidla, můžeme zjistit, co se děje při přechodu mezi dvěma
steady staty.

Úkol 9 Předpokládejte, že se prvńı hodnota kapitálu rovná steady statové hodnotě před reformou
a h̄ je rovno hodnotě dané reformou. Nasimulujte chováńı ekonomiky pro 50 obdob́ı pomoćı rozho-
dovaćıch pravidel vypoč́ıtaných v předchoźım úkolu. Vykreslete trajektorie přechodu pro následuj́ıćı
proměnné >> Matlab

• kapitálová zásoba {kt}50t=0

• výstup {yt}50t=0

• spotřeba {ct}50t=0

• investice {it}50t=0

• mezńı produkt práce {wt}50t=0

• mezńı produkt kapitálu {Rt}50t=0

• pracovńı d̊uchod {wtht}50t=0

• blahobyt {u(ct, 1− h̄t}50t=0

Okomentujte výsledky. Jak tyto výsledky měńı vaše dř́ıvěǰśı závěry z porovnáváńı dlouhodobých
(steady statových) hodnot?

6 Závěr

Úkol 10Vaš́ım posledńım úkolem je napsat krátké a výstǐzné shnut́ı, které bude předloženo ostatńım
ministr̊um ve vládě.
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Appendix

A: Data

Data stáhněte ze stránky norského statistického úřadu:

http://www.ssb.no/en/nasjonalregnskap-og-konjunkturer/tables/nr-tables

Data jsou ve formátu csv, který otevřete v excelu. (Pokud by se vám stalo, že data nejsou ve
sloupćıch (pouze v prvńım), je potřeba je trochu upravit. Označte data v prvńım sloupci (A), z
nab́ıdky DATA vyberte nástroj Text do sloupc̊u. Vyberte z nab́ıdky Oddělovač (Daľśı), zatrhněte
oddělovač středńık/čárka (Daľśı) a pak Dokončit. Data se vám pak objev́ı v jednotlivých sloupćıch.
Ty pak už mužete koṕırovat do xls souboru a dělat s nimi r̊uzné kejkle.)

Pod́ıly výrobńıch faktor̊u na národńım d̊uchodu

Pro výpočet pod́ılu práce (kapitálu) je nutné provést úpravy v národńıch účtech (rozdělit daně a
dotace podle toho, kam nálež́ı). V seriózńım výzkumu byste to měli udělat, ale pro tento př́ıpad
bude stačit následuj́ıćı aproximace

Pod́ıl práce na výstupu =
Kompenzace zaměstnanc̊um

Kompenzace zaměstnanc̊um + Provozńı přebytek

Labor’s share of output =
Compensation of employees

Compensation of employees + Operating surplus

Potřebné časové řady źıskáte z tabulky
”
5. Gross domestic product by income components.

NOK million“

Investice

Pro časovou řadu investic použijte veličinu Total z tabulky
”
29. Gross fixed capital formation, by

type and main activity. Current prices. NOK million“.

Kapitálová zásoba

Pro časovou řadu celkové kapitálové zásoby použijte veličinu Total z tabulky
”
38. Fixed assets by

kind of main activity. Current prices. NOK million“.

B: Pokyny pro odevzdáńı

Pokud je ve výše uvedeném textu symbol >> odkazuje to na výpočet v Matlabu nebo Ex-
celu. Neńı-li tak uvedeno, proved’te výpočet (odvozeńı) na paṕır. Využijte předpřipravený m-file
termpaper2.m, který je na webu. Až vám výpočet bude fungovat, můžete zvýšit grid na hodnotu
např. gk = 1001, abyste dostali přesněǰśı (hezč́ı) výsledky.

Do ISu odevzdáte zazipované soubory s daty (Excel) a výpočty (Matlab), př́ıpadně napsaný
text. Zazipovaný soubor pojmenujte podle vašich př́ıjmeńı, oddělených podtrž́ıtkem např. kopyto_mnouk.zip.
Text s odvozeńım a komentáři mi odevzdáte v tǐstěné podobě. Termı́n odevzdáńı je středa 9. pro-
since 2015 do 18:00. Text mi můžete dát na přednášce, nebo donést ke mě do kanceláře či pańı
sekretářce.
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