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Pfedmluva

Tento ucebni text je uréen primarné pro studenty pfedmétii Statistika 1 (BKM_STA1 a BKM_STA1)
Ekonomicko-spravni fakulty Masarykovy univerzity. Materidl je u¢ebni pomiickou slouZzici k osvo-
jeni zdkladnich statistickych metod a je koncipovén tak, aby byl student, po jeho propocteni, scho-
pen bez obtizi projit zdkladnimi kontrolnimi body (zapocet a zkouska). Pfed otevienim tohoto
materidlu se ocekdva elementarni znalost statistiky davkovand na pfednaskach a doplnéna po-
vinnou literaturou. Pfi feSeni je doporucena také spoluprace s vétsim kolektivem. Kapitoly 1-5
zahrnujf ucivo, které by mél student zvladnout do prvniho prtibéZného testu. Zbylé kapitoly je

vhodné priibéZné fesit mezi prvnim prabéznym testem a zkouSkou.

V pfedmluvé bych rad prohlasil, Ze tento text byl z¢asti vytvofen a z¢asti sesbiran z rtiznych do-
stupnych sbirek prikladi. VSechny vyuzité sbirky jsou zminény ve zdrojich. Citace k jednotlivym
ptikladtim nebyly uvedeny, nebot bylo prakticky nemoZzné vysledovat priméarni zdroj pfikladu.

Na zavér bych rad podékoval celému tviréimu tymu konkretné Soni, Natce, Terce a Peti. Velky

dik patfi také Masarykové univerzité, kterd vytvofeni sbirky finan¢né podpoﬁlaﬂ

Brno, zari 2018 Vlastik Reichel

1. Projekt: Tvorba podpiirnych materialti pfi vyuce statistickych pfedmétt (MUNI/FR/0101/2018).
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1 Statistika 1

1.1 Integral

1.1.1 Resené piiklady
Pfiklad 1:

Reste dvojny integrél s redlnou konstantou a:

1 2
/ / e " + axy dxdy
0 Jy

Reseni:
S konstantou pracujeme jako s obycejnym ¢islem. Pfedstavme si, Ze dvojny integral je jako cibule,
ktera mé dvé slupky. V nasem piipadé vnitini slupkou je vnitfni integral, ktery integrujeme podle

vvvvv

1 1 7 1
_ {_e_zyﬂyz_e-y_ﬂ] :——+a—z—f—(—e°) 7 el
0

Piiklad 2:

Vypoctéte dvojny integral

// xy dxdy
Q

na mnoziné (), kterd je trojahelnik dany body A = [1,2], B=[5,2], C = [1,4].



1. STATISTIKA 1

ReSeni:

Zacneme tim, Ze si nakreslime graf s body ze zadani, body spojime a vyznacime si oblast, na které
mame integrovat (trojuhelnik).

Dale si potfebujeme urcit meze pro vnitini a vnéjsi integral. VZzdy musime meze urdit tak, aby

vnéjsi meze jiz neobsahovaly nezndmou a obsahovaly jen ¢isla ¢i konstanty. Vnitfni meze naopak
neznamou obsahovat mohou a to tu, kterou integrujeme az jako druhou. Vnéjsi meze pro pro-
ménnou x jsou od 1 do 5 (pro ndzornost si do obrazku miizete oznacit oblast x>1 a x<5). Vnitini
meze pro y jsou ohrani¢ené stranami trojahelnika AB (dolni mez) a BC (horni mez). Strana AB méa
jednoduché vyjadfeni ptimky: y = 2. Potfebujeme si vyjadfit i rovnici druhé pf¥imky, ktera je jen
"protdhnutim"tasecky BC do nekonec¢na. Vime, Ze na pfimce obsahujici ise¢ku BC lezi oba body B
i C, jejichZ soufadnice zndme. Do smérnicového vyjadieni pfimky oba body postupné dosadime,
¢imz ziskdme dvé rovnice o dvou nezndmych, které vyfesime. Smérnicovy tvar rovnice pfimky
vypada takto:

y=kx+gq

Dosazenim za x a y bodu B ziskame:

2="5k+q



1. STATISTIKA 1

Dosazenim za x a y bodu C pak ziskame:

4=k+q

Tyto dvé rovnice od sebe odecteme, tim se zbavime g:

—2 =4k
Potom uz nam vyjde k:
k=-0,5
Nezndmou g vypocitame tak, Ze dosadime k = —0,5 do napfiklad druhé rovnice:
4=-0,5+g¢g
Vysledné g tedy bude:
qg=4,5

Pfimka BC je tedy tvaru:

y=—0,5x+4,5

Kdyz si zakreslime nerovnice pro vSechny meze x>5, x<1,y>2 a y<-0,5x+4,5 zjistime Ze vysledna
oblast piesné popisuje oblast ().

Pocitame néasledujici integral:

5 ,—05x+45 5 27 —05x+4,5 5 /(_ 2
/ / xydydx = / [xy—] dx = / (( 0,5 +4,5) X — éx) dx =
1 J2 1L 2], 1 2 2

25x2 — 4, 20,25 — 4 1 /°
<O’ 52 5x+ 0,25 - )dxz—/ (0,25x3—4,5x2—|—16,25x> dx =
2 )1
1 x4 X3 21° 1 625 125 1
2{0254 453—|—16252L 2[025 S 45 11625 ——( 5=
1 1 17625 1125 1625 1 3 65 1 9%
_4 16,2 — - _ Y A | P Y
/203 716,25 2)] 2{16 6 T8 (16 2+8)] 272



1. STATISTIKA 1

Piiklad 3:

Urcete meze pro vypocet dvojného integralu ohrani¢eného kiivkami Q : x = 0,y = 3 — 2x, x = y?

(integral nepocitejte):
a) [Jqf(x,y)dxdy

b) Otocte meze oproti bodu a).

Reseni:
a) Nejprve si kfivky zndzornime v grafu:

35

25

05

Obrazek 1.1: Graf k ptikladu 3

Oblast, na které budeme integral pocitat, je takové, kterd je ohranicend vSemi tfemi k¥ivkami (vy-
barvena ¢ast obrazku).

vvvvv

pifimkou x=0, dolni mez bude tedy hodnota 0, horni mez musime vypocitat, z obrazku vidime, Ze
se jedna o prinik funkci y = 3 — 2x a x = y?, dosazenim za y ziskdme x-ovou soufadnici:

x = (3—2x)2
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x =9 — 12x + 4x2
0 =09 —13x + 4x?
0=(x—1)4x—-9)

kofeny jsou tedy x=1 a x=9/4. Z obrazku vidime, Ze hledanym kofenem je x=1. Takto jsme ziskali
vnéjsi horni mez pro x 1. Meze vnéjsiho integrélu jsou nasledujici: dolni mez je 0, horni 1 (dolni
hodnotou je mensi ¢islo, horni hodnotou je vétsi z obou ¢isel).

Oblast pro y je ohrani¢end dvéma kfivkami, jejichZ funkéni pfedpis zndme ze zadani, jen ho po-
tfebujeme mit vyjaddfeny pro proménnou y. P¥imka
y=3—-2x

je jiz v pozadovaném tvaru, parabolu

r=Y

musime do spravného tvaru upravit:

y=vx

To jsou meze pro vnitini integrél, kdy dolni mez je v/x a horni mez je 3 — 2x. Zde rozliSeni horni a
dolni meze integrélu zjistime tak, Ze jdeme pro y od 0 (nejniZsi hodnota pro y vybarvené oblasti)
a kiivka, na kterou "narazime"dfive, pfedstavuje dolni hodnotu a kfivka, ktera je vice vzdalen4,

predstavuje horni hodnotu. Vysledny dvojny integral v tomto pfipadé vypadd nasledovné:

/O 1 /;zxf (x,y) dydx

b) Oblast ohranicena kiivkami ze zadani vypada stejné jako v piipadé a). Nyni mdme ovSem oto-
¢ené poradi integrace, tedy vnitini integral poc¢itame podle proménné x a vnéjsi podle proménné

vvvvv

na ose y v 0, ale koncovou soufadnici neumime ihned urd¢it. Spocitame si tedy prisecik k¥ivek

x=0 a y=3-—2x.

Méme dvé rovnice o dvou nezndmych, kdy tu prvni mtZeme dosadit do té druhé a ziskame tim
prisecik

y=3.
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e s

Tedy horni mezi vnéjsiho integrélu je 3. Jak jsme si fekli v pfipad€ a), meze pro vnitini integral jsou
ohranicené kiivkami, které uréime tak, Ze se posouvame po ose od nejnizsitho bodu nasi oblasti,

Vv s

kterym je pro x hodnota 0 aZ po nejvyssi bod, kterym je prisecik kiivek
y=3-2x a x=y>

Dolni mezi tedy bude kfivka x = 0. Horni mez ovSem nedokaZeme urcit jen pomoci jedné kiivky.
Musime si tedy danou oblast rozdélit na dvé podoblasti a spocitdime dva dvojné integraly, které
potom secteme.

35
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Obréazek 1.2: Graf k pfikladu 3 s rozliSenymi podoblastmi

Pro kazdou podoblast nyni dokdZeme horni mez vnitfniho integrdlu bez problému urcit. Rozdé-
lenim ptivodni oblasti se ndm zmeéni i meze pro vnéjsi integral, které budou v prvnim dvojném
integralu od 0 po 1 a ve druhém od 1 po 3. Délici hodnotu y zjistime tak, Ze najdeme prisecik
kfivek

y=3-2x a x=y~

Druhou rovnici dosadime do prvni a ve pfevedeme na jednu stranu rovnice:

y=3-2
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2)2+y—-3=0

Nyni mame kvadratickou rovnici, jejiZ kofeny jsou 1 a —%. Nas zajima ten prvni kofen (priisecik),
nebot ten druhy neleZi v nasi oblasti. Prvni dvojny integral ma pro y meze od 0 do 1 a pro x od 0
po kfivku

x =y,
tedy horni mez je y?. Druhy dvojny integrdl méa vnéj$i meze od 1 do 3 a vnitini meze od 0 po
kiivku

y=3-—2x,
kterou jesSté musime upravit do tvaru
3—y
X =5
Horni mez pro x ma tedy hodnotu 25 Y. Vysledny soucet obou integralti vypadé nasledovné:

/01 /Oyzf(x,y) dxdy+/13 /Otyf(x,y) dxdy

1.1.2 NeteSené piiklady

1. Ur¢ete meze pro vypocet dvojného integralu [[ f(x,y) dxdy a integral nepoitejte:

(@) M:[L1], [2/1], [2.2]
(b) M:[0,0], [2,0], [1,1], [0,1]
(©) M:[2,2],13,2], [2,3], [3/4]
(d) M:[1,2], [34], [14]
(e) M:[1,0], [3,-2], [1,3], [3,5]

2. Urcete meze pro vypocet dvojného integralu [[, f(x,y) dxdy a integral nepotitejte:
@@ y=x*x=y
(b) x=2,x=4y=6y=38
() x=2,x+y=3x=y—4
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10.
11.
12.
13.
14.

dy=Ly=2y=35x+y=—
@ y=x+1)>+1Ly=2

Urcete meze pro vypocet dvojného integrélu [ f(x, y) dxdy a integral nepocitejte:

(@) x=,/y—2,y=2x+50<x<2
(b) 3<y<1ly<x<2

€ -1<y<0y=+vx+1y=3(x—2)
d 5<x<-3x=2y-2),x=%
e 0<y<3y=3x,x—-2y=1

Zaméiite poradi integrace pro nédsledujici integraly:

(a) f fz 4 f(x,y)dx) dy

() Jo (" f(x,y) dx) dy

© Jo (5™ f(x,y) dx) dy

@ [P feoy)dx)dy + [ ([ f(x,y) dx) dy
Spoctéte [[ox¥ dxdy, kde Q = {(x,y) |x €<0,1> Ay €< 1,2 >}.
Spoctéte [[y dxdy, kde Q je uréena vztahy x> —y+2 =0,x+y — 4 = 0.
Spoctéte [ ey dxdy, kde Q) je uréena vztahy x = 0,y = 1,y = 2,y*> = x.
Spoctéte [ y—x2 dxdy, kde Q) je uréena vztahy 1 < x <y < 3.
Spoctéte [[ dxdy, kde Q) je uréena vztahy x +y = 4,x + y = 12,y* = 2e.
Spoctéte [|o x? + y dxdy, kde Q je urdena vztahy y = x?,y* = x.
Spoctéte [[ £ dxdy, kde Q) je urdena vztahy 2 < x < 4,y = x,y = 2x.
Spoctéte [[o eV dxdy, kde Q) je urdena vztahy x +y =2,y =0,y = 1, x = 0.
Spoctéte foy —x+1dxdy, kde Qjeurcenavztahy 1 <y <2,y =x,y =x+ 1.
Spoctéte [[2xy + 1dxdy, kde Q je ur¢ena vztahy



1. STATISTIKA 1

15.

16.

17.

18.

19.

20.

(@ x=0x=2y=0y=2

b) x=0,x=2,y=0y=2,x+y>2
Spoctéte [[ x> + 2y dxdy, kde Q) je uréena vztahy

(@ 0<x<2,y=0y=1+x

b) 0<x<2,y=0y=1+x,y>1

€ 0<x<2,y=0y=14+xy>2—x
Spoctéte [ 2x 4+ y dxdy, kde Q) je uréena vztahy

(@ x=0y=0x+y<3

b) x=0y=0x+y<3x<y

€ x=0y=0x+y<3x>y
Spoctéte [[o 1+ xy + x* + y* dxdy, kde Q) je uréena vztahy
@y=2x,y=2x—-2,0<y <2

b)) y=2x,y=2x-2,0<y<2,x<1
Qvyv=2xy=2x—-20<y<2,x—y>0
Spoctéte [ 1dxdy, kde Q je uréena vrcholy obdélniku
(@) [0,0], [2,0], [0,4], [2,4]

(b) [0,0], [2,0],[0,4], [2,4] a plati y +2x > 4

(c) [0,0], 2,0],[0,4], [2,4] aplatiy < 2x.

Spoctéte [ x? dxdy, kde Q je urdena vztahy
(@) x>0,2x><y<2
(b) x20,2x2§y§2,x+y21
Vypocitejte konstantu a > 0:
(@) [y fo 20xy dxdy = 405
b) [y Joe*dxdy =e—1
© Jo Jox—y+1dxdy =25
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) [y fo 4xy + x — ydxdy = 2404
€ [y Jox+ydxdy =38
® [y fo 2x* 4+ 3y* dxdy = 2160

21. Vypocitejte integral s kladnou konstantou a:
@ fo [} 7 dxdy
©) [ fif gray dady
(© [1 [7(2x +3a)? — 7xy dxdy
@ f [26(xy+ax® + ay?) dxdy
(e) fiz ff ae™ + xy dxdy
® fy [2) & +e¥ dxdy
22. Vypoctéte integral s kladnou konstantou a:
@) 7 [ L +x+ydxdy
o) [Z fo\/y /4y + ax dxdy
© [°, fzyﬂ 2a — xy? + 3axy dxdy
) f; f (3x +ay)2dxdy
(e) fo (a+x)?+ (a+y)?dxdy
23. Spoctéte jednoduchy urcity integral:
(a) foz e, dx
(b) [1,bx2(12 — x) dx
(c) fol VX + x%dx
(d) 2 x ;2x1+1 dx
(e) f8 22 dx

24. Spoctéte jednoduchy neurcity integral:

10



1. STATISTIKA 1

(@) [2+e *dx
(b) f x+32+x3 dx

© [ i—jrg dx

(d) [ 25 dx

X

(e) f4x+€2lxdx

1.2 Pravdépodobnost
1.2.1 Resené piiklady
Piiklad 1:

Ve tfidé mame 30 studentti, z toho je 17 chlapcti a 13 dévcat. Do senatu pottebujeme nahodné
vybrat 5 studentti. Jakd je pravdépodobnost, Ze:

a) vsichni vybrani studenti budou chlapci,
b) nejvyse 1 vybrany student bude chlapec,

¢) nejméné 1 vybrany student bude dévce?

Resgeni:
a) Oznacme: A ... jev vSichni vybrani studenti jsou chlapci.

Chceme, aby vSech 5 studentti vybranych do senatu byli chlapci, ale neni pro nas podstatné v jakém
poradi budou vybréni a zaroven Zddny z chlapcti nemtiZe zastavat vice funkci v sendtu, proto pro
vybér pouZijeme kombinace bez opakovani. Vybereme tedy ze vSech chlapcti (17) poZadovanych

5. Takovy vybér udéldame pomoci kombinac¢niho ¢isla:

m(A) = (157) _ 6188

Cislo m(A) znadi pocet moznych vysledkii piiznivych hledanému jevu A. (Jiny zptisob vypoctu je
uvazovat, Ze pro vybér prvniho chlapce mdme 17 zptisobfi, pro vybér druhého chlapce mame 16
zpusobti a tak déle aZ pro vybér patého chlapce mame 13 zptisobfi, tedy celkem 17-16 - 15-14 - 13
zptisobt jak vybrat chlapce do senédtu. V tomto pripadeé jsme ale chlapce vybrali v urcitém poradi,
ale nam na pofadi nezaleZi, musime zjistit kolik je tedy moznych prohozeni mezi péti chlapci a

11



1. STATISTIKA 1

timto ¢islem vysledek podélit, abychom se tohoto pofadi ,zbavili”. Pfedstavme si, Ze mame pét
zidli, na které chceme chlapce usadit a my chceme védét, kolik je rtiznych moZnosti rozsazeni
téchto chlapci, to bude odpovidat vSem moznym prohozenim mezi chlapci. Tedy na prvni zidli
muZeme usadit jednoho z péti chlapcti, mdme tedy 5 moZnosti, jak chlapce vybrat, pomyslné po-
sadme jednoho z chlapcti na tuto zidli a pokracujme obsazovanim druhé Zidle, na ni mtZeme
posadit jednoho ze zbylych ¢tyf chlapcti a takto pokracujeme dal aZ na pétou zidli ndm zbude
posledni chlapec, tedy médme 5-4-...-1 = 5! moZnosti. Celkové pro vybér do sendtu mame
m(A) = 171601413 — 6188 moznosti. ).

Nyni potfebujeme znat i pocet viech moznych vysledkt m(Q). Tedy ze vSech studentti bez ohledu
na pohlavi vybereme 5 studentti. Tento vybér opét provedeme pomoci kombinaéniho ¢&isla:

m(Q) = (350) _ 142506

Klasicka pravdépodobnost P(A) ukazuje pomér mezi pfiznivymi vysledky a vSemi moZnymi vy-
sledky. Proto dame obé kombinaéni ¢isla do zlomku a zjistime vyslednou pravdépodobnost:

~m(A) _(Y) 6188
m(Q) — (V) 142506

= 0,0434

Pravdépodobnost, Ze do sendtu vybereme 5 chlapcti je tedy 4,34% .

b) Ozna¢me: B ... jev do senédtu vybereme nevyse jednoho chlapce,
B; ...jev do senatu vybereme pravé jednoho chlapce,
B, ... jev do sendtu nevybereme Zadného chlapce.

Ptiznivé vysledky budou v tomto pfipadé takové, kde ve vybrané skupiné bude bud pravé 1 chla-
pec (a 4 dévcata), nebo zde nebude zadny chlapec (tedy vybereme 5 dévcat).

P(B) = P(B; UB,) = P(By) + P(By) — P(B; N By)

Pravdépodobnost, Ze ve skupiné bude pravé 1 chlapec, se spocité takto:

Cm(By) () 17-715
P(By) = m(Ql) - 1(350)4 142506

= 0,0853

Pravdépodobnost, Ze ve skupiné nebude zadny chlapec, ziskdme nésledovné:

12



1. STATISTIKA 1

_m(By) _ ()(5) _ 11287

P — — — —
(Ba) = @) (%) T 142506 0,000

Pravdépodobnost, Ze ve skupiné bude prave jeden chlapec a zaroven Zadny je nulové (pravdépo-
dobnost nemoZzného jevu). Tedy jevy B; a B jsou neslucitelné. Celkem

P(B) = P(B1 UBy) = P(By) + P(By) — P(B1 N By) = 0,0853 40,0090 — 0 = 0, 0943.
¢) Oznac¢me C ... jev nejméné jeden vybrany student bude dévce.

V tomto p¥ipadé chceme ziskat takovou skupinu studentti, ve které je alesporn 1 divka. Mtizeme
pouzit podobny postup jako v minulém pfipadé, tedy secist pravdépodobnosti toho, Ze ve skupiné
je postupné 1 divka, 2 divky, 3 divky, 4 divky a 5 divek. Jednodussi a rychlejsi ovsem bude takovy
postup, ve kterém si spocitaime jev opaény P(C’), tedy Ze ve skupiné budou sami chlapci. Tuto
pravdépodobnost jsme jiz spocitali v bodé a) a je rovna:

P(C') = P(A) = 0,0434.

Abychom ziskali hledanou pravdépodobnost, tedy Ze ve skupin€ bude alespor jedno dévée, mu-
sime ziskanou pravdépodobnost odecist od 1:

P(C) =1—P(C') =1—0,0434 = 0,9566

Piiklad 2:

Jaka je pravdépodobnost, zZe pfi hodu dvéma kostkami (kostky jsou navzédjem rozlisitelné):
a) padne lichy soucet bodti na kostkach,
b) na obou kostkach padne 6?

Resent:

a) Ozna¢me D ... jev padne lichy soucet bodti na kostkach
Musime si urcit, jaké soucty mtiZeme dvéma kostkami ziskat. Zjistime, Ze soucet se mtiZe pohy-
bovat mezi 2 a 12. Liché soucty tedy budou:
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3,5,7,9,11.

Pro kazdy z téchto souctti si napiSeme vSechny moZnosti, které 1ze dvéma kostkami vytvofit:

3:14+2,2+1

5:1+4,4+1,2+3,3+2

7:1+6,6+1,2+55+2,3+4,4+3

9:3+6,6+3,4+5,5+4
11:5+6,6+5

Vidime, Ze pocet priznivych vysledk je pro kazdy soucet (soucet: pocet pFiznivych vysledkil):

3:2 5:4 7:6 9:4 11: 2

Dohromady tedy mame 18 pfiznivych vysledkd. Nyni potfebujeme ziskat pocet vSech moZznych
vysledkdl. Po¢et moZznych vysledkti na prvni kostce je 6, na druhé kostce je poc¢et moznych vy-
sledkti také 6, tedy pfi hodu dvéma kostkami mame 36 moZnych vysledkii.

Pravdépodobnost, Ze ndm padne lichy soucet bodi, spocitdme jako podil:

_ 18
-5 =

b) Ozan¢me E ... jev na obou kostkédch padne Sestka
Pocet pfiznivych moznosti m(E)=1. Pocet vSech moznosti zndme z bodu a):

P(D) 0,5

P(E) = % = 10,0278

Piiklad 3:

Zkousku tspésné slozi 69 % studenttl. Ze zkuSenosti vime, Ze pokud se studenti pfipravi, s 90 %
pravdépodobnosti zkousku tispésné sloZzi. K testu se ale pripravilo pouze 75 % studentti. Jakou
pravdépodobnost na tspéch ve zkouSce mé student, ktery se nepfipravil? (Tedy jaka je pravdeé-
podobnost, Ze zkousku sloZi, pfestoZe se na ni neucil?) Jakd je pravdépodobnost, Ze se ndhodné
vybrany student neucil, pokud vime, Ze zkousku sloZil?

14
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Resenti:
Nejprve si vypiSeme dtilezité informace ze zadani a ozna¢ime si pottebné jevy pismeny.
1. jev A —student se p¥ipravi na zkousku, P(A) = 0,75
2. jev A’ — student se nepftipravi na zkousku, P(A’) =1—-P(A)=1-0,75=0,25
3. jev B —student tspésné slozi zkousku, P(B) = 0,69
4. pokud se student p¥ipravi, slozi zkousku s danou pravdépodobnosti — P(B|A) = 0,9

Potfebujeme zjistit pravdépodobnost tspéchu studenta, ktery se na zkousku nepfipravil, tedy
P(B|A’). Dale chceme znat pravdépodobnost toho, Ze student, ktery zkousku slozil, se na ni ne-
piipravil, tedy P(A’|B). Prvni hledanou pravdépodobnost zjistime z pomoci iplné pravdépodob-
nosti:

P(B) = P(B|A)P(A) + P(BJA")P(A")

Z této rovnice si vyjadiime potfebnou pravdépodobnost a dosadime hodnoty:

P(B) — P(B|A)P(A) 0,69—-0,9-0,75
P(A") N 0,25

Pravdépodobnost, Ze uspéje student, ktery se na zkouSku nepftipravil je 6%.

=0,06

P(B|A) =

Z Bayesova vzorce vypocitdme druhou hledanou pravdépodobnost nasledovné:

P(Y|X)P(X) P(B|A")P(A’)  0,06-0,25
 P(Y) P(B) 0,69

Pravdépodobnost, Ze se student nepfipravoval, kdyZ vime, Ze zkousku sloZit je 2,17%.

P(X|Y) = — P(A'|B) = = 10,0217

Priklad 4:

Hodime jedenkrét hraci kostkou a zajimd nés pravdépodobnost téchto jevii:
a) Jev A: Na kostce padne 1.
b) Jev B: Padne lichy pocet tecek.

¢) Jev C: Padne cislo vétsi nez 4.
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d) Jev D: Padne sudé ¢islo, které je vétsinez 3.

e

f)y AUC

g) CND

)
) B
)
)
h) C\B

i)

i) BPnc’

2

Resent:
a) Vime, ze hraci kostka ma 6 stran, pocet v8ech moznych vysledki je tedy m(Q) = 6. Jen jedno z
Sesti ¢isel je 1, tedy m(A) = 1. Pravdépodobnost jevu A je tedy:
m(A) 1
(4) = s =2
m(Q) 6
b) Opét pouzijeme stejnou logiku jako v prvnim pfipadé. Licha ¢isla jsou na kostce tii: 1,3,5. Prav-
dépodobnost jevu B je tedy:
m(B) 3 1
B) = i) =6~ 2

¢) Cisla vétsi nez 4 jsou dvé: 5 a 6. Pravdépodobnost jevu C je:

m(C) 2 1

(©) =) "6 3

d) Suda ¢isla jsou na kostce tfi: 2,4,6. Cisla vétsich neZ 3 jsou na kostce tfi: 4,5,6. Tedy suda ¢isla,
ktera jsou vétsi nez 3, jsou jen dvé: 4 a 6. Pravdépodobnost jevu D je:

m(D) 2 1
( ) = —_— = - = —
m(Q) 6 3
e) Nyni chceme zjistit pravdépodobnost jevu opacného k jevu B. Vime, Ze soucet pravdépodob-

nosti jeva B a jevu k nému opa¢nému, je 1. Tedy pravdépodobnost jevu B’ spocitédme takto:

P(B)=1-P(B)=1-7=>

f) Pravdépodobnost, Ze padne 1 nebo Ze padlé ¢islo bude vétsi nez 4 spocitame podle vzorecku:
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P(AUC) = P(A) + P(C) — P(ANC)

K tomu ndm chybi jesté vypocet pravdépodobnosti soucasného nastoupeni obou jevii. Jaka je prav-
dépodobnost, Ze ndm padne 1 a zaroven bude ¢islo vétsinez 4? Nulov4, takovy hod nemtize nastat,
tyto dva jevy nemohou nastat zéroven, jsou neslucitelné tj. P(A N C) = 0. Poc¢itdme tedy:

1 1 1
P(AUC) = P(A)+P(C) = P(ANC) = 2+ +0 =7
g) Hledame prunik dvou jevt. Jev C = {5,6}, jev D = {4,6}. Vidime, Ze priinikem je jen ¢islo 6.
Pravdépodobnost priniku téchto dvou jevii je:

m(CND) 1
p D)= ———=-
(CND)=="a) ~ &
h) V tomto pfipadé pocitame rozdil jevii. Chceme, aby nastal jev B, ale uvazujeme jen ty piipady,
které se neobjevi v jevu C. Jev B = 1,3,5, jev C = 5, 6. Tedy pfipustné pfipady jsou hody 1 a 3 (5
patiiido jevu C, coZ nechceme). Po¢itdme:
m(C\B) 2 1

PEOB==1@) 6 3

i) Jev opa¢ny kjevu Bje B’ = {2,4, 6}, tedy padne sudy pocet tecek. K jevu C je pak jevem opa¢nym
C' ={1,2,3,4}, tedy nepadne ¢&islo vétsi nez 4. Poitdme prunik, coz jsou ¢isla 2 a 4:

Bnc) 2 1
P(B’ ,:m(—:_:_
(BNC)==—"@ 6 3

Pfiklad 5:

Pravdépodobnost, Ze student spocita priklad (jev A), je 0,4. Pisemna zkouska se sklada z 10 pii-
kladti. Jaka je pravdépodobnost, Ze student spocita alespon 1 ptiklad?

Resent:

Chceme znat pravdépodobnost toho, Ze student spocita alespori 1 z 10 pfiklada.
Oznacme: B ... jev studen spocita alespori jeden z deseti pfiklad,
B; ... jev student spocitd i-ty pfiklad
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Tedy spocita bud' 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8,9, nebo viech 10 ptikladti B = B; U B, U ... U Bjp. Nyni mame
dvé moZnosti. Mizeme jednak spocitat pravdépodobnosti pro vSechny vySe zminéné moZnosti
spocitanych piikladt, nebo spocitdme pravdépodobnost opa¢ného jevu (jev B = B{ N B, N...N
Bj,) a tu ode¢teme od 1, ¢imz ziskdme stejny vysledek. Opaénym jevem v nasem piipadé je to, ze
student nespocita ani jeden pfiklad. Druha moznost je poc¢etné mnohem jednodussi, ukdZeme si
tedy tu.

Pravdépodobnost toho, Ze student nespocita ptiklad, zjistime pomoci opa¢ného jevu jevu A:

P(B))=1-P(B)=1-0,4=0,6
Prikladt ovSsem mame 10 a potfebujeme, aby student nespocital ani jeden z nich a pfedpokladame,
Ze vypocty jednotlivych ptiklad jsou navzdjem nezdvislé. Poc¢itame dale takto:
P(B') = P(B{NB,N...NB},) = P(B})-P(B})-...- P(B}y) = 0,6° = 0,006

Nyni uz jen zjisténou pravdépodobnost ode¢teme od 1 a ziskame tim pravdépodobnost jevu B:

P(B) =1—P(B') =1—0,006 = 0,994

1.2.2 NefteSené piiklady

1. Jaké je pravdépodobnost, Ze pfi hodu hraci kostkou padne:

(a) sudé cislo,
(b) liché ¢islo,
(c) cislo 8,
(d) cislo vétsi nez 2?
2. Hazime dvakrat kostkou. Rozhodnéte, zda jsou nédsledujici jevy navzdjem nesluditelné, sto-
chasticky nezavislé:
(@) V prvnim hodu padne sudé ¢islo, v druhém hodu padne 6.
(b) Soucet padlych hodnot na obou kostkach je 3 a na obou kostkach padla alespori 2.
(c) V prvnim hodu padne ¢islo mensi nez 3 a v druhém padne vétsi nez 3.
(d) V obou hodech padne 3.
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(e) V obou hodech padne ¢islo mensi neZ 2 a v obou hodech padne sudé ¢islo.
(f) V prvnim hodu padlo sudé ¢islo, ve druhém hodu padlo liché ¢islo.
3. Jaké je pravdépodobnost, Ze pfi hodu dvéma kostkami (feSte obéma zptisoby, kdy kostky
jsou i nejsou navzdjem rozlisitelné):
(a) bude soucet bodt na kostkach 10,
(b) bude soucet bodt na kostkach vetsi nez 7,
(c) padnu dvé stejna ¢isla,

(d) alespor na jedné kostce padne sudé &islo?
4. Hodime dvakrat hraci kostkou. Jakd je pravdépodobnost, Ze:

(a) padne soucet 10,

(b) padne soucet vetsi nez 10,

(c) padne alespori jedno liché ¢islo,
(d) padne préaveé jedno sudé &islo,
(e) nepadne ani jednou ¢tyika,

(f) padne nejvyse jednou Sestka?
5. Jaké je pravdépodobnost, Ze pfi hodu tfemi stejnymi mincemi najednou:

(a) padne alespori na jedné rub,

(b) nepadne ani jednou lic,

(c) padne na vSech tfech rub,

(d) padne ¢islo vétsinez 2,

(e) padne na dvou minci lic a na jedné rub?

6. Maminka slibila détem, Ze jim koupi zmrzlinu (Pfedpoklddejme, Ze maminka slib dodrzi).

Déti ze zkuSenosti vi, Ze maminka koupi nanuky, pokud $la nakupovat do supermarketu s
pravdépodobnosti 90%, pokud nesla nakupovat do supermarketu, koupi kopeckovou zmrz-

linu s pravdépodobnosti 70%. (Maminka nekupuje jiné druhy zmrzliny nez kopeckovou a
nanuky). Maminka jde nakoupit do supermarketu ve ¢tyfech z péti ptipada.

(a) Vypoctéte pravdépodobnost, Ze maminka koupi nanuky.
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(b) Pokud maminka koupila kopec¢kovou zmrzlinu, jakd je pravdépodobnost, Ze nakupo-
vala v supermarketu?

(c) Jsou jevy ,maminka koupi nanuky” a ,,maminka nakupuje v supermarketu” nesluci-
telné? Odpovéd zdtvodnéte.

(d) Urcete pravdépodobnost, Ze maminka koupi nanuky nebo nakupuje v supermarketu.

7. Z balicku karet (32 karet) vybereme postupné dvé karty. Jako druhou kartu jsme vytahli
krale. Jak4 je pravdépodobnost, Ze i prvni karta bude kral?

8. Na zakladé obrazku "Zadani 1"a dodate¢nych informaci odpovézte na nize polozené otazky.
Informace: P(A1) = P(Ay) =1/2,P(A3) = P(Ay) =1/6aP(AsNAy) =1/12
(a) Rozhodnéte a zdtivodnéte, zda jsou jevy A; a A3z neslucitelné.
(b) Rozhodnéte a zdtivodnéte, zda jsou jevy A; a Aj stochasticky nezavislé.
(c) Rozhodnéte a zdivodnéte, zda jev A1 md za dtsledek jev Aj.
(d) Urcete: P((A1UAy) N (A3U Ay)')
(e) Urcete: P((A1 U Ap) U A3)
9. Na zédkladé obrazku "Zadani 2"a dodate¢nych informaci odpovézte na niZe polozené otazky.
Informace: P(A;) =0,5,P(A) =0,3, P(A3) = P(As) =0,1aP(A1 N Ap) =0,05
(a) Rozhodnéte a zdtivodnéte, zda jsou jevy A4 a A3 nesluditelné.
(b) Rozhodnéte a zdtivodnéte, zda jsou jevy A; a A; stochasticky nezavislé.
(c) Rozhodnéte a zdtivodnéte, zda jev A1 ma za dtisledek jev Aj;.
(d) Ureete: P((A1U Ap) N (A3 U Ay)')
(e) Urcete: P((A1U Ay) U As)

10. Cislice 1,2, 3,4, 5 jsou napsané na 5 kartdch. Nahodné vybereme dvé karty a naskladdme
je vedle sebe v tom poradi, v jakém jsme je vybrali. Vypocitejte pravdépodobnost, Ze takto
vzniklé dvouciferné ¢islo

(a) bude liché,

(b) zacina sudou ¢islici.
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11.

12.

13.

14.

A 1 :A2 Al
A4 AS A4 A3
Ay
(a) Zadani 1 k ptikladu (b) Zadani 2 k pitkladu[9]

Z balicku ( 32 karet) vybereme dvé karty, pficemZ kartu po vytaZeni ihned vratime do ba-
licku. Jaka je pravdépodobnost, Ze:

(a) obé karty budou mit stejnou barvu,
(b) obé karty budou krél,

(c) jedna karta bude eso a druhé kral?

Necht Q = {1,2,...,12}. Uvazujme jevy A = {6,7,8,9,10,11}, B = {1,3,5,7,9,11} a C =
{2,5,8,11}.

(a) Jsoujevy A, B, C nezavislé? DokaZzte.
(b) Sjakou pravdépodobnosti nastane alespori jeden ze vSech tfijev?
(c) Sjakou pravdépodobnosti nastanou vSechny tfi jevy zaroven?

Z balicku karet (32 karet) vybereme postupné tfi karty. Jakd je pravdépodobnost, Ze:

(a) druha karta bude eso,
(b) minimdlné jedna karta bude eso,

(c) prvni karta bude eso a druhd bude kral?

Mame 15 podnikti: 7 malych, 3 stfedni a 5 velkych. Nahodné vybereme 4 podniky. Jak4 je
pravdépodobnost, Ze jsme:

(a) vybrali dva malé, 1 stiedni a 1 velky podnik,
(b) vybrali dva malé a dva velké podniky,
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

(c) nevybrali ani jeden maly podnik?

Ve firmé je 30 zaméstnanc@i: 21 muZz a 9 Zen. Losovanim se vyberou tfi vedouci. Jaka je
pravdépodobnost, Ze mezi vedoucimi:

(a) budou zastoupena obé pohlavi,

(b) muzské pohlavi nebude zastoupené?
Do firmy nastoupili 4 novi zaméstnanci: Ale§, Jan, Anna, Michal. Dvojice, ve kterych budou

spolupracovat, budou urcené losem. Jaké je pravdépodobnost, Ze Ale$ bude spolupracovat
s Michalem a Jan s Annou?

Maéame 40 vyrobki: 32 dobrych, 8 zmetkd. Ndhodné vybereme 4 vyrobky. Jakd je pravdépo-
dobnost, ze:

(a) anijeden vyrobek nebude zmetek,

(b) pravé 3 budou dobré,

(c) nejvyse 2 budou zmetky?

Jaka je pravdépodobnost, Ze slovem ndhodné sestavenym z pismen A, A, L1, K,S,S, T, T, T
bude STATISTIKA?

Dva kamaradi spolu maji chodit pravidelné kazdy tyden na squash. OvSem pravdépodob-
nost, Ze pfijde prvni kamardd, je jen 40 % a pravdépodobnost, Ze ptijde druhy, je 80 %. Prav-
dépodobnost, Ze se objevi alesporijeden z nich, je 90 %. Jaka je pravdépodobnost, Ze si squash
zahraji (tedy Ze pfijdou oba)?

V knihovné mame 10 ekonomickych knih postavenych vedle sebe. Jak je pravdépodobnost,
ze:

(a) dveé urcité knihy budou vedle sebe,

(b) ze mezi dvéma urcitymi knihami bude pravé jedna jina kniha?

Jev A znamen4, Ze alespon jeden ze tii ekonomil neumi vypocitat tento piiklad. Jev B zna-
mend, Ze alespon tti ze ¢tyf ekonomt neumi vypocitat tento ptiklad. Co znamenaji jevy A’,
B, AUB, A'NB?

Ve skupiné 10 osob se nachézi 5 Sikovnych a 5 neSikovnych student(i. Ndhodné vybereme 6
studentt. K tomu, aby skupina vytvofila sluSny projekt, ale aby se mezi sebou moc Sikov-
nych studentti nehddalo, potfebujeme, aby mezi ndhodné vybranymi studenty byli praveé
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23.

24.

25.

26.

27.

2 Sikovni. Jaka je pravdépodobnost, Ze se ndm podaii vybrat skupinu 6 osob, kde pravé 2
studenti budou Sikovni?

Vybirame tfikrat ze sacku, ve kterém se nachédzi 5 zmetki a 12 dobrych vyrobkii. Po vytazeni
vyrobky nevracime. Jev A znamend, Ze vybereme tfi zmetky. Jev B znamen4, Ze nejvyse jeden
z vytaZenych vyrokt bude zmetek. Jakd je pravdépodobnost jevu A, B, A U B?

11 studentti jde vecer po pfednésce do kina. Maji koupené listky v jedné fadé bez pferuseni a
domlouvaji se, jak budou sedét. Vime, Ze Adéla nechce sedét vedle Dominika a Ze Klara chce
sedét vedle Ondry. Pfedpokladdme, Ze kazdé jméno se ve skupiné vyskytuje pravé jednou.
Jaka je pravdépodobnost, Ze se Adéle a Klafe pfi ndhodném losovéni listka splni pfani?

Pokud maminka nakupovala v supermarketu, koupila zmrzlinu s pravdépodobnosti 0,8.
Jestlize maminka nenakupovala v supermarketu, nekoupila zmrzlinu s pravdépodobnosti
0,4. Pravdépodobnost, Ze maminka koupila zmrzlinu je 0,6. Urcete:

(a) sjakou pravdépodobnosti maminka nakupovala v supermarketu.

(b) sjakou pravdépodobnosti maminka nakupovala v supermarketu, pokud koupila zmrz-
linu.

(c) zda jsou jevy maminka nakupovala v supermarketu a maminka koupila zmrzlinu sto-
chasticky nezavislé.

Mame mnoZinu () v8ech ¢tyfcifernych ¢isel sestavenych z cifer 0, 1, 2, 3, 4, 5.

(a) Kolik ¢isel mnozina () obsahuje?

(b) Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrané ¢islo z () bude slozeno z rtznych cifer?
(c) Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrané ¢islo z () bude sudé?

(d) Jaké je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrané ¢islo z () bude obsahovat 1 a 2 vedle

sebe?

Dvakrat po sobé hdzime kostkou. Jev A znaci, Ze v druhém hodu padne jiné ¢islo nez v
prvnim hodu. Jev B potom znaci, Ze v druhém hodu padne vétsi ¢islo nez v prvnim. Spoctéte:
(@) P(ANB)
(b) P(AUB)
(c) P(A|B)
(d) P(B[A)
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(e) P(A')

28. Podnik si vybira 2 ze 3 nejvétsich mést v Ceské republice, ve kterych otevie nové pobocky.

29.

30.

31.

Vime, Ze nepreferuje Zddné mésto ani Zddnou kombinaci mést pfed jinou. Jakd je pravdépo-
dobnost, ze

(a) mezi vybranymi meésty bude Ostrava,

(b) mezi vybranymi mésty nebude Brno,

(c) podnik vybere Brno a Prahu?
50 student(i se md rozdélit do tfi cvicebnich skupin, kdy v prvni skupiné (A) bude 15 stu-
dentti, ve druhé (B) 16 studentti a ve tfeti (C) 19 studentti. Jaka je pravdépodobnost, Ze urcity
student bude

(a) ve skupiné B,

(b) ve skupiné A nebo B,

(c) nebude ve skupiné C?

Pravdépodobnost jevu A je 0,4, jevu B je 0,6 a jevu C je 0,3. Déle vime, ze P(ANB) = 0,2,
P(ANC)=0,P(BNC)=0,1, P(ANBNC) = 0. Ur¢ete pravdépodobnost jevii:

(@) A’

(b) (AUB)

(¢) (B'UC'Y

(d) (ANB)U(ANC)
(e) (BUC)

() (AUBUC)

Mame dvajevy A a B, které maji neprazdny priinik. DokaZte, Ze pravdépodobnostjevu AN B
se rovna pravdépodobnosti jevu (A’ UB’)".

32. Jakub si chce zaloZit firmu a zacit podnikat. Pro zaloZeni musi splnit 2 podminky: tispésné

dokoncit Skolu a ziskat ptijcku (tyto 2 jevy jsou nezavislé).

e Skola: Na zavére¢nych zkougkach bude Jakuba zkouset 5¢lennd komise, jejiz clenové
jsou ndhodné vybrani z 12 profesorti. Z toho 7 profesorii je hodnych a 5 je pfisnych.
Aby Jakub sloZil zkousku, v komisi musi byt vétSina profesort hodnych.
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

¢ Pujcka: Jakub ma 20% pravdépodobnost ziskdni pijcky v nahodné vybrané bance.

Ptedpoklddejte, Ze pro Jakuba je pravdépodobnost ziskdni ptijcky ve vSsech bankéch stejna. V
kolika bankach musi Jakub poZadat o ptij¢ku, aby pravdépodobnost, Ze se mu podafi zaloZit
firmu, byla alespori 0,5?

Na zkousce jsou zkouSeny tfi okruhy otdzek. Student bude mit ndhodné vylosovéan jeden ze
tfi okruhti. Vi, Ze z okruhu A umi 60 %, okruh B umi na 85 % a okruh C zvlada na 80 %.

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze ho ze zkousky vyhodi?
(b) Jaka je pravdépodobnost, ze ho vyhodi z okruhu B?

(c) Kdyz zkousku tispésné sloZi, jaka je pravdépodobnost, Ze ji slozi s okruhu C?

Pravdépodobnost jevu A je 0, 2. Pravdépodobnost jevu B je 0, 6. Pravdépodobnost jevu A N B
je 0,4. Zjistéte, zda jsou jevy A a B stochasticky nezavislé.

Ze vSech déti ve tfidé mé 70 % rddo ¢okoladovou zmrzlinu a 35 % mé rddo ¢okolddovou i
vanilkovou zmrzlinu. Kolik procent déti, které maji rddy cokolddovou zmrzlinu, ma rado i
vanilkovou?

Hodime dvakrét po sobé hraci kostkou. Jev A znamena, Ze v prvnim hodu padlo sudé &islo.
Jev B znamend, ze v druhém hodu padlo ¢islo vétsi nez 3. Jev C znamend, Ze v obou hodech
padlo liché ¢&islo.

(a) Vypiste vSechny mozné vysledky hodt p¥iznivé jeviim A, B, C.

(b) Zjistéte, zda jevy A, B, C jsou stochasticky nezdvislé.

100 lidi si koupilo auto. Z nich 40 si pfikoupilo i alarm, 30 airbagy navic a 20 z nich si pfi-
koupilo jak alarm, tak i airbagy navic. Pokud si nahodné vybrany kupec koupil alarm, jaka
je pravdépodobnost, Ze si koupil také airbag?

Z minulého ro¢niku predmétu Statistika 1 vime, Ze ze vSech 309 studentti zkousku tispésné
sloZilo 240. Na prvni pokus zkousku udélalo 141 studentii. O vybraném studentovi vime, Ze
neudélal zkousku na prvni pokus, ale nevime, zda se mu ji podafilo udélat na dalsi dva po-
kusy, nebo jestli musi pfedmét opakovat. Jakd je pravdépodobnost, Ze student zkousku slozil
a nemusi tedy pfedmét opakovat? Zkuste spocitat pomoci podminéné pravdépodobnosti.

Tii studenti musi sloZit stejnou zkousku (pfi sklddani zkousky od sebe neopisuji). Pravdé-
podobnost, Ze student A zvladne zkousku, je 0,7. Druhy student B zkousku zvladne s prav-
dépodobnosti 0,5. Tteti student C zkouskou tispésné projde s pravdépodobnosti 0,9.
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze alespor studenti B a C zvladnou zkousku?

(b) Pokud vime, Ze prvni student A zkousku sloZil, jakd je pravdépodobnost, Ze ji nesloZi
zbyvajici dva studenti?

(c) Jaka je pravdépodobnost, Ze zkousku sloZi jen studenti A a B?

Ptiklad vychazi z této kontingen¢ni tabulky:

Mada mazlicka Nema mazlicka | Celkem
Muz 0,41 0,08 0,49
Zena 0,45 0,06 0,51
Celkem 0,86 0,14 1

Spoctéte, kolik Zen nemé mazlicka a dale urcete pravdépodobnost toho, ze nahodné vybrana
osoba vlastnici mazlicka je muz.

Pravdépodobnost vyskytu jevu A je rovna 0,2 a je pfi kazdém pokusu stejnd a pokusy jsou
navzajem nezdvislé. Pokusy se opakuji tak dlouho, dokud jev nenastane. Jaka je pravdépo-
dobnost, Ze se bude muset provést ¢tvrty pokus?

Z 50 zaméstnanct podniku, ze kterych je 30 muZzd, se vybiraji ndhodné 4 zaméstnanci. Jaka
je pravdépodobnost, ze

(a) vsichni vybrani zaméstnanci budou Zeny,

(b) prvni tfi zaméstnanci budou muZi a posledni bude Zena?

Kolik je tfeba vzit ¢isel z tabulky ndhodnych celych ¢isel (sudych a lichych ¢isel je v tabulce
stejn€), abychom s pravdépodobnosti 0, 9 mohli tvrdit, Ze je mezi nimi sudé ¢islo? (Napovéda:
Oznac¢me A; takovy jev, kdy vybereme sudé ¢islo v j-tém tahu.)

V urné jsou dvé koule: ¢ernd a bild. Vybirame koule tak dlouho, dokud nevybereme ¢ernou
kouli, pficemZ kdykoliv vytdhneme bilou kouli, hodime ji zpét do urny a pfiddme tam jesté
dalsi dvé bilé koule. Jaka je pravdépodobnost, Ze pti prvnich 4 tazich ¢ernou kouli nevytah-
neme?

Firma odebira stejné vyrobky od dvou dodavatelti. Od prvniho dodavatele odebira mési¢né
8000 vyrobkii, ze kterych je 10 % vadnych. Od druhého dodavatele odebira mési¢né 2000
vyrobkd, ze kterych je 5 % vadnych. Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany vyrobek
z mési¢ni doddvky je vadny? Pokud je vyrobek vadny, jaka je pravdépodobnost, Ze pochazi
od:
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46.

47.

48.

49.

50.

51.

(a) prvniho dodavatele,
(b) druhého dodavatele?

Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi hodu dvéma kostkami padly dvé Sestky, jestlize vime, Ze
soucet padlych tecek je d€litelny Sesti?

Preruseni elektrické sité¢ mtiZe nastat nasledkem poruchy elementu K nebo dvou elementti
K1 a Kp. Pravdépodobnost poruchy elementu K je 0,3. Pravdépodobnosti poruchy elementti
Kj a Kj jsou 0,2. Poruchy nastédvaji nezdvisle na sobé. Urcete pravdépodobnost prerusent sité.

Obrazek 1.3: Schéma k pfikladu

Tti lovci vyrazili na lov divokého kance. VSichni nardz vysttelili a kanec padl. Zjistili, ze
kance trefila jen jedna ze tii kulek. Pravdépodobnosti zdsahu jednotlivymi stfelci jsou 0,2;
0,4; 0,6. Urcete pravdépodobnost, Ze kance zasttelil:

(a) prvni lovec,

(b) druhy lovec,

(c) treti lovec?
V domeé se nachézi pét bytt. V jednom Ziji dva muZi, v druhém Zena a tfi muZi, ve tfetim dvé
Zeny a tfi muzi, ve ¢tvrtém Sest Zen a jeden muZz a v poslednim Zije manZelsky par. Jestlize

zaklepeme na dvefte a otevie Zena, s jakou pravdépodobnosti jsem se dostali k manZzelskému
paru?

Predpokladejme, Ze mame Skolu s 60 % chlapcti a 40 % divek. V8ichni chlapci nosi kalhoty.
Z divek nosi kalhoty polovina. Pozorovatel vidi z délky studenta v kalhotach. Jaké je prav-
dépodobnost, Ze tento student je divka?

Ucitel Kubik prijde do tfidy, kde je 30 % lhaft, 15 % naladovych a 55 % normélnich stu-
dentdi. LhafilZzou s pravdépodobnosti 0,9. Normalni studenti mluvi s pravdépodobnosti 0,75
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pravdu. Ndladovi studenti v poloviné pfipadti 1Zou a v poloviné fikaji pravdu. Ucitel Kubik
se zeptd jednoho ze studentt, jestli je normdlni. Jakd je pravdépodobnost, Ze mu student
odpovi, Ze je normalni?

52. V 1écebné je 10 % pacientti pfedepsan 1€k proti bolesti. OvSem 5 % pacientti je zavislych na
latce obsaZzené v tomto léku proti bolesti. Ze vSech pacientti, kterym je 1ék predepsén, je 8 %
zavislych. Pokud je pacient zavisly, jaka je pravdépodobnost, Ze mu bude pfedepséan 1ék proti
bolesti?

53. Skupina studentti planuje na dnesni den piknik, ale rano je zatazeno. Vime, Ze 50 % ze vSech

Vv z

dni, kdy prsi, je rano zataZeno. Ale také jsou zataZend rdna pomérné bézna (40 % vsech dni
je rano zataZeno). Tento mésic je navic mésic sucha, pouze 10 % dni by mélo prset. Jaka je
pravdépodobnost, Ze dnes bude prset?

1.3 Pravdépodobnostni funkce a hustota pravdépodobnosti

1.3.1 Resené piiklady
Piiklad 1:
Je dana pravdépodobnostni funkce p(x) dle obrazku:

F(x)

0.4

Obrazek 1.4: Graf pravdépodobnostni funkce
Urcete:

a) predpis pravdépodobnostni funkce p(x),
b) P(X =3),
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o P(X <1),
d) P(-1< X < 4).

Resent:

a) Z obrazku ze zadani si vy¢teme soufadnice vech bodu: [—1;0,2], [0;0,4], [1;0,2] a [2;0,2]. Nej-
prve si vypiSeme, které realizace ndhodné veli¢iny X mohou nastat s nenulovou pravdépodobnosti,
toho docilime tak, Ze si vypiSeme x-ové soufadnice bodt, x € {—1,0,1,2}. Kdyz se¢teme vSechny
y-ové hodnoty, méli bychom diky vlastnosti pravdépodobnostni funkce ziskat 1. Ovéfime tim, ze
jde o pravdépodobnostni funkci:

0,2+0,4+0,2+0,2=1

Nic ndm tedy nebrani v zapsani pfedpisu této funkce. Nejde o ni jiného, neZ o seskupeni x-ovych
hodnot se stejnou y-ovou hodnotou:

0,4 pro x=0;
p(x) =P(X=x)=1<¢ 0,2 pro xe{-1,1,2};
0 jinak.

b) Pro nésledujici body budeme jen sc¢itat hodnoty z pravdépodobnostni funkce. Pravdépodob-
nost, Ze X = 3 zjistime tak, Ze se podivdme bud na graf ze zadani, nebo na predpis z pfedchoziho
bodu a zjistime hodnotu pro x = 3. Ta je v tomto pfipadé rovna 0. Tedy:

P(X=3)=p(3)=0
¢) V tomto piipadé s¢itdime y-ové hodnoty pro x < 1:
P(X<1)=p(-1)+p(0)+p(1)=0,2+0,4+0,2=0,8
d) Opét stejny postup jako v predchozich pripadech:

P(—1< X <4)=p(0)+p(1)+p(2) =0,4+0,2+0,2+0=0,8

Piiklad 2:

Pro kazdy z 5 kontrolovanych vyrobkt je pravdépodobnost 0,6, Ze vydrzi zkousku pevnosti a
tahu. Kontrola kondi, jakmile prvni vyrobek zkousku nevydrzi. Ndhodna veli¢ina X udava pocet
zkontrolovanych vyrobkt do zjisténi nekvalitntho vyrobku (véetné).
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a) Urcete pravdépodobnostni funkci p(x).
b) Sjakou pravdépodobnosti nebude zjisténa zavada do tieti kontroly?

c) Urcete pravdépodobnost, Ze zavada bude zjisténa pfi tfeti kontrole.

z

ReSeni:

a) Nahodna veli¢ina X mtZe nabyvat hodnot:

x €{1,2,3,4,5}.

Kazdé z ¢isel znamenad, Ze vyrobek v pofadi daného ¢isla nevydrzel zkouSku. U patého vyrobku
uZje ndm ovSem jedno, zda vydrzi ¢i nevydrzi zkousku (zkontrolovan bude tak ¢i tak), protoze dél
uzjitnemtZzeme, takZe X = 5 budeme interpretovat tak, Ze ¢tvrty vyrobek vydrzel zkousku. Nyni
pro kazdy z péti vyrobkti ur¢ime pravdépodobnost, s jakou nevydrzi zkousku, s pfedpokladem

toho, Ze vyrobky pfed danym vyrobkem zkouskou tspésné prosly:

P(X=1)=0,4
P(X=2)=0,6-0,4
P(X=3)=0,6-0,6-0,4
P(X=4)=0,6-0,6-0,6-0,4
P(X=5)=0,6-0,6-0,6-0,6
Ziskdme tim pravdépodobnostni funkci:
( 0,4 pro x=1;
0,24 pro x=2;
o 0,144 pro x =3
P(Y) =19 0,0864 pro x —4;
0,1296 pro x =25;
\ 0 jinak.

Pro kontrolu mtizeme secist vSechny pravdépodobnosti a zjistime, Ze se opravdu rovnaji 1.

b) Aby nebyla zjisténa zadvada do tfeti kontroly, musi byt bud zjisténa od tieti kontroly déle, nebo
nesmi byt zjisténa viibec. Tento pfiklad je mozné pocitat dvéma zptisoby, ukdzeme si oba. Prvni
zptisob je takovy, Ze se¢teme pravdépodobnosti pro X € {3,4,5}, protoze to jsou p¥ipady, které
splnuji zadéni. Vyjde ndm nésledujici pravdépodobnost:
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P(X >3) = p(3) + p(4) + p(5) = 0,144 + 0,0864 + 0, 1296 = 0,36

Také mtizeme tlohu fesit tak, Ze nechceme, aby zavada nastala pfi prvni nebo druhé kontrole,
takZe od 1 odec¢teme pravdépodobnosti toho, Ze by pii téchto kontroldch zdvada nastala:

P(X>3)=1-P(X<3)=1-P(X<2)=1-(0,4+0,24)=1—10,64=0,36

Vidime, Ze v obou pfipadech nam vyslo, Ze s 36% pravdépodobnosti nebude vadny ani prvni ani
druhy vyrobek.

¢) Nyni poZadujeme, aby zavada byla zjisténa pfi tfeti kontrole. Tuto hodnotu mtZeme p¥imo
vycist z pfedpisu pravdépodobnostni funkce.

P(X =3) =0,144

Piiklad 3:

Necht je dédna funkce f(x), a a b jsou realna &isla:

flx) = { a(x—3()) ﬁrrlca)k. x € (=3,b);

a) Pro b = 1 urcete a tak, aby f(x) byla funkce hustoty pravdépodobnosti.
b) Pro a = 2 urete b tak, aby f(x) byla funkce hustoty pravdépodobnosti.
c) Jakd je pravdépodobnost, ze P(X = —1) proa = —& ab = 0?
d) Spoététe P(X < —2) proa = —%ab=0.

Resent:

a) Vime, ze pokud ma byt funkce f(x) funkci hustoty, musi byt obsah pod touto funkci roven jedné
tj. jeji integral pro x € (—oo,0) roven 1. Po¢itdme tedy rovnici:

/oo a(x —3)dx =1

—00
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Protoze ze zaddni méme feceno, Ze funkce nabyva az na interval (—3, b) nulové hodnoty, mtzeme
si meze integralu zmensit na dany interval:

(S -3 b oS b
/ a(x—3)dx:/ 0dx+/ a(x—3)dx+/ de:/ a(x —3)dx
—00 —00 -3 b -3

Konstantu b mdme v tomto piipadé zadanou, mizeme ji tedy dosadit za horni mez a integral

spocitat:
1 32 ! 1 9
/_3a(x—3)dx—u {E—3x]3—a {5—3— (§+9>} =a(—16)

Nasledné dosadime vysledek do ptivodni rovnice a zjistime tim hodnotu konstanty a:

—16a =1
1

az—E

b) Postup je zde témér totoZny s pfedchozim piipadem. Opét mdme stejnou rovnici, akorat nyni
zndme a a potfebujeme zjistit b. Nejdfive si spoc¢itdme integral:

00 b X2 b bZ 9
/ 2(x—3)dx:/ 2(x—3)dx:2{5—3x} :2{3—3b—(§+9>}:b2—6b—27
-3

— 0 -3

Vysledek se opét musi rovnat 1, protoZe chceme, aby f(x) byla funkci hustoty pravdépodobnosti:

> —6b—27=1
b2 —6b—28=0

Nejdfive spocitdme diskriminant kvadratické rovnice:

D = b* — 4ac
D=36—-4-1-(-28)
D = 148

Poté dosadime do vzorce pro kotfeny kvadratické rovnice:
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b1y = >
a
6 ++/148
b1y = —
by =3+ /37

by =3 — /37

Vysla ndm dvé ¢isla. Cislo by nelezi v pozadovaném intervalu ze zadani (neni vétsi nez -3), tedy
funkce f(x) je funkci hustoty pravdépodobnosti proa =2a b = by = 3+ /37.

¢) Pravdépodobnost je nulova. V intervalu (—3, 0) je nekone¢né mnoho reélnych &isel a pravdépo-
dobnost, Ze z nekone¢na vybereme jedno konkrétni ¢islo, je rovna nule.

d) Tuto pravdépodobnost spocteme pomoci urcitého integralu s mezemi od -3 do 0. Pocitame:

) 2 -2
2 2 [x 2 9 2 11 11
/_3 oy (¥ 3)dxr=—o {7—3"}3—7 (8—5—9) = (—7) =27

Priklad 4:

Diskrétni ndhodna veli¢ina X mé pravdépodobnostni funkci
[ k-0,5° pro x=1,2,3...;
p(x) = { 0 jinak.
a) Urcete konstantu k.

b) Vypoctéte P(X > 10).
c) Vypoctéte P(1 < X < 7).

ReSeni:

a) Abychom mohli ur¢it konstantu k, pfipomeneme si vlastnost pravdépodobnostni funkce, kterd
fika, Ze soucet pravdépodobnosti p(x) pro viechna x musibyt roven 1. Mtzeme tedy secist véechny
pravdépodobnosti pro kazdé x a to poloZit rovno jedné:

k-0,5% =1 (1.1)

x=1
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Sumu na levé strané rovnice mtizeme jednoduse spocitat, nebot se jednd o geometrickou fadu s
kvocientem g = 0,5 (kvocient je v absolutni hodnoté mensi nez 1, fada tedy konverguje) a prvnim
¢lenem pro x = 1 a; = 0,5. Dosadime tedy do vzorce pro soucet nekone¢né geometrické rady:

ad x a 0, 5
. pr— p— . p— . 1 p—
g;k05 I k =05 k k

Konstantu k jsme vytkli pfed vzorec pro soucet nekonecné fady, protoZe kazdy ¢len této fady je
koeficientem nésoben, tudiz ho mtizeme vytknout pfed cely soucet. Soucet fady je tedy roven k.
Z rovnice (1.1) vidime, Ze soucet nasi fady musi byt roven 1, z toho plyne, Ze:

k=1.

b) Nejdfive si pravdépodobnost pfevedeme do tvaru, se kterym umime pocitat a ten ddle upravime
do sumy:

P(X>10)=1-P(X<10)=1-— f}mﬂ

f=—o0

Ze zadani vime, Ze pravdépodobnost pro x < 0je rovna 0, mtiZeme tedy sumu upravit:

10

10
Y pt)=Y pt)

t=—o00 t=1

Nésledné za p(t) dosadime funkci ze zaddni a sumu spoéitime (z ptedchoziho bodu uz vime, ze
k=1):

10 10 . 1_qn 1_0510
1-— t)y=1—) 0,5"=1—a;- =1-0,5-——"F—— =10,0010
tzzlp() t:Z; ! 1_q 1—0,5

¢) Opét si musime piepsat pravdépodobnost do lepsiho tvaru:

P1<X<7)=P(1<X<6)

Zde mame dvé nerovnosti a mtzeme pravdépodobnost spocitat tak, Ze od sebe odecteme dvé
pravdépodobnosti. Prvni z nich vytvofime z nerovnosti na pravé strané, druhou z nich pak z ne-
rovnosti na levé strané. OvSem u nerovnosti na levé strané potifebujeme mit pravdépodobnost,
Ze x bude mensi nez dané nerovnost. Plyne to z definice pravdépodobnostni funkce. Rozdéleni
nerovnosti vypada néasledovné:

P(1<X<6)=P(X<6)—P(X<0)
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Druhé z pravdépodobnosti je ze zad4ni rovna 0, tim se ndm v tomto pf¥ipadé pocitani zjednodusilo
a pocitdme tedy jen prvni pravdépodobnost (stejnym zptisobem jako v pfedchozim piipadé):

1-0,5°

6
P(X<6)—P(X<0)=P(X<6)—0=P(X<6)=)0,5=0,5 0.5

t=1

= 00,9844

1.3.2 NefesSené pfiklady
Pravdépodobnostni funkce

1. Majitel autorizovaného servisu nabidl ptj¢ovné automobilti své sluzby. Za kazdy automobil
zapujceny jeho prostfednictvim obdrzi od pujc¢ovny automobild 500 K¢&. Zaroven se vsak
zavazal, Ze kazdy den investuje do tdrzby zaptjcenych automobilti 800 K¢.Pravdépodobnost
zapujceni poc¢tu automobilil x; prostfednictvim autorizovaného servisu za 1 den je popséna
pravdépodobnostni funkci v nasledujici tabulce:

x| 0 1 2 3 4 5 6avic
p(x) 001 040 025 0,15 0,10 2 0,03

(a) Udaj pro 5 automobilti byl §patné ¢itelny, dopoctéte ho.
(b) Sjakou pravdépodobnosti bude ptij¢eno 1 az 5 aut?
(c) Urcete pravdépodobnostni funkci pro zisk majitele servisu. (Napovéda: Jaky zisk bude

mit majitel servisu pro postupné 0 az 6 zapujcenych automobilti?)

2. V masokombinétu jsou zdsoby cerstvého masa skladovany v chladirndch maximéalné 5 dnd.
Doba skladovani (tedy doba od uloZeni do expedice) je uréena poptdvkou a z minulosti je
zndmo, Ze se jednd o ndhodnou veli¢inu X s ndsledujicim rozdélenim pravdépodobnosti:

6—x
_J 5 pro x=1,2,3,4,5;
p(x) { 0 jinak.

Urcete pravdépodobnost, Ze doba skladovani nepfesdhne 3 dny.

3. Ktera z uvedenych funkdi je pravdépodobnostni funkci ndhodné veli¢iny X, kterd nabyva
hodnot 0, 2, 4, 6?
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10.

@ f(x) =1
b) f(x) =51

(© flx) =254

Student musi v jednom pfedmétu tspésné napsat 3 testy. Kazdy test napiSe tspésné s 70%
pravdépodobnosti. Ndhodna veli¢ina X udava pocet zvladnutych testtt do prvniho netspés-
ného. Najdéte pravdépodobnostni funkci p(x) a nakreslete ji.

Héazime minci pétkrat nezdvisle na sobé. Nahodnd veli¢ina X je rovna poctu padlych rubt
ve vSech péti kolech. Najdéte pravdépodobnostni funkci p(x) a nakreslete ji.

Pét kamaradt (2 chlapci a 3 divky) jde do kina a stoji za sebou v fadé na listky. Nahodna
veli¢ina X udavé pocet kamarad stejného pohlavi, kteti stoji za sebou (smérem od pokladny
na konec fady). Urcete pravdépodobnostni funkci p(x).

Hazime (opakované) hraci kostkou s osmi sténami (tedy mé puntiky od jednoho po osm).
Hody jsou na sobé nezdavislé. Mdme radi ¢islo 3, takZe nés zajima, kdy se ndm podafi toto
¢islo hodit. Ndhodna veli¢ina X udava pocet netaspésnych hodt pred prvnim hodem 3.

(a) Najdéte pravdépodobnostni funkci p(x).

(b) Sjakou pravdépodobnosti ndm 3 padne v lichém hodu?
Lucka stoji pfed kosem s 10 obalkami. V 5 obdlkéch jsou vstupenky na koncert jeji oblibené
skupiny a v 5 dalsich obélkéch jsou jen prazdné papirky. Lucka z koSe nahodné vylosuje 2
obélky a jejich obsah si ponechd. Ndhodna veli¢ina X udava pocet vstupenek, které takto
Lucka ziska. Urcete pravdépodobnostni funkci p(x).

Tri stfelci nezavisle na sobé vystfelili na ter¢. Pravdépodobnost zdsahu je u prvniho stfelce
0,9, u druhého 0,6 a u tfetiho 0,3. Nahodna veli¢ina X udava, kolik stfelct1 zasdhlo cil.

(a) Najdéte pravdépodobnostni funkci p(x).

(b) Vypoctéte pravdépodobnost, Ze v terci bude nanejvys jeden zasah.

(c) Vypoctéte pravdépodobnost, Ze v terc¢i bude alespori jeden zéasah.
V dilné pracuji dva stroje (nezavisle na sobé). Prvni stroj se porouchd s pravdépodobnosti

20 %. Pravdépodobnost poruchy druhého stroje je 30 %. Nahodna veli¢ina X oznacuje pocet
porouchanych stroju v dilné. Uréete pravdépodobnostni funkci p(x).
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Z osudi, ve kterém je 6 bilych a 4 ¢erné kulicky, vylosujeme jednu kulicku, zaznamename jeji
barvu a vratime ji zpét do osudi. Potom osudi zamichdme, znovu vylosujeme jednu kuli¢ku,
zaznamename jeji barvu a také ji vratime zpét do osudi. Nakonec osudi opét zamichdme a
vylosujeme jesté jednu kulicku. Ndhodna veli¢ina X udava, v kolika z téchto tfi tahti jsme
vylosovali bilou kuli¢ku. Vyjadiete pravdépodobnostni funkci p(x).

Stfelec mé 4 naboje a stfili na cil az do prvniho zdsahu, nebo dokud nevystfili vSechny néboje.
Pravdépodobnost, Ze zasdhne cil pfi jednom vystfelu, je 0,4. Ndhodnad veli¢ina X predstavuje
pocet vystfelenych nabojti.

(a) Napiste pravdépodobnostni funkci p(x).

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze pocet vystielenych ndbojti bude vétsi nez 2?

Dva studenti hraji karty. Pravdépodobnost, Ze vyhraje prvni student, je 0,75 a pravdépodob-
nost, ze vyhraje druhy student, je 0,25. Hra se opakuje tak dlouho, dokud nevyhraje druhy
student. Urcete:

(a) pravdépodobnostni funkci,

(b) pravdépodobnost, ze budou hrét nejvyse tfikrét,

(c) pravdépodobnost, Ze budou hrat praveé dvakrat.

Pravdépodobnost, Ze student pfijde v¢as na vyucovani, je % . Tato pravdépodobnost je stejna
kazdy den, neni zavisld na pfedchozich dnech. Ndhodna veli¢ina X udéva pocet dnii pred
prvnim pozdnim pf¥ichodem.

(a) Urcete pravdépodobnostni funkci.

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze prvni tfi dny v tydnu pfijde student na vyucovani vcas?
Vytaceni telefonického ptipojeni k internetu je maximalné 8krat opakovano (tj. po osmi net-
spésnych vytacenich se v pokusu o spojeni nepokracuje). Jednotliva vytaceni jsou navzdjem
nezavisld. Pravdépodobnost spravného ptipojeni pfi kazdém vytaceni je rovna 0,8. Velic¢ina
X udava pocet vytaceni pfi daném pokusu o spojeni. Urcete:

(a) pravdépodobnostni funkci,

(b) pravdépodobnost pro x = 8.

Hraci A a B hraji nasledujici hru: Losuji za regulérnich pravidel losy s ¢isly 1 az 20 (vytazeni

libovolného ¢&isla je stejné pravdépodobné). Pokud je vytaZzeno nékteré z ¢isel 1 az 4, dava
hra¢ A hraci B 40 K¢ (zisk hrace A je zaporny). Pokud je taZeno nékteré z ¢isel 5 az 12, dava
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hra¢ A hraci B 60 K¢ (zisk hrace A je zaporny). Pokud je taZeno ¢islo 13 nebo 14, dava hrac
B hraci A k K¢. Pokud je taZeno ¢islo 15 aZ 20, dava hrac B hraci A 30 Ké. Nahodna velic¢ina
X znadi zisk hracée B v jednom kole hry.

(a) Urcete pravdépodobnostni funkci (hodnotu k ur¢ovat nemusite).

(b) Sjakou pravdépodobnosti bude hra¢ A platit hraci B?

17. Rodice maji 9 déti. Ndhodna veli¢ina X udéava pocet divek. Jakd je pravdépodobnost, Ze mezi

sourozenci jsou:

(a) prave 3 divky,

(b) vice nez 2 divky,

(c) Méné€ nez 4 divky.

(d) Urcete pravdépodobnostni funkci.

18. Diskrétni ndhodna veli¢ina X ma pravdépodobnostni funkci
£ pro x=1,23..;
p={ 5

(a) Vypoctéte P(—1 < X < 2).
(b) Vypoctéte P(X = 2).
(c) Vypoctéte P(X < 5).
(d) Vypoctéte P(X <2V X > 4).

(=

(e) Vypoctéte P(—1 < X < 3).

19. Diskrétni ndhodna veli¢ina X ma pravdépodobnostni funkci

- (%)x pro x=1,23...;
v ={ B

jinak.

(a) Vypoctéte P(2 < X < 4).

(
(b) Vypoctéte P(X = 0).
(c) Vypoctéte P(X > 3).
(d) Vypoctéte P(X < 4).
(e) Vypoctéte P(X < 3).
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20. Diskrétni ndhodna veli¢ina X mé pravdépodobnostni funkci

1
7-03* pro x=246...;
— 4 4 7 7
(x) { 0 jinak.

(a) Vypoctéte P(2 < X
(b) Vypoctéte P(X =2
(c) Vypoctéte P(X < 6).
(d) Vypoctste P(3 < X < ).

21. Diskrétni ndhodna veli¢ina X ma pravdépodobnostni funkci

[ k-(3—x) pro xe€{-20,2};
p(x) = { 0 jinak.

(a) Urcete konstantu k.

(b) Vypoctéte P(X = 0).

(c) Vypoctéte P(X < 1).

(d) Vypoctéte P(—2 < X <1).

22. Diskrétni ndhodna veli¢ina X ma pravdépodobnostni funkci
k
_ | ¥z pro x e {-5-3,-1,1};
p(x) { 0 jinak.
(a) Urcete konstantu k.
(b) Vypoctéte P(X > —4).
(c) Vypoctéte P(X = 0).
(d) Vypoctéte P(—7 < X < 0).
23. Diskrétni ndhodna veli¢ina X mé pravdépodobnostni funkci
(LY _ :
p(x):{ k <2> Pro x=1,2,3...;
0 jinak.

(a) Urcete konstantu k.
(b) Vypoctéte P(X < 5).

39



1. STATISTIKA 1

(c) Vypoctéte P(1 < X < 3).
(d) Vypoctéte P(X =1V X =3).

24. Diskrétni ndhodna veli¢ina X ma pravdépodobnostni funkci

[ k(%) pro x=1,23..;
p(x)—{ 0 jinak.

(a) Urcete konstantu k.

(b) Vypoctéte P(X = 6).

(c) Vypoctéte P(X < 2,5).
(d) Vypoctéte P(2 < X < 5).

Funkce hustoty

23. Necht X je spojitd ndhodna veli¢ina definovand hustotou pravdépodobnosti f(x):

f(x):{c(l—x)(1+x()) j}z;c;k. —l1<x<1;

(a) Naleznéte konstantu c tak, aby f(x) byla korektné zadana.
(b) Zakreslete hustotu pravdépodobnosti f(x).
(c) Urcete P(X =0,5).

24. Doba zivotnosti pfistroje mé rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti:

1 (x
_ 3(5—1—1) pro 0<x<2
fx) { 0 jinak.

Ovétte, zda je f(x) opravdu hustotou pravdépodobnosti.

25. Ktera z uvedenych funkci je funkci hustoty pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X, ktera
nabyva hodnot 0, 2, 4, 6?

(@ f(x)=1
b) f(x) =771
(©) flx) = 25
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(d) Z&dna z uvedenych moZnosti.

26. Necht X je spojitd ndhodné veli¢ina definovana hustotou pravdépodobnosti f(x):
[ c(1=x)x* pro x€(0;1);
flx) = { 0 jinak.

(a) Naleznéte konstantu c tak, aby f(x) byla korektné zadana.
(b) Zakreslete hustotu pravdépodobnosti f(x).

27. Je zadéna funkce f(x):

3
_ [ 3x pro  xe€(la);
f(&) { 0 jinak.

Urcete hodnotu a tak, aby f(x) byla funkce hustoty pravdépodobnosti.

28. Urcete, ktera z uvedenych funkci mtize byt funkci hustoty pravdépodobnosti f(x) ndhodné
veli¢iny X:

(@) f(x) :{ 1 pro  x€(2,4);

0 jinak.
(b) f(x):{o'g pro, x € (~1,0);
@ fo={ 5 o, xe0
@ o ={ 5 B, XM
© f(x>:{zg po  x€(02)

(f) Zadna z uvedenych moZznosti.
29. Urcete, jaka je pravdépodobnost, Ze Zivotnost Zarovky bude 200 hodin.

30. Hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X m4 tvar:

0 pro x<0
f(x){

sin(x) pro 0<x<7Z
0 pro x>7%
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(a) Vypoctéte P(X < —1).
(b) Vypoctete P (X < T).
(c) Vypoctéte P (X < %).
(d) Vypoctéte P(X < 2).

31. Ndhodn4 veli¢ina X m4 hustotu:

{ Lga pro x € (0;1)
0 jinak.

(@) Vypottete P (X € (1,3)).

(b) Vypoctéte P(X < 0,3).

(c) Vypoctéte P (X > )

(d) Vypoctéte P(X < 2).

(e) Vypoctéte P(X > 3).

32. Ndhodné veli¢ina X ma hustotu:

(a) Vypoctéte P (zli <X< %)

).

(c) Vypoctéte P (X < %)

AN

(b) Vypoctte P (X <

33. Rozdéleni ndhodné veli¢iny X je ddno hustotou
_ [ 2x+2 pro x€e(-1,0)
flx) = { 0 jinak.
(a) Vypoctéte P(—2 < X < —0,5).
(b) Vypoctéte P(—2 < X < —1).

34. Ndhodna veli¢ina X ma rozdéleni popsané funkci hustoty pravdépodobnosti

[ ex*(1—x) pro O0<x<1
flx) = { 0 jinak.
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(a) Urcete konstantu c tak, aby funkce f(x) byla funkci hustoty pravdépodobnosti.

(b) Vypoctéte P(0.2 < X < 0.8).
(c) Vypoctéte P(X = 0.5).

35. Hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny ma tvar:

. 0 pro x<0
f(x)_{cxe_x pro x>0

(a) Urcete konstantu c tak, aby funkce f(x) byla funkci hustoty pravdépodobnosti.

(b) Vypoctéte P(0 < X < 2).
36. Je ddna funkce f(x) obrazkem:

()

Obrézek 1.5: Graf k ptikladu ¢islo

Urcete:

(a) funkéni predpis f(x),
(b) P(3 < X <5),

@ P(X >4),

(d) P(X =3).

37. Je déna funkce p(x) obrazkem:

Urcete:
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e
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Obrazek 1.6: Graf k pfikladu ¢&islo

(a) funkéni ptedpis p(x),
(b) P(X =2),
(c) P(X > 1),
(d) P(X <2,5),
(e) P(X < 4).

Vice ptikladti na hustotu pravdépodobnosti a na pravdépodobnostni funkci naleznete v dalsi ka-
pitole spolu s distribu¢ni funkci.

1.4 Distribuéni funkce

1.4.1 Resené piiklady
Pfiklad 1:

Dvé déti si hazi minci o to, kdo ptijde koupit zmrzlinu. Hazi jedno z déti a to celkem tfikrat.
Nahodna veli¢ina X je rovna poctu padlych rubti na minci ve vSech tfech hodech.

a) Urcete pravdépodobnostni i distribu¢ni funkci a nakreslete jejich grafy.

b) Pomoci obou funkci potom spocitejte pravdépodobnost toho, Ze hra skon¢i bud 2:1 nebo 1:2.

44



1. STATISTIKA 1

ReSeni:

a) Ze zadani vidime, Ze nahodna veli¢ina X je diskrétni a nabyva hodnot X < 0,1,2,3. Nejdtive
budeme pocitat pravdépodobnostni funkci:

p(0) =P(X=0)=0,5=0,125
p(1) =P(X =1) =0,5°40,5° +0,5° = 0,375
p(2) = P(X =2) =0,5°+0,5° 4+ 0,5° = 0,375
p(3) =P(X =3)=0,5=0,125

Pro ostatni X je p(x) = 0. Zjisténi pravdépodobnosti jednotlivych poctti padlych rubi si vysvét-
lime na p(1). Chceme tedy, aby ndm rub padl ze v8ech t¥i hodi jen jedenkrat. To se miiZe stat v
libovolném ze tf{ kol. Pokud rub padne v prvnim kole, poc¢itdime pravdépodobnost padnuti rubu a
nédsobime to pravdépodobnosti padnuti lice v druhém a ve tfetim kole. ProtoZe pravdépodobnost,
7e padne rub, je 0,5, tak ndm vyjde 0,5° pro padnuti rubu v prvnim kole (prvni polovina je za
rub, druhé dvé poloviny jsou pravdépodobnost padnuti lice). Pro padnuti rubu ve druhém nebo
tretim kole plati stejnd pravidla, takze p(1) bude pak soucet vSech tf moZznosti. Formdlni zapis
pravdépodobnostni funkce vypada pak nasledovné:

0,125 pro x€{0,3};
p(x) =< 0,375 pro xe€{1,2};
0 jinak.

Graficky mtizeme vidét pravdépodobnostni funkci na nésledujicim obrazku:

LRc74 T . A

R i e I I
X

Obrézek 1.7: Graf pravdépodobnostni funkce

Dile spocitame distribu¢ni funkci F(x). Pro distribu¢ni funkci plati v diskrétnim p¥ipadé nésle-
dujici vztah:
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F(x) = P(X < x) Z p(t

t=—00

Abychom tedy z pravdépodobnostni funkce ziskali funkci distribu¢ni, budeme jednotlivé pravdé-
podobnosti s¢itat:

0 pro x<0;
0,125 pro (0,1);
F(x) = 0,5 pro x¢€(1,2);
0,875 pro (2,3);
1 pro x >3
Distribué¢ni funkci si mtiZeme prohlédnout i graficky:
F09
1 [ S
0.875 @

0.5 *r—0

0.125 ©

b) Nejdiive vysledek hry 1:2 nebo 2:1 (padnou bud dva ruby a jeden lic, nebo padne jeden rub a
dva lice) spocitdme pomoci pravdépodobnostni funkce pouhym souétem poZadovanych ptipadi:

p(1) + p(2) = 0,375+ 0,375 = 0,75

Nésledné zjistime to samé pomoci distribu¢ni funkce (pomocijedné z vlastnosti distribuéni funkce):

P(0 < X <2) =F(2) — F(0) = 0,875 — 0,125 = 0,75
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Piiklad 2:

Necht mdme nésledujici graf:

075t == =======——————

Obrézek 1.8: Graf k prikladu 2

Urcete:
a) predpis této distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X,

b) pfedpis hustoty ndhodné veli¢iny X a nakreslete jeji graf,

F(2,5),
F(0,5).
P(1,5 < X < 2,5)

d

e

)
)
<)
)
)

ReSeni:

a) Jedna se o funkci spojitou, tedy nahodna veli¢ina X, jejiz distribu¢ni funkci vidime, je také spo-
jitd. Pfedpis funkce vycteme z grafu. Musime u toho myslet na to, kde bude uzavfeny a kde ote-
vieny interval. Z vlastnosti distribu¢ni funkce vime, Ze je zprava spojitd, tedy uzavieny interval
bude ten levy a otevieny ten pravy. Jesté si musime zjistit rovnice tisecek, které nejsou rovnobézné
s osou x. Nejdfive se podivame na tise¢ku vedouci zbodu [1; 0] dobodu [2; 0, 75]. Do smérnicového
vyjadieni pfimky oba body postupné dosadime, ¢imz ziskdme dvé rovnice o dvou nezndmych,
které vyfesime. Smérnicovy tvar rovnice pfimky vypada takto:
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y=kx+gq

Dosazenim za x a y prvniho bodu ziskame:

O0=k+gqg

Dosazenim za x a y druhého bodu pak ziskame:

0,75 =2k +4

Nasledné od sebe obé rovnice odecteme (prvni od druhé), ¢imz se zbavime q a vyjde ndm k:

0,75=k

Dopocitdme g dosazenim k = 0,75 do prvni rovnice:

0=0,754+4 —q=—0,75

Rovnice pfimky (nas zajiméa jen tisecka mezi dfive zminénymi dvéma body) ma tedy nésledujici
tvar:

y =0,75x — 0,75

Analogicky spocitame i rovnici pro druhou p¥imku, kde nds zajimd tisecka mezi body [2;0,75] a
[3;1]. Opét ziskame dvé rovnice o dvou neznamych:

0,75 =2k +q
1=3k+gqg

Soustavu rovnic vyfe$sime a vyjdou nam nasledujici hodnoty pro k a g:

k=q=0,25

Rovnice druhé pfimky tedy vypadd ndsledovné:

y = 0,25x + 0,25

Nyni mtizeme formalné zapsat tvar distribu¢ni funkce ndhodné velic¢iny X:
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0 pro x<I1;
0,75x — 0,75 pro x € (1,2);
0,25x 40,25 pro x € (2,3);
1 pro x > 3.

b) Abychom z distribué¢ni funkce ziskali funkci hustoty, musime distribu¢ni funkci derivovat podle
proménné x na kazdém intervalu (konstanty 0 a 1 spojime do jednoho bodu, obé se derivuji na 0):

0,75 pro x € (1,2);
f(x) =< 0,25 pro x¢€(2,3);
0 jinak.
Nasledné podle predpisu funkce hustoty vytvofime graf:

(x)

0.75 *r—

0.25 r——0

¢) Abychom spo¢itali hodnotu distribu¢ni funkce F(2,5), dosadime hodnotu do distribu¢ni funkce
(2,5 1ezi v intervalu (2, 3)):

F(2,5) = 0,25-2,5+0,25 = 0, 875.

Pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina X je mensi nebo rovna 2,5 je tedy 87,5%.
d) Analogicky jako v predchozim pf¥ipadé (nyni nds zajima interval x < 1):

F(0,5) = 0.

e) Zjedné z vlastnosti distribu¢ni funkce vime, Ze hledanou pravdépodobnost zjistime nasledovné
(Distribu¢ni funkce je spojitd, tedy uzavienost ¢i otevienost intervalu nehraje roli. Pravdépodob-
nost nastani konkrétni hodnoty je totiz nulova.):
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P(1,5< X <2,5)=P(X <2,5)—P(X<1,5) =P(X<25)—P(X=25)—P(X<1,5) =

= F(2,5) — 0 — F(1,5).

Z bodu a) vime, jaky je funkéni predpis distribu¢ni funkce v jednotlivych intervalech, mtizeme
tedy hodnoty distribu¢ni funkce spocitat:

F(2,5) — F(1,5) = 0,25-2,5+0,25 — (0,75-1,5 — 0,75) = 0,875 — 0,375 = 0,5

1.4.2 NefteSené piiklady

1. Pro nédhodnou veli¢inu X znaéme p(k) = P(X = k),je p(1) = 3, p(2) = 1, p(3) = % a

p4) = %, v ostatnich pfipadech je pravdépodobnosti funkce nulova. Nakreslete graf prav-
dépodobnostni i distribu¢ni funkce.

2. Rodina mé 4 déti. Ndhodna veli¢ina X je rovna poctu chlapcti v rodin€ (rodice nepocitame).
Urcete:
(a) pravdépodobnostni funkci p(x),
(b) distribué¢ni funkci F(x),
(c) pravdépodobnost, Ze 2 ze 4 déti jsou chlapci,
(d) pravdépodobnost, Ze alespori 3 ze 4 déti jsou chlapci.

3. V urné€ je 6 bilych a 4 ¢erné koule. Z urny se postupné vybere 5 kouli, pficemZ po kazdém
tahu se koule vrati zpét. Urcete:

(a) rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X, kterd znaci pocet vytdhnutych bilych
kouli,

(b) distribu¢ni funkci a jeji graf,

(c) P(X <3),

(d) P(X <3),

(e) P(1< X <4)

4. Pravdépodobnostni funkce p(x) diskrétni ndhodné veli¢iny X je suda funkce (osové sou-
meérna podle osy y), pro kterou plati, ze p(x) > Ojen prox € {—2,—1,1,2}. Urcete:
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(@ p(1) +p2) +p3) +p4)+... =2,
(b) hodnotu distribu¢ni funkce F(x) pro x = 3.

5. Distribué¢ni funkce Rayleighova rozdéleni spojité ndhodné veli¢iny ma tvar:

2
Flx)=c—e 222, x>0

v ostatnich p¥ipadech je F(x) = 0. Urcete:

(a) konstantu c,
(b) hustotu pravdépodobnosti f(x),
(c) P1<X<10)proc = 1.

6. Necht mame funkci F(x)

| 2a— 3—,{’ pro x> 0;
F(x) = { eO jinak.

(a) Urcete realné konstanty a, b tak, aby F(x) byla distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny X.
(b) Urcete hustotu pravdépodobnosti nahodné velic¢iny X.

(c) Urcete pravdépodobnost P(1 < X < 4) pomoci hustoty pravdépodobnosti.

(d) Urcete pravdépodobnost P(1 < X < 4) pomoci distribu¢ni funkce.

7. Zivotnost zafizeni v tisicich hodinéch je spojitd ndhodnd veli¢ina X s hustotou:

[ 1071 pro  x>0;
fx) _{ 0 jinak.

Urcete distribu¢ni funkci F(x).

8. Napiste a zakreslete distribu¢ni funkci rozdéleni daného hustotou f(x):

5 pro x €(0,1);
1
_ 5> pro  x€(1,2);
f() X pro  x€(2,3);

(@]

jinak.
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10.

11.

12.

13.

Je ddna nahodna veli¢ina X s distribu¢ni funkci:

0 pro x < —8;
F(x) = —16x> —372x> —2880x — 7424 pro x € (—8;-7,5);
1 pro x> -7,5

Spoctéte:
(a) P(X =-7,7),
(b) P(X > —=7,6),
(c) P(-7,9< X < -7,75).
(d) Urcete hustotu pravdépodobnosti f(x).

Hazime ttikrat kostkou. Ndhodna veli¢ina X znaci pocet padnuti Sestky. Urcete distribu¢ni

funkci F(x) a nakreslete jeji graf.

Nahodna veli¢ina X je urcena distribu¢ni funkct:
0 pro x <0
F(x) =< 2x—4 pro x€(0;2,5);
1 pro x>2,5

Urcete:

(a) pravdépodobnost toho, Ze X je mensi nez %,
(b) hustotu pravdépodobnosti f(x).

Hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X m4 tvar:

Flx) = { x—% pro  x€ (1,2);

Urcete distribu¢ni funkci F(x).

Nahodna proménna X ma distribu¢ni funkci::

F(x) = a+1+% pro x>0
0 pro x<0

Urcete:
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14.

15.

16.

17.

(a) konstanty a, b;

(b) hustotu pravdépodobnosti ndhodné proménné.
Spojita nahodna veli¢ina X ma distribuéni funkci::
F(x) ={ a+barctany pro —oo<x < oo
Urcete:

(a) konstanty a, b;
(b) hustotu pravdépodobnosti ndahodné veliciny;
(c) x1 tak, aby P(X > x1) = 1.
Hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X m4 tvar:
_ [ k-cos(2x) pro x€(0,%)
flx) = { 0 jinak.
Urcete:

(a) konstantu k tak, aby funkce f(x) byla funkci hustoty,
(b) distribué¢ni funkci F(x),
@ P(-3<X<5).

Hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X m4 tvar:

k-(Bx—x%) pro x€(0,3);

flx) = { 0 jinak.

Urcete:

(a) konstantu c tak, aby funkce f(x) byla funkci hustoty,
(b) distribué¢ni funkci F(x),
() P(1< X <2).

Je dana funkce:
a+b-e "

_ pro x € (0,00);
Fx) = { 0 jinak.

Urcete:
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(a) konstantu a a b tak, aby funkce F(x) byla distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny,
(b) hustotu pravdépodobnosti f(x),

(©) P(1 <X <4),

(d) P(X >2),

(e) P(0 < X < 3).

18. Je dana funkece:

F(x)=¢ ax—1 pro 3<x<6

0 pro x <3
1 pro x>6

Urcete:

(a) konstantu a tak, aby funkce F(x) byla distribu¢ni funkci ndhodné veliciny,
(b) graf F(x),

(c) hustotu pravdépodobnosti f(x) a jeji graf,

(d) P(4< X <5),

(e) P (—% <x< 5),

(f) c1acytakové, ze P(X < ¢1) =0,06aP(X <) =0,9.

19. Je déna funkce f(x) obrdzkem (obrazek na konci kapitoly).

Urcete:

(a) funkéni ptedpis f(x),

(b) ptislusnou distribu¢ni funkci F(x) a jeji graf,
(c) P2<X<4),

(d) P(X <2,5),

(e) P(X > 3,5).

20. Je dana funkce f(x) obrdzkem (obrdzek na konci kapitoly).

Urcete:
(a) funkéni predpis f(x),

(b) projakou hodnotu a € Rje f(x) hustotou pravdépodobnosti ndhodné proménné

54



1. STATISTIKA 1

(c) piislusnou distribu¢ni funkci F(x) a jeji graf,
(d) P(X >3),

() P(3 <X <3),

() P(X > 3).

21. Je déna funkce F(x) obrazkem (obrazek na konci kapitoly).

Urcete:

(a) funkéni ptredpis F(x),

(b) prislusnou hustotu pravdépodobnosti f(x) a jeji graf,
(©) P(X >2),

(d) P(1 < X <3,5),

(e) P(X < 4).

22. Je déna funkce F(x) obrazkem (obrazek na konci kapitoly).

Urcete:

(a) funkéni predpis F(x),

(b) prislusnou hustotu pravdépodobnosti f(x) a jeji graf,
(c) P(X > —1),

(d) P(1 <X <4),

(e) P(0 < X <2),

() P(X =0).

23. Je dana funkce p(x) obrazkem (obrézek na konci kapitoly).

Urcete:
(a) funkéni ptedpis p(x),
(b) prislusnou distribu¢ni funkci F(x) a jeji graf,
() P(X=2)+P(X =4),
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24. Je déna funkce p(x) obrazkem (obrézek na konci kapitoly).

Urcete:

(a) konstantu a
(b) funkéni predpis p(x),
(c) prislusnou distribuéni funkci F(x) a jeji graf,
() P(X >7),
) P(X>5)
(f) P(X €< 1;5>),
(g) P(X <3).
25. Je dana funkce F(x) obrazkem (obrazek na konci kapitoly).
Urcete:
(a) funkéni ptedpis F(x),
(b) prislusnou pravdepodobnostni funkci F(x) a jeji graf,
(c) P(X >1),
(d) P(X < 3),
(e) P(X =5)
() P(X < (1;4)).
26. Je dana funkce F(x) obrazkem (obrazek na konci kapitoly).
Urcete:
(a) funkéni ptedpis F(x),
(b) prislusnou pravdépodobnostni funkci F(x) a jeji graf,
(c) P(X > 1),

d) P(X <2),
(e) P(X 4),
() P(X €<0;2>),
(g) P(X 2)-
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Obrazek 1.9: Grafy k nefesenym piikladim
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1.5 Popisna statistika

1.5.1 Re$ené piiklady

1. Dodavatel elektrické energie rozliSuje zdkazniky podle mnoZstvi odebrané energie (znak X)
na malé, stfedni a velké odbératele a podle mista odbéru (znak Y) na odbératele z ¢ech a
moravy. Pro pfehled o svych zaméstnancich si zhotovil nasledujici tabulku sloupcové pod-
minénych relativnich ¢etnosti:

Pik) | Cechy | morava

maly | 4/7 1/2
sttedni | 2/7 C

velci 1/7 1/6

(a) Urcete procentudlni zastoupeni odbératelti, ktefi jsou stfedni a zaroven Ziji na moravé.

(b) Vytvofte kontingen¢ni tabulku absolutnich ¢etnosti, vite-li, Ze z 200 000 odbérateld je
20 000 odbératelts z ¢ech a zaroven patii mezi velké odbératele.

(c) Vytvofte varia¢ni fadu pro znak X a zakreslete graf empirické distribu¢ni funkce.

(d) Pro znak X vypoctéte 55 a 60 kvantil.

Reseni:
a) Protoze se jedna o sloupcoveé podminéné cetnosti, musi byt soucet v kazdém sloupci roven
jedné, to v prvnim sloupci plati, ze druhého dopocitame konstantu c

1=1/24+c+1/6

c=1/3.

Procentudlni zastoupeni odbérateld, ktefi jsou stfedni a zarover Ziji na moravé je jedna tie-
tina.

b) Vime, Ze 1/7 ze vSech odbératelti jsou velci odbératele a zaroven Ziji v ¢echach a je jich 20
000, odsud snadno dopocitame cetnost stitednich odbératelti zaroven Zijicich v ¢echach (téch
jsou 2/7), tedy je jich 40 000 a malych odbératelc a zaroven ¢echti je 80 000. Celkem tedy v
¢echach Zije 20 000 + 40 000 + 80 000 = 140 000 odbératel.
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njx || ¢echy | morava |
maly ? ?
stfedni ? ?

velci 20 600 ?
H | 7200 000

Nyni jiz snadno dopocitame, Ze na moravé zije 200 000 - 140 000 = 60 000 odbérateld, z toho
1/2 (. 30 000) jsou mali, dale 1/3 (tj. 20 000) jsou stiedni a zbylych 10 000 jsou velci odbéra-
tele. Pro tiplnost secteme jesté pocty malych, stfednich a velkych odbérateld (s¢itame vzdy
pocet v ¢echach a na moravé).

nixg || Cechy | morava | 1y
maly 80000 | 30000 | 110000
sttedni | 40000 | 20000 | 60 000
velci 20000 | 10000 | 30000
n;, | 140000 | 60000 | 200000

¢) Pro tvorbu variacni fady vyuZijeme absolutnich ¢etnosti znaku X (tj. marginélnich ¢etnosti
n vypoctenych v bodu (b)). ZapiSeme si, co uz zname, tj. varianty znaku X oznacujeme je
x[], absolutni Cetnosti znaku X oznacujeme 1y a celkovy pocet n = 200000.

X [k] Ny
maly | 110 000
stftedni | 60 000
velci 30 000
200 000

LN =

Nyni potfebujeme dopocitat relativni cetnosti py = % napf. prok = lje p; = % =0,55

obdobné dopocitame zbyvajici relativni cetnosti p, = 0,3, p3 = 0, 15, z toho miZeme napfi-
klad konstatovat, ze ze vSech odbératelt tvori stfedni odbératelé 30%.

Déle dopotitame absolutni kumulativni éetnosti Ny = Y% 1., tedy s¢itdme viechny absolutni
¢etnosti do 1y véetné. N; = 110000, No = 11000 + 60000 = 170000, N3 = 11000 + 60000 +
30000 = 200000, mtiZzeme tedy fici, Ze sttednich nebo mensSich odbératelti je 170 000.

Zbyva dopocitat relativni kumulativni ¢etnosti, zde mame dvé moZnosti bud vyuZzijeme

vztah F = %, napt. pro k = 2 dostaneme F, = 355000 = 0,85 nebo vztah F, = YK e

tedy F, = 0,55+ 0,3 = 0,85, tedy mlizeme Fici, Ze dodavatelovi odbératele jsou v 85%
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stftedni nebo mensi. Takto dostaneme vyslednou varia¢ni fadu. Na zdkladé relativnich ku-
mulativnich ¢etnosti zakreslime distribu¢ni funkci.

k| X n Pk Ny Fy
1 maly 110000 | 0,55 | 110 000 | 0,55
2 | sttedni | 60 000 0,3 | 170000 | 0,85
3 velci 30000 | 0,15 | 200 000 1
200 000 1
F(k)
g """""""""""""" S ——)
"o 1.0 2.0 3.0 ;

d) Pro vypocet kvantilu musime nejprve spocitat ¢, = n - &, kde alfa znaci kolika procentni
kvantil hledame. V nasem piipadé:

co,55 = 200000 - 0,55 = 110000

co,6 = 200000 - 0,6 = 120000

obé ¢isla vysla celd, proto budeme pocitat oba kvantily jako prtimeér dvou po sobé jdou-
cich variant (pokud by vyslo ¢, necelé tak bychom toto ¢islo pouze zaokrouhlili a hledanym
kvantilem by bylo &islo, které bylo v uspofadaném souboru v pofadi tolikété, jako vyslo po
zaokrouhleni c,). Nejprve spocitime Ko s55(X), musime tedy zjistit jaké ¢islo je v pofadi 110
000 a 110 001 v uspotfddaném souboru. V nasem souboru je nejprve 110 000 malych odbéra-
teli (znacenych 1) a potom 60 000 stfednich odbérateld (znacenych 2), tedy x(119000) = 1 @

X(110001) = 2
X(110000) T X(110001 1+2
Kos5(X) = ( ) 5 ( ) = 1,5
X (120000) T X(120001 242
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2. Vyrobce, ktery vyrabi n typt pracek, se rozhodl vSechny vyrdbéné pracky o deset procent
zdrazit, pak ale zjistil, Ze cenu zvysil pfili$ a tak vSechny pracky zlevnil o 500 K¢. Pokud byla
ptvodné primeérnd cena pracky 10 000 K¢ a vybérovy rozptyl 1 000 000 K¢, urcete jaka je
soucasna pramérna cena pracky a jaky je soucasny vybérovy rozptyl.

Reseni: Ozna¢me: X; ... ptivodni cena pracky Y; ... nové cena pracky Nyni mtizeme pomoci
rovnice zapsat, jak vyrobce postupoval, aby dosel k nové cené pracky. Nejprve pracku o de-
set procent zdraZil, tim se dostal na 110 procent ptivodni ceny tedy 1, 1X;, pak pracku o 500
K¢ zlevnil, tedy nova cena Y; = 1,1X; — 500. Podivejme se, jak se timto zménila primeérna
cena pracky. Plvodni priimérna cena pracky byla:

nova primeérnd cena pracky je:

n n
Myz%;Yi:%Z;(llX—SOO 21 1X——Z500—
1= 1=

12 1
=1,1=)_X; — - -n-500 = 1,1Mx — 500.
n= n
Tedy nové primérnd cena je o deset procent vyssia o 500 K¢ nizsi. Tedy novéd primérnd cena
je1,1-10000 — 500 = 10500 K¢.
Dale se podivame, jak se zménil rozptyl. Pvodni rozptyl byl:

1 n
Sk == Y (Xi— Mx)?,
i3
novy rozptyl:
Sz—lf(Y My) —1i11Y'—500—(11M —500))2—1i(11Y-—11M)2—
Y_”i:1 Y) —n: i , Livly _”i:1 , LY My )™ =

1 & 1M
= Y (LAY~ My)) = 1,210 Y (X, - Mx)? = 1,218%,
i=1 i=1

tedy novy rozptyl je 0 21% vy$si nez ptivodni a zdraZeni o 500 K¢ na néj nemélo vliv. Novy
rozptylje 1,21 - 1000000 = 1210000 K¢.
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3. Lékar si tidaje o véku svych pacientech zanesl do grafu distribu¢ni funkce:

COOOOO0OOOM
< LRV IEEINE  fo AN o NNet )

30 45 60 70 85 100 x

=)
—_
0]

urcete u;, x[;, dj, pj z tabulky rozloZeni cetnosti a vdZeny primer véku.

Resent:

Z grafu rovnou odecteme meze intervalii u;, jedna se o x-ové soufadnice bodi ve kterych se
,Jame” distribu¢ni funkce a hodnoty distribu¢ni funkce, $itky intervalti snadno spocitame,
. p . o v 1: < . Ujp1tuj v
jako rozdil mezi intervalti d; = u; 1 — u; a stfed intervalu spocteme jako x|; = -~5— napt.

Xy = @ = 31, 5. Takto ziskame tabulku:

(ujujr) | x| dj | F
(18,45) | 3152706
(45,70 | 57,5 |25 | 0,9
(70,100) | 85 |30 1

j
Posledni co zbyva dopocitat, jsou relativni cetnosti, protoZe zname vztah F; = ) p; mtzeme
i=1

snadno dopocitat F; = p; = 0,6,déle F, = p; +patedypp = F —p1 =0,9 — @6 =0,3ana
zévér ps = F3 —p1 —p2=1-0,6 - 0,3 = 0,1 (nebo miizeme vyuzit vztah p; = F; — F;_1).
Takto dostaneme:

(ujoujn) | x| di | F | pj
(18,45) | 31,527 0,606
(45,70) | 575 |25 |09 | 03
(70,100) | 85 30| 1 |01
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Na zavér vypocitame vaZeny pramér véku, protoZe nemame pfesné hodnoty vékii pacientti
pouZzijeme misto nich stfedy intervalti.
1 n n n] n
= - X =) —X[ = ixq =31,5-0,6+57,5-0,3 -0,1 =44,
m nj_zln]x[]] ]_Zl nx[]] ];p]xm 31,5-0,6+57,5-0,3+85-0 65

1.5.2 NeteSené piiklady

1. V ramci zkvalitnéni chodu firmy a propojeni jednotlivych oddéleni bylo v nadnédrodni spo-
le¢nosti vybrano 30 zaméstnancti z odvétvi vyroby a bylo u nich zjistovano pohlavi (znac¢eno
0-muza 1-Zena) a ,,vztah” k top managementu (znaceno 0-s vedeni jsme se nikdy nesetkal/a;
1-obcas svoji praci konzultuji s nékym z vedeni; 2-s vedenim se viddm velmi ¢asto). Dotazo-
vani odpovédéli nasledujicim zplisobem pfevedenym do datové matice:

00101 1100111100101 0100000°01000)"
1111212011 12121021102200222211.]1

(a) Sestavte variac¢ni fadu pro oba znaky.

(b) Sestrojte graf cetnostni funkce a graf empirické distribu¢ni funkce pro znak Y.

(c) Pro vektorovy znak (X,Y) sestavte kontingen¢ni tabulky absolutnich a absolutnich ku-

mulativnich ¢etnosti a sloupcové i fadkové podminénych cetnosti.

2. V predmétu Statistika bylo ndhodné vybrano 30 studentt z rliznych obort (znak Y) u kte-
rych byla zjistovana jejich tispésnost v tomto pfedmétu (znak X). Vysledky prizkumu jsou
zaznamenany v nasledujici matici:

D ECDEBTECTEDADTDTCTETFTBDTETCTETDTFETETBTETCETDEC)\!L
EEFEFPETFTETET?PTETFTETFTPETFTETFTETFETETFETPTETFE P E
(@) Pro znak X vhodné roztfidte a oznacte tidaje uvedené v matici, sestavte z nich tabulku

Cetnosti (varia¢ni fadu) a sestrojte graf cetnosti funkce.

(b) Pro vektorovy znak (X, Y ) sestavte kontingenc¢ni tabulky absolutnich, absolutnich ku-
mulativnich ¢etnosti a sloupcové/ fadové podminénych cetnosti.

3. SoutéZe bojovych umeéni se zticastnilo 10 déti. SoutéZilo se ve dvou kategoriich: Kata a ku-
mite. Za kaZdou kategorii mohli ziskat maximdlné pét bodd. Body byly udélovany celoci-
selné. Vysledky jsou zaznamenany v nasledujici tabulce.
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kata 2 5 1 5 3 4 2 3 2 4
kumite |4 1 2 3 2 4 5 5 2 2
pohlavi| Z M M M Z Z M Z M M

(a) Sestavte tabulku rozloZeni cetnosti pro kategorii kata a cetnostni funkci pro kategorii
kata.

(b) Sestavte tabulku rozlozeni ¢etnosti pro kategorii kumite.

4. Celkem 31 z&ku 9.B odpovidalo na tii otazky:

¢ Jaké je vaSe pohlavi pohlavi?
¢ Jakou zndmku jste minuly rok dostali z matematiky? (Y)

¢ Jakou zndmku jste dostali z ¢eského jazyka? (Z)

Z odpovédi byl ziskdn nasledujici datovy soubor.

X\2 2 MZ MM Z2Z 272 MMZMMMM
Yy 3 2 51 4 1 13 2 4 1 2 2 1 3 2
2 1 5 3 2 1 413 3 1 2 2 2 3 3
XM Z2 2 M Z2Z 272Z MM Z 2Z 2Z M Z MM
Y 3 4 4 1 11 2 1 3 3 4 3 4 2 2
Z|1 3 2 4 2 3 4 2 5 2 3 4 1 2 3

(a) Utvofte jednorozmeérny datovy soubor pro znak Y a vektory variant pro znaky X a Z.
(b) Urcete z3, Z(5) @ z[y]

(¢) Pro znak Y sestavte tabulku rozlozeni ¢etnosti.

(d) Sestrojte graf cetnostni funkce a graf empirické distribu¢ni funkce pro znak Z.

(e) Pro znak Y a Z sestrojte kontingenc¢ni tabulku absolutnich ¢etnosti a kontingenéni ta-

bulku absolutnich kumulovanych ¢etnosti.

5. U 30 domécnosti byl zjisStovan pocet ¢lentl. Vysledky zobrazuje tabulka:
Pocet ¢lenti 1 23 4 5 6
Pocet doméacnosti |2 6 4 10 5 3

(a) Pro znak X sestavte tabulku rozloZeni ¢etnosti.
(b) Nakreslete grafy ¢etnostni funkce a empirické distribué¢ni funkce.

(c) Nakreslete sloupkovy diagram a polygon ¢etnosti poctu ¢lentt domécnosti.
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10.

11.

Je dén datovy soubor X = (x,...,x,)". Jeho aritmeticky prémér je m, a rozptyl je s2. Uva-
zujme datovy soubor Y, kdey; = 1—x;,i = 1,...,n. Co vime o jeho priiméru m, a rozptylu sﬁ?
Odvodte jejich vyjadieni pomoci 1, a s2. Déle vyjadiete kovarianci sy, mezi X a Y a urcete
koeficient korelace ry;.

Obchodni firma pfed koncem roku evidovala primeérné meési¢ni trzby za obdobi leden-
listopad ve vysi 1 226 000 K¢. Smérodatna odchylka trzeb za toto obdobi ¢inila 35 000 K¢.
Prosincové trzby dosédhly 2 056 000 K¢&. Vypoctéte hodnotu primeérnych trZzeb a jejich sméro-
datnou odchylku za vSech 12 mésict.

Pfi investi¢énim rozhodovani se mira rizika drZeni cennych papirti (CP) muZe zakédovat na-
sledujim zptisobem: 1 - riziko minimalni, 2 - malé, 3 - stfedni, 4 - zvySené, 5 - vysoké, 6 -
extrémni. V portfoliu je stejnomérné zastoupeno 10 CP, z toho tfi s mirou rizika 2, jeden s
mirou rizika 3, dva s mirou rizika 4, tfi s mirou rizika 5 a jeden s mirou rizika 6.

(a) Stanovte varia¢ni fadu.
(b) Urcete modus, median a mezikvartilovou odchylku hodnoceni rizika CP v portfoliu.

(c) Jak se zméni medidn, pokud CP s hodnocenim 6 nahradime jinym CP s hodnocenim 5?

V tabulce je uveden pfehled poskytnutych hypote¢nich tvéri jednou pobockou banky:

Vyse avéru (v tis. K¢) 500 750 800 1000 1200 1500 2000 2100 2500 3000
Pocet poskytnutychavéra | 5 14 16 20 25 11 4 2 2 1

(a) Nakreslete graf ¢etnostni funkce.
(b) Zjistéte primér, medidn a modus vySe tvéru.

(c) Vypoctéte rozptyl, smérodatnou odchylku a koeficient variace vyse avéru.

V tabulce mame k dispozici tidaje o poctu déti 30 domdacnosti:

j 1123456 |7 |8|9]10]11 12|13 |14
x|1]0,0(2(2|2(4]00]2]22]3]|]2]|1
j (1617 (1819|2021 |22 |23 |24 |25|26 |27 |28 |29
x|2(00(2(2|3 (4|2 1}2|23]2|1|0

Na zédkladé udajti v tabulce sestavte rozdéleni absolutnich, relativnich a kumulativnich cet-
nosti. Uréete modus. Stanovené ¢etnosti interpretujte a znazornéte graficky.

Ze 40ti hodnot x; (i = 1, ...,40) byl vypo¢itan aritmeticky prameér 7,5 a rozptyl 2,25. P¥i kon-
trole bylo zjisténo, ze chybi 2 jednotky s hodnotami 3,8 a 7. Opravte uvedené ¢iselné charak-
teristiky.
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12. UvaZujte soubor dtichodcty, jejichZ primérny mési¢ni dichod je 4 800 K¢ a smérodatnd od-

chylka mési¢nich diichodt je 500 K¢&. Pti které tpravé diichodu se nezméni smérodatna od-
chylka?

(a) kazdy dtichodce dostane pfiddno 150 K¢,
(b) dtichod kazdého dtichodce se zvysio 5 %?

13. Primérnd vyse vkladi v jedné bance se v letech 1995-1998 zvysila o0 40 %, variabilita vkladt
méfend rozptylem vzrostla o 96 %. Jak se zménil varia¢ni koeficient vkladi v uvedeném

obdobi?

14. Mame zadén graf empirické distribu¢ni funkce F(x):

1 -

0,80 -

'}

0,40 -
0,20 .

2 4 7 10 X

(a) Formalneé zapiste empirickou distribuéni funkci F(x).

(b) Nakreslete graf empirické ¢etnostni funkce znaku X. Empirickou ¢etnostni funkci znaku
X formdlné zapiste.

(c) Spoctéte pramér, rozptyl a smérodatnou odchylku znaku X.

(d) Jestlize vSechny hodnoty datového souboru zvétsime o 100 %, odvodte, jak se zméni
prameér a rozptyl.

(e) Urcete median, modus, dolni kvartil znaku X, horni kvartil znaku X, kvartilovou od-
chylku a dolni decil.
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15.

16.

17.

18.

(f) Pokud jsme tuto ¢etnostni funkci ziskali ze 180 pozorovani, kolikrat se realizovaly jed-
notlivé hodnoty znaku X?

Prodejce motorek si vede zdznamy o prodanych motorkach podle ceny (znak X). Dopliite
tabulku cetnosti znaku X, zakreslete distribu¢ni funkci a vypoctete primérnou vysi ceny
motorky.

rozmezi ptijcky | (0-100 000) | (100 000-200 000) | (200 000-400 000)
" 500 | 300 | 100

V hudebnim krouZzku je 10 Zakt. Kazdy z nich na konci skolniho roku dostal hodnoceni
podle toho, jak se mu za posledni rok v krouzku datilo. Hodnoceni hudebni $koly mé 3
stupné: 1 — skfivanek, 2— pénkava, 3 — vrana. Déti dostali nasledujici zndmky: 1, 3,3, 1,2, 2,
1,1,2,1.

(a) Vytvorte tabulku cetnosti, kterd bude obsahovat sloupce: ¢etnost, kumulativni cetnost,
relativni cetnost a kumulativni relativni ¢etnost.

(b) Nakreslete graf ¢etnostni funkce a graf empirické distribu¢ni funkce.

(c) Urcete primérnou a medidnovou zndmku, déle rozptyl a smérodatnou odchylku zna-

mek.

Prodejce motorek si vede zdznamy o prodanych motorkach podle ceny (znak X), cenu si roz-
delil do kategorii. Tyto zdznamy si zanesl do grafu empirické distribu¢ni funkce, vytvotte
tabulku ¢etnosti znaku X, vypoctéte modus a kvartilovou odchylku ceny motorky.

X ... ve statisicich

0 1.5 25 3.5 45 55 6570

»
!

Méme zadan graf empirické Cetnostni funkce p(x) (Zadani 1-4):
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p(x)} p(z)}
0,55 0,50
0,20
0,15 0,10
1 3 5 7 X 1 2 3 4 X
(a) Zadani 1 (b) Zadani 2
p(z)} p(x)}
0,30 0,30
0,25 C
0,20 0,20

v

><V
—_

1 2 3 4 2 3 4
(c) Zadani 3 (d) Zadéni 4

(a) Formédlné zapiste empirickou ¢etnostni funkci p(x).

(b) Nakreslete graf empirické distribu¢ni funkce znaku X. Empirickou distribu¢ni funkci
znaku X formalné zapiste.

(c) Spoctéte pramer, rozptyl a smérodatnou odchylku znaku X.

(d) Jestlize vSechny hodnoty datového souboru zvétsime o 150 %, odvodte, jak se zméni
prameér a rozptyl.

(e) Urcete median, modus, dolni kvartil znaku X, horni kvartil znaku X, kvartilovou od-
chylku a dolni decil.

(f) Pokud jsme tuto ¢etnostni funkci ziskali ze 100 pozorovani, kolikrat se realizovaly jed-
notlivé hodnoty znaku X?

19. Prodejce motorek si vede zdznamy o prodanych motorkdch podle ceny (znak X), cenu si
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rozdélil do kategorii 100 0000 - 200 0000, 200 000 - 350 000, 350 000 - 500 000, 500 000 - 700
000 (drazsi modely neprodéva). Procentudlni zastoupeni v jednotlivych skupindch bylo 20%,
40%, 25%, 15%. Celkem prodejce prodal 50 000 motorek.

(a) Sestavte tabulku rozloZeni cetnosti pro znak X.

(b) Vypoctéte rozptyl pro znak X.

(c) Nacrtnéte histogram pro znak X.

20. V kontingen¢ni tabulce jsou uvedeny hodnoty relativni ¢etnostni funkce p(x, y) vektorového
znaku (X, Y)'.

(X,Y)|-1]1
0 03] ¢
2 04 10,1
4 2¢ | 0,1

Urcete ¢iselné hodnotu p, sestavte kontingenéni tabulku funkce relativnich kumulativnich
¢etnosti, spoctéte koeficient korelace znakti X, Y, zmensime-li vSechny hodnoty znaku X o
1, jaka bude hodnota primeéru a rozptylu znaku X?

1.6 Nahodny vektor
1.6.1 ReSené piiklady
Priklad 1:

Sdruzend hustota pravdépodobnosti dvouslozkového ndhodného vektoru je definovana jako:

| x+y pro 0<x<1,0<y<1
flay) = { 0 jinak.

a) Naleznéte obé marginalni hustoty pravdépodobnosti f.(x) a f(v).

b) Rozhodnéte o tom zda jsou veli¢iny X a Y stochasticky nezavislé.
Reseni:
a) V prvnim kroku ze sdruzené hustoty pravdépodobnosti ziskdme jednotlivé margindlni hustoty.
JelikoZ ze zadani vidime, Ze jde o spojity nahodny vektor, 1ze marginédIni hustotu pro ndhodnou
veli¢inu X vypocitat pomoci:

fx(x)zf_o:of(x,y) dy:/_odey+/01x+ydy+/lw0dy
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pro 0 < x < 1. Protoze integrace nulové funkce je rovna nule staci zvolit integra¢ni meze v roz-
mezim 0 < y < 1. Integrovat budeme ptes sdruzenou hustotu f(x,y) = x + y. Konkrétné

1 y2 1 1
fx(X)=/ x+ydy = {nyr—} =x+3.

Déle musime uréit margindlni hustotu pro x € (—co,0) U (1, 00):

fx(x) = /_o:of(x,y) dy = /_O;Ody = 0.

Celkem:

- x+% pro 0<x<1
fx(x) _{ 0 jinak.

Obdobny postup aplikujeme i u druhé hledané margindlni hustoty f,(y). Tentokrat budou inte-
gra¢ni meze omezeny rozmezim 0 < x < 1. Integrovat budeme opét pres sdruzenou hustotu
floy) =x+y.

2 1 1

1 X
fy(y)—/O X +ydx = {7“}/}0—%5

Formalné Ize margindlni hustotu zapsat nédsledujicim zptisobem

_[y+3 pro 0<y<1
foly) = { 0 jinak.

b) Zbyva ovéfit nezdvislost ndhodnych veli¢in X a Y. P¥i nezavislosti veli¢in plati, Ze sdruzena
hustota pravdépodobnosti je rovna ndsobku margindlnich hustot, tj. f(x,y) = fx(x) - fy(y). V

nasem piipadé
xty=(x+2) (y+1i
=\ VT

x vy 1
x+y7£xy+2+2+4

Z vyse uvedeného postupu je ziejmé, Ze ndhodné veli¢iny X a Y nejsou stochasticky nezavislé.
O
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Piiklad 2:

Necht X a Y jsou stochasticky nezdvislé nahodné veli¢iny. Méjme zadany margindlni pravdépo-
dobnostni funkce p1(x) a p2(y):

0,1 pro x=-2 0,5 pro x—-—2
0,2 pro x=20
) =907 o r—1 pa(y) =4 05 pro  x=0
0P 0 jinak.
0  jinak.

a) Urcete tabulkou pravdépodobnostni funkci ndhodného vektoru (X, Y)'.
b) Uréete P(X > —0,5)aP(X+Y > 0).

ReSeni:

a) Pro sestaveni tabulky pravdépodobnostni funkce musime vyuZit informaci ze zadani o neza-
vislosti ndhodnych veli¢in. Tato informace ndm umoztiuje vyuzit vztah p(x,y) = p1(x) - p2(y).
Jinymi slovy, pokud chceme zjistit pravdépodobnost p(—2, —2) staéi rozndsobit p1(—2) s p2(—2).

p(—2,-2) = p1(—2) - p2(—2) =0,1-0,5=0,05
analogicky ziskdme ostatni pravdépodobnosti
p(=2,0) = p1(=2) - p2(0) =0,1-0,5 = 0,05
p(0,=2) = p1(0) - p2(=2) =0,2-0,5=0,1
p(0,0) = p1(0) - p2(0) = 0,2-0,5=0,1
p(1, )—m() 2(=2) =0,7-0,5=10,35
p(1,0) = pr(1)- pz( )=0,7-0,5=0,35.

Nyni jizZ mtZzeme sestavit pravdépodobnostni funkci nahodného vektoru (X, Y)’ pomoci tabulky.

X\Y| 2 0
2 005 0,05
0 |01 o1

1 035 0,35

b) V poslednim kroku budeme pocitat pravdépodobnosti P(X > —0,5)a P(X+Y > 0). Abychom
vypocetli pravdépodobnost P(X > —0,5) vyjdeme z marginalni pravdépodobnosti funkce p;(x)
a nalezneme v8echny pravdépodobnosti, pti kterych je spInéna podminka X > —0,5

P(X > —0,5) = p1(0) + p1(1) =0,2+0,7 = 0,9.
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Pravdépodobnost P(X + Y > 0) ziskdme ze sdruZzené pravdépodobnostni funkce, kterou jsme si
sestavili pomoci tabulky vyse. Opét vybirame pravdépodobnosti, které spliiuji podminku X + Y >
0. To jsou kombinace {0,0} a {1,0}, zbytek kombinaci podminku nespliiuje. Nyni uz mtizeme
pravdépodobnost vycislit

P(X+Y >0)=p(0,0) + p(1,0) = 0,1+ 0,35 = 0,45.

Priklad 3:

Poté, co pfijde Ludék domii a napiSe si domaci tikoly, méa 4 hodiny volného ¢asu. Ndhodna veli¢ina
Xudava dobu, kterou Ludék hraje pocitacové hry, ndhodnd veli¢ina Y uddva dobu, kterou se diva
na televizi (mtZe vSak délat i néco jiného). Ludéek kazdy den sleduje sviij oblibeny seriél, ktery
trva 60 minut. Predpokladejme, Ze se stejné rad diva na televizi i hraje pocitacové hry.

a) Urcete simultanni hustotu pravdépodobnosti ndhodného velktoru (X,Y)".

b) Vypocitejte pravdépodobnost, Ze Ludék v ndhodné vybraném dni strdvil hranim na pocitaci
a divanim na televizi dohromady alespori 2 hodiny.

c) Vypocitejte pravdépodobnost, Ze Ludé€k v ndhodné vybraném dni stravil divdnim na televizi
alespori 2 hodiny.

d) Zjistéte, zda jsou ndhodné veli¢iny X a Y stochasticky nezavislé.

ReSeni:

a) JelikoZ pfedpokladdme, Ze se Ludék stejné rad diva na televizi i hraje pocitacové hry, a vime,
ze se kazdy den divad 1 hodinu na svtij oblibeny seridl, hleddme néasledujici simultdnni hustotu
pravdépodobnosti:

| b pro 0<x<3 1<y<4—x
f(x’y)_{O jinak.

Oblast, na které je simultdnni hustota vymezena je znazornéna na Obrazku [1.10]
Konstantu b zjistime pomoci vztahu

/—o:o /_o:of(x'y)dydx =1
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y=4—x

[y

Obrézek 1.10: Oblast vymezeni simultanni hustoty ze zadani a)

3 prd—x
1:/ / b dydx
0 J1

3 3
b/ 3—x dx:b[3x—o,5x2}0:b(9—4,5):4,5b
0
1=4,5b

b:§

Simultanni hustota pravdépodobnosti ndhodného vektoru (X,Y)’ tedy je:
2
_J § pro 0<x<3 1<y<4-—x
f(xy) { 0 jinak.

b) V dalsim kroku budeme zjistovat, s jakou pravdépodobnosti stravi Ludék sledovanim televize
a hranim pocitatovych her dohromady alespori 2 hodiny. Hleddme tedy pravdépodobnost P(X +
Y > 2). Tuto pravdépodobnost ziskame, kdyz od jednic¢ky ode¢teme pravdépodobnost, kdy Ludék
v souctu stravi zminénymi aktivitami méné nez 2 hodiny. Zménu omezeni, pfes kterou budeme
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nyni integrovat reflektuje Obrazek
1 2-x 1
B 2 B 2 B 2 )1t
P(X+1/>2)—1—/0/1 5 dydx =1 5/01 x dx=1 9[x O,Sx}o—

2 8
—1-5(1-0,5) =~
5 ) =3

Obrazek 1.11: Oblast vymezeni simultanni hustoty ze zadani b)

¢) Nyni nas bude zajimat pravdépodobnost, Ze Ludék pouze sledovanim televize stravi alespori
2 hodiny. Hledame pravdépodobnost P(Y > 2), tedy ze Ludék strdvi sledovanim televize mini-
mélné 2 hodiny a maximdln€ 4 hodiny. Z této podminky vyplyva, Ze hrat pocitacové hry nebude
viibec nebo jim bude vénovat maximéIné 2 hodiny. Zménu omezeni, pies kterou budeme nyni
integrovat reflektuje Obrazek

2 47)(2 2 2 2 2 ) 4
P(Y >2) = = dydx== [ 2—x dx==|2x— 2N =24 —2)=_2
(¥>2) /0/2 g W 9/0 ¥ dx =G |20-052) = 5(4-2) =g

d) V poslednim kroku zjistime, zda jsou ndhodné veli¢iny X a Y stochasticky nezavislé. Jak uz
vime, pro nezavislost ndhodnych veli¢in plati f(x,y) = fv(x) - fy(y). Musime si tedy vypocitat
margindlni hustoty pravdépodobnosti.
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Yy
4
y=4—-=x
2 y=2
y=1
1
0 2 3 >

Obrézek 1.12: Oblast vymezeni simultanni hustoty ze zadani c)

4—x
=[5 dr=56-x)

4—
A= [ 2 ar=2u-y)

Ziskali jsme margindIni hustoty pravdépodobnosti:

2 2
_J 5B8=x) pro 0<x<3 _J5@4-y) pro 1<y<4
fxlx) = { 0 jinak. fy) =10 jinak.

Jelikoz % # 2(3 — x) - 3(4 — y), ndhodné veli¢iny X a Y nejsou stochasticky nezavislé.

1.6.2 NefteSené piiklady

1. Necht X a Y jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s margindlnimi pravdépodobnostmi

75



1. STATISTIKA 1

0,3 pro x=-2 0,9 pro  x— -2
0,2 pro x =0
n) =19 o5 pro x=1 p2(y) = ¢ 0,1 pro x=0
o 0 jinak.
0  jinak.

Urcete:

(a) tabulkou pravdépodobnostni funkci ndhodného vektoru (X, Y)'.
(b) P(X =2)
(c) P(X<2)—P(Y < -1)
(d) P(X+Y <0)
(X,
(

(e) F(X,Y)

. Necht (X7, X2)" ma spojité rovnomérné rozdéleni sousttedéné na mnoziné G = {[x1,xp] €
RxR:0<x; <1;0 < x; <1}. Uréete sdruzené margindlni hustoty.

. Necht (X, Y)" ma spojité rovnomérné rozdéleni soustfedéné na mnoziné G = {[x,y] € R x
R:0<x<1,0<y<1-—ux}. Uréete sdruzené marginalni hustoty.

. Néhodny vektor (X1, X2)" ma konstantni hustotu na [1,2] x [2,4] a nulovou jinde. Najdéte
sdruzenou a margindIni hustoty a pfislusné distribu¢ni funkce.

. Sdruzend (simultdnni) pravdépodobnostni funkce ndhodného vektoru (X;, X»)" je funkce
dana tabulkou:

X1 \x 2 1 2 3 4
1 010 ¢ 0,09 0,20
2 015 014 ¢ 030

(a) Urcete konstantu c.
(b) Urcete margindlni pravdépodobnostni funkce.

(c) Rozhodnéte a zdtivodnéte, zda jsou nahodné velic¢iny X;, X, stochasticky nezavislé.

6. Sdruzend (simultanni) pravdépodobnostni funkce ndhodného vektoru (X3, X»)’ je funkce

déana tabulkou:

xl\xz

1 2 3

1
2

0,02 0,03 0,05
0,18 0,27 045
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10.

Urcete:

(a) marginalni pravdépodobnostni funkce.
(b) pravdépodobnosti P(X; < 2,5)a P(Xp < 2,5V X; > 1,5).

Necht nahodny vektor (X, Y)’ mé diskrétni rozdéleni, dané tabulkou

x\y | -1 0 1
0 [020 010 0,10
1 /010 025 025

Urcete

(a) hodnotu distribu¢ni funkce F(1;0).
(b) margindlni pravdépodobnostni funkce.

(c) zdajsou ndhodné veli¢iny nezavislé.

Néahodny vektor (X, Y)’ mé rozdéleni pravdépodobnosti, dané hustotou

X4+ pro 0<x<20<y<3
_ ) 12718 ’
f(x,y) _{ 0 jinak.

(a) Vypoditejte margindlni hustoty pravdépodobnosti f1(x) a f2(y)

(b) Rozhodnéte o nezavislosti ndahodnych veli¢in X a Y.

Sdruzena (simultanni) hustota nédhodného vektoru (X3, X», X3)' je funkce déna vztahem:

_ [ Kxyx3xz x1 € (0,1),x2 € (0,3),x3 € (0,1)
flx, 22, x3) = { 0 jinak

Stanovte:

(a) Konstantu K.
(b) Margindlni hustoty f1,(x1,x2) a f1(x7).

Héazime dvéma hracimi kostkami. Necht ndhodna veli¢ina X udava pocet Sestek, které padly
na prvni kostce a ndhodna veli¢ina Y udava pocet Sestek, které padly na druhé kostce.

(a) Popiste prostor elementédrnich jevii ().
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(b) Urcete sdruzené rozdéleni X a Y.

11. Hodime dvéma hracimi kostkami. Necht ndhodn4 veli¢ina X udava pocet Sestek, které padly
na prvni kostce a ndhodné veli¢ina Y udava pocet ok, které padly na druhé kostce.
(a) Popiste prostor elementédrnich jevii ().

(b) Urcete sdruzené rozdéleni X a Y.

12. Méjme zadanou margindlni hustoty

o= (3 150

frly) = { S‘y y € 0.2)

jinak

(a) Urcete konstanty a a b.
(b) Simultanni hustotu f(x, y) pokud vite, Ze zadané marginalni hustoty jsou stochasticky
nezavislé.

13. Né&hodny vektor (X7, X5)' mé hustotu zadanou jako:

| 4x1xp pro 0<x1<a,0<x<aaa>0
flay, xz) = { 0 jinak.

Stanovte:

(a) Konstantu g, tak aby f(x1, x5) byla hustotou pravdépodobnosti.
(b) Obé& marginalni hustoty.
(c) Zda jsou ndhodné veli¢iny X;, X, stochasticky nezavislé.

14. Firma Koralky s.r.0. vyrab{laciné naramky pro nendro¢né Zeny. Jeden hnédortiZovy naramek
obsahuje 30 korélka: 10 hnédych a 20 rtizovych. Kazdy kordlek mtize byt nezavisle na ostat-
nich nedokonale zabarveny. Hnédy muZe byt nedokonale zabarveny s pravdépodobnosti
0,14, razovy s pravdépodobnosti 0,1. Nahodna veli¢ina X udava pocet nedokonale zabarve-

nych hnédych koralkd. Ndhodna veli¢ina Y udavé pocet nedokonale zabarvenych rizovych
koralkd.

(a) Urcete rozdéleni ndhodnych veli¢in.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

(b) Jaka je pravdépodobnost nedokonale zabarveného ndramku?
(c) Jaka je pravdépodobnost, Ze na naramku budou pravé 4 nedokonalé hnédé koralky a
pravé 9 nedokonalych rtizovych koralka?

Mam 2 motory (1 obycejny, 1 tsporny) do kterych jsem nalil stejné mnoZstvi paliva. Jejich vy-
drze jsou stochasticky nezavislé ndhodné velic¢iny s exponencidlnim rozdélenim s parametry
A =0,2, Ay = 0,4 jaké je pravdépodobnost, Ze okamzik t = 0, 3 pteZiji oba motory?

V nadnérodni korporaci vybirame 3 lidi, které pfijjmeme na 3 mista tcetnich (tato mista jsou
prakticky nerozliitelnd) z 7mi kandidatt. Z téchto je 2 muZzi a 5 Zeny, kdy 3 Zeny maji dité€ a
zbylé 2 jsou bezdétné. Nahodna veli¢ina X udava pocet vybranych Zen a ndhodna veli¢ina Y
udéva pocet bezdétnych vybranych zen. Urcete simultanni pravdépodobnostni funkci a obé
margindlni pravdépodobnostni funkce.

Vzé&jemné nezévislé ndhodné veli¢iny X;, X, X3 maji stejnou hustotu f;(x;) = 3x? pro 0 <
x; < lproi=1,2,3,jinakjsounulové. Jakd je pravdépodobnost, Ze pravé dvé z téchto veli¢in
nabudou hodnoty vétsi nez 0,5?

Pfedpokladejme, Ze Zivotnost urcitého vyrobku je ndhodna veli¢ina s hustotou f(x) = e *
pro x > 0, jinak je nulovad. Ozna¢me X, X5, X3 Zivotnost tii rtiznych vyrobkt. Vypocitejte
pravdépodobnost P(X; <2A1 < Xp <3 A X3 > 2).

Pravdépodobnostni funkce ndhodného vektoru (X3, X5)’ je zadéna vztahem:

x4+ k-x ro x1€41,2};x, € 40,1
= { e g ne 0bn e 01

Stanovte:

(a) Konstantu k, tak aby p(x1, x2) byla pravdépodobnostni funkci.
(b) Obé margindlni pravdépodobnostni funkce.

(c) Zdajsou ndhodné veli¢iny X7, X, stochasticky nezavislé.

Necht X; a Xj jsou spojité ndhodné veli¢iny. O téchto veli¢inach vime, Ze jsou nezavislé a
obé maji stejné rozdéleni pravdépodobnosti dané jako

N _ )27 pro  x;>0ac>0
filxi) = { 0 jinak.

Stanovte:
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21.

22.

23.

(a) Konstantu c, tak aby f;(x;) byly hustotou pravdépodobnosti.
(b) Hustotu ndhodného vektoru (X;, X3)’

Rozhodnéte o nezavislost ndhodnych veli¢in X; a X, ma-li ndhodny vektor (X7, X») distri-
buéni funkci

0 pro X1 <0Vxp <0
x2x2

F(xi,x2) =9 2 pro 0<x <1A0<x<2
1 jinak.

Néahodny vektor mé rozdéleni pravdépodobnosti, dané tabukou:

x\y | -1 0
2102 01
-1 10,05 0,25
1 02 02

Stanovte:

a) hodnotu distribu¢ni funkee F(3; 1);

b) marginalni pravdépodobnostni funkce;

c) P(X <0), P(Y < —0,5), Fx(1);

d) zda jsou ndhodné velic¢iny X a Y nezavislé.

Necht maji nahodné veli¢iny X a Y rozdéleni pravdépodobnosti, dané nasledujicimi tabul-
kami:

x |05 0 1 2 y; |1 1 2
pi(x) | 01 02 03 04 p2(y;) |05 02 03

Predpokladejme, Ze X a Y jsou nezdvislé ndhodné veli¢ny. Pak stanovte:
a) pravdépodobnostni funkci vektoru (X,Y)’;

b) hodnotu distribu¢ni funkce F(1,5;0);

o) P(X <0,7), P(Y > 1).
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24. Nahodny vektor (X,Y)" ma rozdéleni pravdépodobnosti, dané hustotou:

1/x ¥ . .

_J §(z+3) pro  (xy)€(0;2) x(0;3)
fxy) { 0 jinak.

a) Vypocitejte marginalni hustoty pravdépodobnosti f1(x) a f(y).

b) Jsou X a Y nezavislé?

25. T¥i nezavislé ndhodné veli¢ny X;, X, X3 maji kazda stejnou margindlni hustotu pravdépo-
dobnosti:

fi(x;) = { 3xi2 pro x; €(0;1),i=1,2,3

0 jinak.
Jaka je pravdépodobnost, Ze:
a) alespor jedna bude mit hodnotu vétsinez 0,5?

b) pravé dvé budou mit hodnoty mensi nez 0,3?

1.7 Ciselné charakteristiky

1.7.1 Resené piiklady
Piiklad 1:

Urcete ¢iselné charakteristiky E(X), D(X), D(1-3X) ndhodné veli¢iny X s nasledujici hustotu prav-
dépodobnosti

{7 fr *<0

Reseni:

Prvni z ¢iselnych charakteristik, kterou mtizeme ur¢it je sttedni hodnota E(X). JelikoZ je nase roz-
déleni pravdépodobnosti spojité (rozezndme, dle zadané hustoty), budeme stfedni hodnotu poci-
tat pomoci vzorce

E(X) = /O:Ox - F(x)dx.
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Abychom spravné ur¢ili integra¢ni meze, musime si v§imnout, Ze funkce je definovana po ¢astech.
Na intervalu (—o0,0) je f(X) = 0, na intervalu (0,1) je f(x) = 2x a na intervalu (1, %) je f(x) = 0.

0 1 00
E(X):/ x-de~|—/ x-2xdx—1—/ 0dx
oo 0 1

Vime, Ze integral pfes nulovou funkci je roven nule, staci tedy integrovat v mezich od (0,1) a
budeme integrovat ptes hustotu f(x) = 2x.

1 1 371
E(X)= [ x-2xdx= | 2x*dx = 27 _2

Druhou z ¢iselnych charakteristik, kterou si vycislime je rozptyl D(X). Rozptyl 1ze vypoditat po-
moci vzorce
D(X) = E(X?) — E(X)~

Vy¢isleni E(X)? ndm necini Zadny problém, nebot se jednd pouze o umocnénou hodnotu stfedni
hodnoty vypocitané o par fadkt vyse, tedy

Vy¢éisleni E(X?) provedeme pomoci nasledujiciho vzorce

E(X?) = /_O:O x? - f(x)dx

1 1 471
E(X?) = / x? - 2xdx = / 2x3dx = l%} = %
0 0 0

FindInim krokem je dosazeni do rovnice rozptylu
1 4 1
PX=3"5" 1§
Poslednim tkolem je ur¢it rozptyl transformované veli¢iny D(1 — 3X). Pfi tomto vypoctu vyuzi-
jeme nasledujici vybrand pravidla:
D(aX —bY) = D(aX) + D(bY) —2C(aX, bY),
D(aX) = a"D(X),
D(a)
C(a,bY)

konkrétné tedy

a?
0,
0,

82



1. STATISTIKA 1

kde X a Y jsounahodné veli¢iny a a a b jsou konstanty. Rozptyl s vyuZzitim vySe zminénych pravidel
vypocteme jako

D(1-3X) =D(1) + D(-3X) —2C(1,3X) =0+ 3’D(X) - 0=9- — =

Piiklad 2:

Mé&jme zadany nésledujici ¢iselné charakteristiky E(X) = E(Y) = 2, E(Y?) = 8, D(X)
E(XY) = 3. Urcete korela¢ni koeficienty R(X,Y) a R(2X,-Y).

I
—
o

2

Reseni:
Jak jiz bylo feceno, pro vypocet korela¢niho koeficientu potfebujeme znat vzorec
__ CXxY)

VD(X) - vD(Y)

Zatim ze zadani zndme pouze rozptyl ndhodné veli¢iny D(X), zbyva ndm tedy dopocitat kova-
rianci C(X, Y) a rozptyl ndhodné veli¢iny D(Y). Abychom dopocitali rozptyl ndhodné velic¢iny Y
vyjdeme ze vzorce pro rozptyl a dosadime piislusné momenty, které zname ze zadani

R(X,Y)

D(Y)=E(Y?) —E(Y)>?=8-22=4.
Podobnym zptisobem ziskdme i kovariané¢ni koeficient
C(X,Y)=E(XY)—-E(X)E(Y) = —1.
V poslednim kroku vypocteme koeficient korelace dosazenim do vySe zminéného vzorce

_ C(X,Y) -1 __1
~VDX)/DY)  Vid 2

Jako ptfidavek si jesté ukdzeme jak vypocitat koeficient korelace pro transformovanou veli¢inu,
konkrétné R(2X, —Y). Zde si pomtizeme pravidlem

R(X,Y)

R(a1 + 01 X,a, + sz) = sgn(blbz)R(X, Y),
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kde sgn(b1b,) je funkce vracejici pouze znaménko soucinu konstant by a by. V naSem ptipadé tedy
ptijde o znaménko ze soucinu b; = 2 a b, = —1. Pjde tedy o znaménko —. Vysledny koeficient
korelace je roven

RQX—H:WWQ(—DyRQAO:—MKY%:—(é):1

Priklad 3:

Diskrétni ndhodny vektor (X,Y)" mé pravdépodobnostni funkci

1
_J x@x—-y+2) pro x=1{012} y=1{01}
plry) = { 0 jinak.

Vypoctéte koeficient korelace R(X,Y).

Reseni:

Ze zadani si vytvofime tabulku se simultdnni pravdépodobnostni funkci a marginalnimi pravde-
podobnostnimi funkcemi:

X\Y | 0 1 | ;)
0 | 2/21 1/21] 3/21
1 | 4/21 3/21| 7/21
2 | 6/21 5/21|11/21

p(y) [ 12721 9/21| 1

Pfi vypoctu marginélnich pravdépodobnostnich funkci p1(x) a p2(y) jsme vyuzili vztahy

pi(x) =Y pxy) a p(y)= ) plxy)

YyEA, xeA
Koeficient korelace dostaneme po dosazeni do vzorce
VD(X) -/D(Y)

Jesté pfedtim je tedy potteba si vypocitat kovarianci, rozptyly, stfedni hodnoty, druhé pocatecni
momenty a E(X - Y). Stfedni hodnoty:

3 7 11 29
E(X)=0 > +1-—+42.— ==
(%) TR TR
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Druhé pocéatecni momenty:

3 7 11 51
2y _ 2. 2 2 7 2 14 _ 94
E(X") =0 21—'_1 21—'_2 21 21
12 9 9
2y _ 2. 1< 2. 7 _ 7
E(¥) =0 21+1 21 21
Rozptyly:
51 29, 230
D(X)_i (i) T 441
9 9., 12
D(Y)—ﬁ—(ﬁ) =19
E(X-Y):
2 1 4 3 6 5 3 10 13
E(X.Y)_O'O'ﬁ+0'1'ﬁ+1'0.ﬁ+1.1'ﬁ+2'o'ﬁ+2'1.ﬁ_ﬁ+ﬁ_ﬁ
Kovariance:

C(X,Y) = E(X-Y)— E(X)-E(Y) = 5 2.2 _ 4

Pak koeficient korelace je:

4
4

R(X,Y) = /233 ’ /12
a1 '\ 9

=0,07614

Priklad 4:

Spojity ndhodny vektor (X,Y)” ma hustotu pravdépodobnosti:

8y pro 0<x<1 O0<y<x
f(x,y)—{ 0 jinak.

Urcete E(X), Kp1(X) aC(X,Y).
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ReSeni:

Pro vypocet E(X) musime znat marginanlni hustotu f(x). Tu ziskdme pomoci vztahu

fi(x) z/_O;f(x,y) dy

(Pro urceni mezi integralu je vhodné si zakreslit oblast 0 < x <1 0 <y <))

x ]/2 X
fi(x) = / 8xy dy = {Sx—} = 4x°
0 2 Jo

Marginalni hustota pravdépodobnosti f1(x) ma tvar:

fl(x):{4x3 pro 0<x<1

0 jinak.

Pro vypocet stfedni hodnoty pouZzijeme vzorec

E(X) :/o:ox~f(x) dx

1
E(X)Z/ x-4xddx = {4—
0 5

Diéle vypocteme Ko 1 (X), vyuZijeme vztah:

Ko1(X)
0,1= / f(x)dx

Ko,1(X) Ko1(X
0,1= / 4x3 dx = [x4]00'1( ) Ko1(X)*
0

Ko1(X) = v/0,1 = 0,5623.

Pro vypocet C(X,Y) si nejdiiv musime dopocitat E(Y) a E(X - Y). Zaneme opét uréenim marginalni
hustoty pravdépodobnosti f>(y).

fal) = [ Sty dx
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1 ¥2 1!
faly) = / 8y dx = {873/] = 4y — 4y’
Yy y
Margindlni hustota pravdépodobnosti f,(y) ma tvar:
[ 4y—4y® pro O0<y<l1
fy) = { 0 jinak.
Pro vypocet E(Y) pouZzijeme vzorec

E) = [ xfly)dy

1 3 591
g —aPyay = a4 248
E(Y)—/Oy (4y 41/)6&/—{43 45]0—3 515
V dal$im kroku vypocitdme E(X - Y) pomoci vzorce
E(X-Y)Z/ xy - f(x,y) dy dx
1 px 1 y3 X
E(X-Y)=//xy'8xydydx=/ [sz-—] dx =
o Jo 0 3 1o
_/1§5dx_§ “) 81 4
~Jo 3 316, 36 9
V poslednim kroku ndm zbyva vypocitat kovarianci C(X,Y).
4 4 8
C(X,Y) = E(X-Y) —E(X)-E(Y) = 5 — ¢ - 7z = 0,01778

1.7.2 NeteSené piiklady

1. Urcete sttedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny X popsané nédsledujici funkci:
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() ()
1 x
_ | & pro xe€{0,1,...,6} _ | 1 pro x €{1,3,5,7}
p(x) { 0 jinak. p(x) 0 jinak
(b) (d)
[ 2x—2 pro x€(1,2) [ 3x* pro x€(0,1)
flx) = { 0 jinak. flx) = { 0 jinak
2. Je dana pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny X tabulkou:
X 1|2 3| 4 |jinak
p(x){03]{01|c|02] O

Urcete konstantu ¢ a ndsledné ¢iselné charakteristiky E(X) a D(X) nahodné velic¢iny X.

3. Necht je X ndhodna velicina, jeji pravdépodobnostni funkce je definovana nasledujicim ta-
bulkou:

x 4 5 2 | jinak
p(x) | 1/10|6/10 | 3/10| O
Urcete:
(a) E(3X +4)
(b) E(X)
(c) D(1—2X)

4. Necht X je spojita nahodna veli¢ina definovana hustotou pravdépodobnosti f(x):

Flx) = { c(1-x)(1 +x()) j}z;c;k. —1<x<1;
Urcete jeji zakladni ¢iselné charakteristiky.
5. Méjme distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny X definovanou jako
0 pro x < —4
0,1x+0,4 pro —4<x<2

0,4x—0,2 pro 2<x<3
1 jinak.

F(x) =

Urcete stfedni hodnotu ndhodné velic¢iny X.
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6. Méame zadan graf distribu¢ni funkce F(x) ndhodné veli¢iny X (Zadéni 1 a Zadéni 2):

F(z) | F(z) |

1 - 1 -

0,80 . 0,80 R
0,70 e
0,40 ] . 0,40 . .
0,20 .
2 4 7 10 X 1 2 3 4 X
(a) Zadéni 1 (b) Zadani 2

(a) Formalné zapiste distribu¢ni funkci F(x).

(b) Nakreslete graf pravdépodobnostni funkce znaku X. Pravdépodobnostni funkci na-
hodné veli¢iny X formalné zapiste.

(c) Spoctéte stfedni hodnotu, rozptyl a smérodatnou odchylku ndhodné velic¢iny X.

7. Prodavac zmrzliny utrzi 1200 K¢, kdyZ je pékné pocasi, a 400 K¢, kdyZ je pocasi Spatné. Jaka
je o¢ekavana hodnota prodavacovy trzby, pokud vime, Ze Spatné pocasi nastane s pravdé-
podobnosti 35%?

8. Zmrzlinat z pfedchoziho pfikladu vyuziva v krdmu dva stroje na zmrzlinu. Stroje pracuji
nezavisle. Pravdépodobnost poruchy 1. stroje je 0,5 a pravdépodobnost poruchy 2. stroje je
0,1. Necht X znaci ndhodnou veli¢inu vyjadfujici pocet porouchanych zmrzlinovych stroja.
Urcete E(X), D(X) a D(69 — 3X).

9. Abychom ocenili kvalitu prace tfi pracovniktl P1, P2 a P3 provedeme Setteni. Pti Setfeni zjis-
time kvalitu vyrobku a nédsledné vyrobek obodujeme. Za vyrobek nejvyssi kvality dostane
pracovnik 3 body, za vyrobek stfedni kvality 2 body, za vyrobek nizké kvality 1 bod a za
zmetek bude penalizovan -1 bodem. Pravdépodobnosti vyroby jednotlivych vyrobki jsou

zahrnuty v tabulce.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

I x 3 2 1 A
Pl |pi(x) 05 01 03 01
P2 | po(x) 03 05 01 01
P3| ps(x) 04 03 03 0,0

Urcete, u kterého pracovnika lze ocekdvat vyrobky z nejvyssi kvalitou a ktery pracovnik
pracuje nejstabilnéji.

Necht X, Y a Z jsou vzdjemné nezdvislé ndhodné veli¢iny. Spocitejte stfedni hodnotu trans-
formované nahodné veli¢iny U = X? + XY + Y2, pokud E(Y) = 4, E(X) = —6,D(Y) =1,
D(X)=4aR(X,Y)=0,3.

Nahodné veli¢iny X a Y jsou stochasticky nezavislé, déle vime, ze E(X) = 2, E(Y) = -2,
D(X) =1a D(Y) = 4. Uréete: E(X — 3Y), E(X — Y) ,D(X — 3Y), D(X - Y).

U nédhodnych veli¢in X a Y zndme néasledujici charakteristiky: E(X) = 2, E(Y) = —1,
E(XY) = —4,D(X) = 3a D(Y) = 5. Urcete korela¢ni koeficient R(X,Y).

U nahodnych veli¢in X a Y zndme néasledujici charakteristiky: E(X) = 2,E(Y) =1,C(X,Y) =
0, D(X) =1a D(Y) = 4. Vypoctéte stfedni hodnoty a rozptyly nahodnych veli¢in Z, U a V:
(@) Z=3Y-2X+4
b) U=2X-Y
(c) V=-3X-5
Pocet riznych druhi piv, které navstévnik ochutnd pfi navstéve festivalu je ndhodna veli¢ina

X. Statisticky bylo zjisténo, Ze tato veli¢ina nabyva hodnot 0, 1, 2, 3, 4 s pravdépodobnostmi
0,25; 0,55; 0,11; 0,07; 0,02. Urcete stftedni hodnotu rozptyl ndhodné velic¢iny X.

Necht X a Y jsou nezavislé nahodné veli¢iny s margindlnimi pravdépodobnostmi

0,3 pro x=-2 0,9 pro  x= -2
0,2 pro x =0
n) =19 o5 pro x=1 p2(y) =4 0,1 pro x=0
o 0  jinak.
0  jinak.

Urcete:

(@) E(X), E(Y)
(b) R(X,Y)
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

Hustota nahodné veli¢iny X je zadana funkci f(x) = 2x — b pro x € (2;3) jinde je nulova.
Dopocitejte konstantu b, uréete sttedni hodnotu E(X) a rozptyl D(X) ndhodné veli¢iny X.

Mame danou varia¢ni matici sloupcového ndhodného vektoru (X1, Xp, X3)' jako:
4 05 -5
var(X)=1 0,5 1 2,5 |. (1.2)
-5 2,5 25
Urcete korela¢ni matici cor(X).
Urcete &iselné charakteristiky E(X), E(Y), D(X), D(Y) a R(X, Y) ndhodného vektoru (X, Y)’,

jehoZz pravdépodobnostni funkce je zadéna tabulkou:

Y/X| 2 3 6
1 [015 020 0,110
3 020 0,05 030

Pro ndhodny vektor (X, Y)’, jehoz pravdépodobnostni funkce je zadana tabulkou vypoctéte
koeficient korelace

Y/X| 0 1
0 0965 0,02
1 | 001 0,005

Pravdépodobnostni funkce nahodného vektoru (X, Y)’ je ddna vztahem:

[ 3+% pro  xe{0,1},ye{1,2}
plry) = { 0 jinak.

Urcete sttedni hodnotu a rozptyl nahodné velic¢iny X.

Néhodny vektor X = (X, Y)’ ma nasledujici simultanni hustotu:

4xy pro  x,y€(0,1)

fxy(x,y) :{ 0 jinak.

Vypocitejte kovarianéni a korela¢ni koeficienty mezi ndhodnymi veli¢inami X a Y.
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22. Nahodny vektor (X,Y)" ma rovhomérné spojité rozdéleni na oblasti G = {|
0 < x < 2;2 <y < 4}. Urcete stfedni hodnoty a rozptyly E(X), E(Y), D(X) a
varia¢ni matici.

x,y] e RxR:
(Y). Sestavte

23. Necht X1, X, ..., X, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny a plati: E(X;) = u, D(X;) = o2 pro
i = 1,...,n. Urcete stfedni hodnotu a rozptyl aritmetického priméru téchto ndhodnych
velic¢in.

24. Méjme spojitou ndhodnou veli¢inu X definovanou hustotou pravdépodobnosti f(x):

11—0 pro S5<x<1;
f(x)=14 15 pro 1<x<3
0 jinak.

a) Urcete stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné velic¢iny X.
b) Urcete 30%-ni a 80%-ni kvantil ndhodné veli¢iny X.

25. Nahodn4 veli¢ina X mé hustotu pravdépodobnosti

pro 0<x<1,
pro 1<x<2

a) Urcete stfedni hodnotu ndhodné velic¢iny X.

b) Urcete 18%-ni kvantil, medidn a 90%-ni kvantil.

26. Néhodny vektor (X, Y)’ ma hustotu pravdépodobnosti

| 8xy pro 0<x<1 O0<y<ux
f(X,y)—{ 0 jinak.

Uréete E(X), E(Y), E(XY), C(X,Y) a D(X-Y).
1.8 Ptiklady diskrétnich a spojitych rozdéleni pravdépodobnosti
1.8.1 ReSeny ptiklad
Priklad 1:

U kazdého bodu poznejte rozdéleni pravdépodobnosti, urcete parametry a pravdépodobnostni
funkci. Napiste vzorec pro vypocet sttedni hodnoty a rozptylu.
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a) Ales piSe zdpoctovy test. Pravdépodobnost tspéchu AleSe je 60 %. Nahodna veli¢ina X ik4,
Ze Ales test nezvladl napsat.

b) Zasilka obsahuje 85 % kvalitnich a 15 % nekvalitnich vyrobkd. Ndhodné s vracenim vybe-
reme 4 vyrobky. Ndhodn4 veli¢ina X udava pocet kvalitnich vyrobkd.

c) Ve tridé je 25 zakt. Ucitel zkousi tak dlouho, dokud nedostane spravnou odpovéd (pokud
nikdo nezna odpoveéd na otdzku, ucitel se zeptd na jinou otdzku a pokracuje ve zkouseni).
Pravdépodobnost, Ze nahodny Zak spravné odpovi, je 0,3.

d) Poruchy vodovodu nastdvaji naprosto ndhodné a bylo zjisténo, Ze jich je v ,,praméru” (pfi
nekonec¢ném poctu pozorovani tj. ve stfedni hodnoté) 7 za tyden. Nahodné veli¢ina X urc¢uje
pocet poruch vodovodu za tyden.

e) Eliska se diva na seridl. Epizoda trva 20 minut. Nahodna veli¢ina X ur¢uje nahodny pfichod
Elis¢iny maminky do pokoje v dobé trvani epizody (v kazdém case je stejné pravdépodobny).

f) UvaZzujme hod kostkou. Kazdy vysledek je v tomto pfipadé stejné pravdépodobny. Ndhodna
veli¢ina X udava hozené ¢islo.

g) Mixér se ,pramérné” (pii nekone¢ném poctu opakovani) porouchd po 350 hodinach pouzi-
vani. Ndhodna veli¢ina udava dobu zivotnosti zafizeni.

h) Casopis 21. stoleti se rozhodl podrobit své ¢tendie IQ testu. Stfedni hodnota IQ byla 120,
smérodatna odchylka 10. Ndhodna veli¢ina X urcuje hodnotu IQ.

Reseni:

a) Toto rozdéleni je jedno z nejjednodussich - alternativni. Pozndme ho tak, Ze mdme na vybér jen
dvé moznosti - hdzeni minci, moznosti ANO/NE... Zde Ales test bud napiSe, nebo nenapise. Z&dna
jind moZznost neni. Kazda z moZnosti pfitom musi mit danou pravdépodobnost, s jakou nastane. V
nasem piipadé Ales test napiSe s pravdépodobnosti 60 % a nenapisSe s pravdépodobnosti 40 % (v
souctu musime ziskat 100 % a mdme jen dvé moZnosti. Pravdépodobnostni funkce alternativniho
rozdéleni vypada nasledovné:

0,6 pro x=1;
p(x) =< 0,4 pro x=0;
0 jinak.

Piseme: X ~ A(v) = A(0,6). Jesté pro tplnost doddme, Ze alternativni rozdéleni je rozdélenim
diskrétnim. MoZnosti, které mohou nastat jsou bud 0 (nenapise) nebo 1 (napise). Stfedni hodnota:
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E(X) = v. Rozptyl: D(X) = v(1 —v).

b) Toto rozdéleni, binomické, je velmi podobné alternativnimu, ale dana udélost se zde objevuje vi-
cekrat (suma ndhodnych veli¢in s alternativnim rozdélenim ma binomické rozdéleni). Opét mame
jen dvé moznosti: vyrobek je bud kvalitni, nebo nekvalitni s danou pravdépodobnosti. JenZe ne-
méme vyrobek jen jeden, ale vybereme je ¢tyfi. Jak kdyby Ale$ psal ¢tyfti testy misto jednoho.
Pravdépodobnostni funkce binomického rozdéleni obsahuje navic tidaj o poctu tspéchti (v tomto
pfipadé kvalitnich vyrobki):

(x) = (1)0,85%(1—0,85)'"* pro x=0,...,4;
P 0 jinak.

Piseme: X ~ Bi(n,v) = Bi(4;0,85). Binomické rozdéleni je opét diskrétni. Sttedni hodnota:
E(X) =n-v.Rozptyl: D(X) =n-v(l —v).

¢) V tomto bodé€ si pfedstavime geometrické rozdéleni. Pozname ho podle toho, Ze ndhodna veli-
¢ina pfedstavuje pocet netispéchii (v posloupnosti nezavislych opakovanych pokustt) pfed prvnim
tuspéchem. Pravdépodobnost tispéchu je v kazdém pokusu stejna (zde 0,3). V naSem piipadé je ne-
uspéchem to, Ze zdk neznd spravnou odpoveéd. Ucitel tedy zkousi tak dlouho, dokud mu néjaky
7ak neodpovi spravné. Udaj o poctu zaki je pro geometrické rozdéleni irelevantni. Pravdépodob-
nostni funkce geometrického rozdéleni vypadé nasledovné:

[ (1-0,3)*0,3 pro x=0,1,...;
p(x) = { 0 jinak.

PiSeme: X ~ Ge(v) = Ge(0,3). Také geometrické rozdéleni je diskrétni. Stfedni hodnota: E(X) =
1- . _ 1-

L. Rozptyl: D(X) = .

d) Dal$im diskrétnim rozdélenim v tomto p¥ikladu je rozdéleni Poissonovo. Toto rozdéleni po-
zname tak, Ze ndhodna veli¢ina udava pocet udalosti v ¢ase, pficemz udélosti nastanou nezavisle
na sob&, ndhodné a jednotlivé. Parametrem tohoto rozdéleni je stfedni hodnota poc¢tu udalosti za
danou ¢asovou jednotku (v nasem piipadé tyden), coz je zde 7 poruch. To, Ze se poroucha vodovod
na severu Brna, neznamens, Ze to néjak ovlivni vodovod na jihu Brna. Pravdépodobnostni funkce
Poissonova rozdéleni vypada takto:

A —A
_ ) 1€ pro x=0,1,...;
plx) = { ’ 0 jinak.

Piseme: X ~ Po(A) = Po(7). Stfedni hodnota: E(X) = A. Rozptyl: D(X) = A.
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e) Toto rozdéleni je prvnim spojitym, se kterym se v tomto prikladu seznamujeme. Spojitost po-
zndme tak, Ze vime, Ze maminka muZe pfijit do pokoje v libovolny ¢as, jehoZ nejmensi dilek je
nekonecné maly. Jedna se o rovnomeérné spojité rozdéleni. Rovhomérné je proto, Ze pravdépo-
dobnost pfichodu maminky do pokoje je v kazdém okamziku stejna. Zde nas zajima pouze délka
intervalu, coZ je 20 minut (doba trvani epizody).

Funkci hustoty rovnomérného diskrétniho rozdéleni vidime zde:

Flx) = { bng) pro  x € (a,b);

o jinak.

Piseme: X ~ Rs(a,b) = Rs(0,20). Stfedni hodnota: E(X) = #. Rozptyl: D(X) (ba’)z.

f) Podobnym rozdélenim jako v bodé e) (ale pro diskrétni pfipad) je rozdéleni rovnomeérné dis-
krétni. Nyni ndm nemtiZe na kostce padnout nekone¢né mnoho ¢isel, pouze ¢isla 1 az 6. Kazdé
¢islo padne se stejnou pravdépodobnostni, proto je toto rozd€leni nazyvano rovhomérnym. Prav-
dépodobnostni funkce rovnomérného diskrétniho rozdéleni si ukdzeme zde:

1
— 6 pro X € {1/2/3/4/5/6};
p(x) { 0 jinak.

Piseme: X ~ Rd(1,2,3,4,5,6). Toto rozdéleni nemd parametr, na ktery jsme zvykli z pfedchozich
rozdéleni, ale jejimi parametry jsou vSechny piipustné hodnoty (zde hody kostky). Stfedni hod-

vvvvv

urcuje pocet pfipustnych prvka (tedy moZznosti hodu).

g) Dalsim rozdélenim je rozdéleni exponencidlni. Toto rozdéleni je spojité a jeho ndhodn4 veli¢ina
udédva dobu ¢ekdni na nastani udélosti (zde porouchani mixéru). Tato udélost se vSak miZe do-
stavit se stejnou pravdépodobnosti v jakémkoliv okamziku (bez ohledu na to, jak dlouho zatim
mixér fungoval). Parametrem je zde pfevracena hodnota stfedni hodnoty doby ¢ekani na nastani
udélosti (zde 350 hodin). Funkce hustoty exponencidlniho rozdéleni vypada takto:

1 — ik
_J =5p-€ @ pro x> 0;
f() { 0 jinak.

Pigeme: X ~ Ex(A) = Ex(5%5). Stfedni hodnota: E(X) = 1. Rozptyl: D(X) = %

h) Poslednim rozdélenim, které si popiSeme, je normalni rozdéleni. Toto rozdéleni pozname tak, ze
ke konstanté (stfedni hodnoté) je pri¢itdno velké mnozstvi malych nezédvislych ndhodnych vlivi,
které kolisaji kolem 0. Naptiklad IQ v populaci se fidi normalnim rozdélenim. Velkd vétsina lidi
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m4 IQ okolo stfedni hodnoty, velmi malé procento lidi je podprimérnych & nadpramérnych. Cim
vice se vzdalujeme od stfedni hodnoty, tim méné lidi s danym IQ nalezneme. Toto rozd¢leni je také
symetrické, tedy procento lidi s IQ o 20 nad priimérem a 20 pod primérem by teoreticky mélo
byt stejné (pfi dostatecné velkém poctu lidi). Parametry tohoto rozdéleni mame fecené v zadani.
Funkce hustoty normélniho rozdéleni ma nésledujici tvar:

1 (x—120)2

e 2102
10V 27T

Piseme: X ~ N(u,0?) = N(120,10%). Mocniné smérodatné odchylky se ¥ika rozptyl. Sttedni hod-
nota: E(X) = u. Rozptyl: D(X) = 0. O

flx) =

Priklad 2:

V nadobé 50 vyrobki je 5 zmetkt. Z nddoby jsou ndhodné vybrany 3 vyrobky. Pfedpokladame, Ze
kazdy vybrany vyrobek se vrati nazpét do nadoby, takZe jde o ndhodny vybér s vracenim. Pocet
zmetkd mezi vybranymi vyrobky je ndhodna veli¢ina X. Urcete:

a) typ jejitho rozdéleni pravdépodobnosti,
b) pravdépodobnostni funkci p(x),
c) stfedni hodnotu E(X), rozptyl D(X) a smérodatnou odchylku o,

d) P(1< X <3).

2

Reseni:

a) Ndhodn4 velic¢ina X udéava pocet zmetkt, mtize tedy nabyvat pouze hodnot x =0, 1,2, 3 (tedy
pouze konecného poctu hodnot pfi¢emZ za¢indme od nuly s krokem jedna), navic zndme pravdé-
podobnost, Ze vybereme zmetek ¢ = % = 0,1, ztoho pozname, Ze se jedné o binomické rozdéleni,
kde n = 3 a zapiSeme X ~ Bi(n, ¢) tedy X ~ Bi(3; 0,1).

b) Pravdépodobnostni funkci uréime ze vzorce zndmého pro toto rozdéleni pravdépodobnosti:

p(x) = o (1-9)"*=(})-0,17-0,9"* pro x=0,1,23;
0 jinak.

c¢) Charakteristiky ndhodné veli¢iny X uréime ze vzorcti:
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E(X)=n9=3-0,1=0,3
D(X) = (1—19)—3 0,1(1—0,1) = 0,27

(X)) =+/D(X) =+/0,27 = 0,52

d) Pravdépodobnost vypocitdme p¥imo z pravdépodobnostni funkce:

P(1 < X <3)=p(2)+p(3) = 0,027 + 0,001 = 0,028

Priklad 3:

Spole¢nost si nechala testovat dobu (v minutach) vyfeSeni poZadavku zdkaznika pfes svou info-
linku. Ndhodné byly vybrany tfi hovory (X, Y, Z). X, Y, Z jsou navzdjem nezdvislé ndhodné veli-
¢iny s exponencidlnim rozdélenim, které md parametry postupné Ax = 0,1, Ay =0,2aAz =0,3.

a) Odvodte distribu¢ni funkci ndhodné velic¢iny X.

b) Pomoci odvozené distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X urcete, s jakou pravdépodobnosti
trvala délka hovoru vice neZz 3 minuty.

c) Urcete stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny X.

d) Sjakou pravdépodobnosti bude pro vSechny tfi hovory zaroven platit, Ze prvni hovor bude
trvat vice nez 3 minuty, druhy hovor nebude dlouhy ani minutu a tfeti bude trvat v intervalu
od minuty a ptl do dvou minut?

Reseni:

a) Ze zadani vime, ze jde o exponencidlni rozdéleni (X ~ Ex(A)), zndme parametr A = 0, 1, takze
muizeme do funkce hustoty pro toto rozdéleni parametr dosadit:

fx(x) =

Nyni z funkce hustoty odvodime distribu¢ni funkci. To udélame tak, Ze funkci hustoty integru-
jeme:

Ae™™ =0,1e 9% pro  x>0;
0 jinak.
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x e—01t7%
Fx(x) = / 0,1e %Mdt=0,1|——| = —¢ 041
0 -0,1],
Predpis distribu¢ni funkce pro ndhodnou veli¢inu X tedy vypadd nasledovné:
— %Y+ 1 pro  x>0;
0 jinak.

Fx(x) = {

b) Pomoci jedné z vlastnosti distribu¢ni funkce pocitdme:

P(X>3)=1-P(X<3)=1—(—e 93 4+1)=e=74%

¢) Oboji uréime pomoci znamého vzorce:

1 1
EX)=y=57=10
1 1

d) Zde pouZijeme stejnou logiku jako v bodé b) (plus dals{ vlastnosti distribu¢ni funkce), jen bu-
deme pozadovat, aby podminky pro vSechny tfi hovory platily zdroven (pfipometime,ze ndhodné

veli¢iny X, Y, Z jsou stochasticky nezavislé):

PIX >3AY <1A(1,5<Z<2)] =[1-Fx(3)] F(1)-[F2(2) — Fz(1,5)]

. [_6—0,3-2 T - (_6—0,3-1,5 + 1)]

1= (—e 013 4 1) (—e 021 1),

_ 670’3 . (1 . 6—0,2) . (_670,6 + 670,45) =1%

1.8.2 NeteSené piiklady

1. Hazime jedenkrat kostkou. Najdéte pravdépodobnostni funkci a rozdéleni ndhodné veli¢iny

X, ktera udava, jestli v daném hodu padlo ¢islo mensi nez 3.

2. V pytliku mame tfi kulicky ¢erné barvy a jednu bilé barvy. Tahdme jednu kulicku. Urcete
pravdépodobnostni funkci a rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X, kterd znaci

vytaZeni bilé kulicky.
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3. Do supermarketu byla pfivezena paleta s jogurty, na které bylo 50 plat jogurtt (kazdé plato
obsahovalo 20 jogurtii). Skladnik mél za tikol zkontrolovat, zda jsou plata a jogurty v po-
fadku. Kazdému platu dal zndmku od 1 do 3 podle stavu plata (1 — v pofddku, 2 — natrZzeny
papir, ale jogurty v pofddku, 3 — praskly néjaky jogurt), kazda z téchto tif udélosti nastane
se stejnou pravdépodobnosti. Ndhodné veli¢ina X; (i = 1, ...,50) udava, zda bylo i-té plato
v pofddku (tedy se znamkou 1).

(a) Urcete rozdéleni ndhodné veli¢iny X; a dosadte parametry.
(b) Urcete rozptyl a stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny X;.

(c) Ndhodna veli¢ina X udava celkovy pocet plat, kterd byla v pofadku. Uvedte vztah mezi
nahodnymi veli¢inami X a X;. Urcete rozdéleni ndhodné veli¢iny X a dosadte parame-

try.
4. Predpokladejme, Ze pravdépodobnost narozeni divky je 0,49. Jaka je pravdépodobnost, ze v
rodiné s 8 détmi jsou:
(a) prave 3 divky
(b) vice nez 2 divky
(c) méné nez 3 divky
5. Student anglic¢tiny se pfipravuje na test. Procvicuje si slovi¢ka na internetové strance, ktera

mu jich vZdy vygeneruje 40 z dané oblasti a z toho musi mit alespori 24 dobfe, aby ndslednym
testem proSel. Celkem si student (postupné) spusti 20 testti. Nahodna veli¢ina X udéava pocet

MY Y

uspésné napsanych testt.

(a) Jaké rozdéleni pravdépodobnosti mé ndhodna veli¢ina X?

(b) Dosadte parametr(y), pokud vite, Ze rozptyl ndhodné veli¢iny X je 3,2 (pro upfesnéni:
stfedni hodnota je vétsi nez 5).

(c) Urcete stiedni hodnotu ndhodné veli¢iny X.

6. Odbératel si objednal 20 pytlt stérku. Pravdépodobnost poskozeni jednoho pytle je 0,23.
Urcete, s jakou pravdépodobnosti bude praveé 8 pytlti poskozenych.

7. Z kazdé stokusové zasilky kontroluje odbératel kvalitu 5 ndhodné vybranych kust. Kazda
zésilka obsahuje 10 zmetk.

(a) Jakym typem rozdéleni pravdépodobnosti se ¥idi pocet zjisténych zmetkd?

(b) Vypoctéte pravdépodobnost zjisténi prave 4 zmetk.
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8.

10.

11.

12.

(c) Jaka je pravdépodobnost zjisténi nejvyse 2 zmetk?

(d) Jaka je pravdépodobnost zjisténi alespori 2 zmetki?

(e) Vypoctéte sttedni hodnotu a rozptyl mnozZstvi zjisténych zmetkd.
V produkénim oddéleni firmy bylo v sérii 3 000 vyrobkt zjisténo 2 700 neposkozenych vy-
robkti. Kontrolni oddéleni odbératele nahodné vybralo 20 vzorkt a ty otestovalo. Jaké je
pravdépodobnost, Ze v nahodném vybéru budou:

(a) pravé dva poskozené vyrobky,

(b) alespori dva poskozené vyrobky,

(c) nejvyse dva poskozené vyrobky,

(d) vice nez dva poskozené vyrobky a zaroveri méné nez 6 poskozenych vyrobkd,

(e) zadny poskozeny vyrobek?
Karel stfili na terc. Jeho uméni je takové, Ze se do terce trefi s pravdépodobnosti 10 %.

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze se pti 5 pokusech trefi nejvyse jednou?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze se do terce trefi pti 5. vysttelu?

Cukréika vyrabi dort. OvSsem dort musi byt bez jediné chyby, nesmi se srazit ani trochu spélit
tésto, poleva musi byt tak akorat tuha. Cukrarka déla tolik dortti, dokud se ji nepovede jeden
na 100 %, tim danou zakdzku dodé¢la. Nahodna veli¢ina X udéava pocet dortt, které cukraika
pokazila predtim, neZ se ji jeden povedl bez chyby.

(a) Urcete rozdéleni ndhodné veli¢iny X a dosadte parametr(y), pokud zndme rozptyl,
ktery je roven 0,3125.

(b) Urcete stifedni hodnotu ndhodné veli¢iny X.

Ve firmé je znamé, Ze na vybérové fizeni na urcitou pozici se dostavi uchazec¢ s vysoko-
Skolskym vzdélanim s pravdépodobnosti 0,65, a uchaze¢ bez vysokoskolského vzdélani s
pravdépodobnosti 0,35. Urcete pravdépodobnost, ze aZ ¢tvrty uchazec o danou pozici bude
mit vysokoSkolské vzdélani.

T¥i mafiani hraji ruskou ruletu. Bubinkovy revolver mé 7 komor, Sest z nich je prazdnych,
v jedné je ndboj. Prvni mafidn zato¢i bubinkem a stiskne spoust. KdyZz revolver nevystteli,
pokracuje druhy, po ném tfeti a znovu od prvniho.

(a) Jakaje pravdépodobnost, Ze prvnim zastfelenym bude druhy mafidn a to ve tfetim kole
ruské rulety?
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13.

14.

15.

16.

17.

(b) Jaka je pravdépodobnost, zZe hra bude trvat déle nez pét kol?

Dispecink taxisluzby registruje pozadavky klientti, které pfichdzeji v ndhodnych ¢asovych
okamZicich. Dlouhodobym pozorovanim se zjistilo, Ze primeérna ¢etnost pozadavk v pri-
béhu intervalu 20 minut je 2.
(a) Jakym typem rozdéleni pravdépodobnosti se ¥idi pocet pozadavki?
(b) Vypocitejte sttedni hodnotu a rozptyl poctu pozadavki za casovy interval jedné hodiny.
(c) Vypoctéte pravdépodobnost, Ze béhem ¢asového intervalu jedné hodiny taxisluZba za-
registruje alesponi 3 pozadavky na své sluzby.

Do restaurace pfijde ,pramérné” 20 lidi za hodinu. Urcete pravdépodobnost toho, Ze

(@) v prtbéhu 5 minut ptijdou alespon 2 lidé,

(b) v pribéhu 15 minut nepfijde nikdo,

(c) v prtibéhu 5 minut nepfijde nikdo,

(d) v prtibéhu hodiny pfijde prave 20 lidi,

(e) v prtbéhu hodiny ptijde praveé 15 lidi.
Ve sbirce ptikladii se vyskytuje , primérné” 1 chyba na 5 stranek. Urcete pravdépodobnost,
ze

(a) na strance, kterou si zrovna prohlizime, je pravé jedna chyba,

(b) na strance, kterou si zrovna prohliZime, je aspon jedna chyba,

(c) na strance, kterou si zrovna prohliZime, je vice neZ jedna chyba,

(d) jaky je ocekavany (stfedni) pocet chyb na deseti strankéch a jaka je pravdépodobnost,

Ze na deseti strdnkach se vyskytne praveé tento pocet chyb.

V dilné vyrobili 5000 vyrobki. Pravdépodobnost, Ze vyrobek nesplituje podminky normy,
je 0,006. Vypocitejte pravdépodobnost, Ze podminky normy nesplnuje:

(a) praveé 20 vyrobk,
(b) nejvyse 20 vyrobki.
(c) Vypocitejte sttedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny X.
Na kfizovatce zastavi béhem hodiny primérné 15 aut. Jaka je pravdépodobnost, Ze béhem

4 minut zastavi na kfizovatce
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18.

19.

20.

21.

(a) pravé 1 auto,
(b) alespor 2 auta,

(c) alespori 2 anejvyse 5 aut.
Urcete rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X a jeho parametr(y).

Tramvajova linka ¢. 1 odjiZdi ve vSednich dnech ze zastdvky kazdych 5 minut. Adam nezna
jizdni fad a pfijde na zastdvku, kde ¢ekd, nez tramvaj pojede. Ndhodna veli¢ina X udava
dobu ¢ekani na tramvaj v minutach. Urcete:

(a) rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X a jeho parametr(y),

(b) funkci hustoty f(x) a distribu¢ni funkci F(x) ndhodné veli¢iny X,

(c) sttedni hodnotu a rozptyl ndhodné velic¢iny X,

(d) Sjakou pravdépodobnosti bude Adam na zastavce cekat vice nez 4 minuty?
Na prohlidce vystavy je promitan doprovodny film o Zivoté autora vystavovanych dél. Jeho
projekce zac¢ina kazdych 20 minut. Urcete pravdépodobnost, ze pokud ndhodné pfijdete do
promitaciho salu

(a) nebudete ¢ekat vic nez 5 minut,

(b) budete ¢ekat mezi 5 a 10 minutami,

(c) stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku.
Pri telefonovani uplyne mezi vytocenim posledni ¢islice volaného ¢isla a spojenim hovoru
urcitd doba, kterou mtizeme povaZovat za ndhodnou veli¢inu s rovhomérnym rozdélenim
na intervalu (3, 53) vtefin. Vypoditejte pravdépodobnost, ze

(a) na spojeni se bude ¢ekat aspori 20 vtefin,

(b) na spojeni se bude ¢ekat v intervale (10, 30).

(c) Vypocitejte stiedni dobu cekani.
K preruseni optického kabelu v délce 500 m miiZe dojit v libovolné vzdalenosti od jeho po-

¢atku, pficemz pravdépodobnost ndhodného jevu, Ze dojde k preruseni v néjakém tseku je
pfimo tmérna délce tiseku a nezavisi na jeho poloze. Urcete:

(a) rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X vyjadfujici vzdéalenost mista pferuseni
od pocatku,
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(b) hustotu pravdépodobnosti ndhodné veliciny,
(c) sttedni hodnotu a rozptyl,
(d) pravdépodobnost, Ze k preruseni kabelu dojde v tiseku od 300 m do 400 m.
22. V cestovni kanceléfi se denni pocet pozadavki na zruSeni letenky (ndhodna velic¢ina X) po-
hybuje v rozmezi 1 az 12 se stejnou pravdépodobnosti.
(a) Napiste defini¢ni vztah pro rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X.
(b) Naleznéte stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veliciny X.

(c) Jakdje pravdépodobnost, Ze v priibéhu jednoho dne zaznamena cestovni kancelaf prave
6 pozadavkt na zruSeni letenky?

(d) Sjakou pravdépodobnosti bude béhem jednoho dne zaznamenéno vice nez 10 poza-
davka?

23. V ruleté muZe padnout 0 az 36 (ndhodna veli¢ina X). Hra¢ vsadil na lichd ¢isla, na prvni
tucet ¢isel a na ¢isla koncici ¢islici 2.
(a) Jaké rozdéleni ma ndhodnd veli¢ina X? Urcete jeji sttedni hodnotu a rozptyl.
(b) Sjakou pravdépodobnosti vyhraje vSechny 3 sazky?
(c) Sjakou pravdépodobnosti vyhraje aspor jednu z téchto 3 sdzek?
24. Délka cesty [km], kterou auto ujede aZ do prvni poruchy, je ndhodnou veli¢inou X s expo-
nencidlnim rozdélenim pravdépodobnosti a stfedni hodnotou 5000 km. Urcete:
(a) distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny X,

(b) pravdépodobnost toho, Ze se auto pokazi dfive, nez ujede 5 000 km,

(c) pravdépodobnost toho, Ze auto ujede bez poruchy vice nez x = 6000, 7000, 8000, 9000, 10000

km.
25. Prtimérna doba ¢ekdni v fadé na obéd je ve skolni jidelné 5 minut. Urcete:

(a) pravdépodobnost, Ze na obéd budete cekat vice nez 10 minut,
(b) funkci hustoty rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X,
(c) distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny X,

(d) stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné velic¢iny X.
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Stfedni doba bezporuchové prace dvou zafizeni pracujicich nezavisle s exponencidlnim roz-
délenim je 750 a 800 hodin. Jak4 je pravdépodobnost, Ze obé vydrzi pracovat déle nez 1000
hodin?

Néhodnd proménnd X pfedstavuje délku drahy v km, kterou ujede auto do okamzZiku prvni
poruchy. Stfedni hodnota délky dojezdu je 1500 km.
(a) Vypocitejte pravdépodobnost, Ze auto do prvni poruchy ujede aspori 3000 km.
(b) Urcete rozptyl ndhodné velic¢iny X.
(c) Urcete funkci hustoty rozdéleni pravdépodobnosti a distribu¢ni funkci nahodné veli-
¢iny X.
Vyrobni zaf{zeni ma poruchu v prameéru jednou za 450 hodin. Doba bezporuchového chodu
ma exponencidlni rozdéleni. Vypocitejte:
(a) pravdépodobnost toho, Ze doba bezporuchového chodu bude kratsi neZ 600 hodin,
(b) takovou hodnotu ¢, Ze pravdépodobnost toho, ze doba bezporuchového chodu bude
delsi nez t hodin, je 0,95.
Doba obsluhy zakaznika ma exponencidlni rozdéleni se smérodatnou odchylkou 5 minut.

(a) Vypocitejte pravdépodobnost toho, Ze zakaznik bude obslouzeny do t = 4, 8, 12 minut.

Népojovy automat je sefizen tak, Ze plni kelimky po 200 ml poZadovaného napoje s odchyl-
kou 15 ml. Ndhodna veli¢ina X uddva mnozZstvi ndpoje v kelimku.

(a) Jaké rozdéleni ma nahodna veli¢ina X? Urcete jeji sttedni hodnotu a rozptyl.

(b) Kolik procent kelimkti bude obsahovat vice neZ 224 ml napoje?

(c) Kolik procent kelimkti bude obsahovat 191-209 ml napoje?

(d) Kolik z tisice kelimk pretece, budou-li pouzivany kelimky o objemu 230 ml?

(e) Jaké maximdlni mnoZstvi ndpoje bude kelimek obsahovat s 10 procentni pravdépodob-

nosti?

Pravdépodobnost vyrobeni zmetku na automatické lince je 0,1. Vyrobenim zmetku se linka
zastavi. Jaka je sttedni hodnota a rozptyl poc¢tu vyrobkt do zastaveni linky?

Necht je X ndhodna veli¢ina oznacujici zivotnost Zarovky typu We60. Ze zkuSenosti vime,
Ze se zivotnost zarovky typu W60 fidi exponencidlnim rozdélenim s parametrem A = 0, 01.
Urcete stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné velic¢iny X.
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33. Uchaze¢ o pracovni pozici se pfipravuje na test pomoci dostupnych testti. Postupné si celkem
pusti dvacet testli. Ndhodna veli¢ina X udéava pocet tspésné sloZenych testti. O ndhodné
veli¢iné X vime, Ze se ¥idi binomickych rozdélenim s rozptylem 3,2. Urcete stfedni hodnotu
ndhodné veli¢iny X. Pfedpokladejte, ze E(X) > 8.

34. Jiny uchaze¢ o pracovni pozici z predchoziho pfikladu zvolil strategii odliSnou. Neni spo-
kojen dokud neziska plny pocet bodi, do té doby testy stdle opakuje. Nahodna veli¢ina Y
udéva pocet testil, které uchazec¢ napsal pfedtim nez dosdhl kyZeného vysledku. Urcete roz-
ptyl ndhodné veli¢iny Y, pokud vite, Ze stfedni hodnota E(Y) je rovna 0,25.

1.9 Aplikace centrdlni limitni véty p¥i zvoleni vybranych rozdéleni.

1.9.1 ReSené piiklady

Pfipomenme si nejprvecentrdlni limitni vétu, kterd bude klicova pfi tivahach v nadchézejicich
ptikladech. UvaZujme nekonec¢nou posloupnost nahodnych veli¢in Xi, X5, . .., které jsou stochas-
ticky nezavislé, pochdazi ze stejného rozdéleni a maji stejnou konec¢nou sttedni hodnotu y a stejny
koneé¢ny rozptyl 02. Dale X = Xj + Xz + - - - + X, je soudet n ndhodnych veli¢in z uvazované
posloupnosti. Potom distribu¢ni funkce nové ndhodné veli¢iny

X —npu
oyn

se s rostoucim n bliZi k distribuéni funkci normalniho standardizovaného rozdéleni. Zkracené pi-
Seme U, ~ N(0,1) a tikdme, Ze ndhodna veli¢ina U, ma asymptoticky normdlni standardizované
rozdéleni.

Uy

Priklad 1:

Pravdépodobnost, Ze pfi vyrobnim procesu bude na balicim stroji vadné zabalen vyrobek, je rovna
0,02. Jaké je pravdépodobnost, zZe z 500 zabalenych vyrobkti bude pocet vadné zabalenych (na-
hodna veli¢ina V) mezi 10 az 20?

Reseni:

Ze zadani vime, ze V ~ Bi(500;0,02). Ozna¢me V; ndhodonou veli¢inu udéavajici, zda je vyrobek

vadny ¢ nikoliv (ndhodna veli¢ina V; ~ A(0,02)). Pak si ndhodnou veli¢inu V mtizeme pfepsat
500

dotvaruV = )V}, tedy nahodna veli¢ina V spliiuje pozadavky pro pouZiti centralni limitni véty.
i=1
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Formélné 1ze nasi tilohu zapsat nésledujicim zptisobem
P(10 < V < 20),

coZz lze pomoci binomického rozdéleni pfesné vypocitat jako

20
500 : :
P(I0<V <20) =) ( i )0, 020,98~ = 0,541928.
i=10

Mezi 500 zabalenymi vyrobky bude pocet vadné zabalenych vyrobki mezi 10 a 20 s pravdépo-
dobnosti piesné 54,1928%. JelikoZz je tento vypocet na riac¢ni konstrukci pomérné zdlouhavy po-
kusime se aproximovat binomické rozdéleni normalnim rozdélenim a odhadnout hledanou prav-
dépodobnost vypocetné rychlejsim zptisobem. Abychom mohli aproximovat binomické rozdéleni
normalnim rozdélenim musime ovéfit podminky dobré aproximace np(1 —p) >9al/(n+1) <
p < n/(n+1) (,chceme ovéfit, Zze ve zvoleném p¥ipadé se binomické rozdéleni doste¢né blizi
normdalnimu rozdéleni a aproximovava pravdépodobnost se nebude od pfesné pravdépodobnosti
prilis 1i8it”). V nasem p¥ipadé 500-0,02-0,98 = 9,8 > 9a 0,0019 < 0,02 < 0,998. Je zfejmé, Ze
jsou podminky dobré aproximace splnény a my mtizeme s aproximaci pokracovat. Dale budeme
aproximovanou pravdépodobnost pocitat, tak ,jako by méla ndhodna veli¢ina V normdlni rozdé-
leni, tedy V ~ N(E(V),D(V))”. Chceme vypocitat P(10 < V < 20), proto nejprve ndhodnou

V—E(V) o . _
o)’ kde E(V) = np =500-0,02 = 10 a

D(V) =n(p—1)p =500-0,02-0,98. Pro nas pfipad aplikujeme nasledovné

veli¢inu V standardizujeme s vyuzitim vzorce U =

10-10 _ V—E(V) _20-10
V9,8 = /D(V) ~ 9,8

JelikoZ se transformovand ndhodn4 veli¢ina U fidi rozdélenim N(0,1) 1ze vySe zminény vyraz vy-
jadfit pomoci hodnot distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni, které jsou tabelovany v tabulkach

P(10 < V < 20) = P( ) = P(0 < U < 3,19).

P(0 < U < 3,19) = d(3,19) — d(0) = 0,9993 — 0,5 = 0,4993.

Mezi 500 zabalenymi vyrobky bude pocet vadné zabalenych vyrobki mezi 10 a 20 s pravdépo-
dobnosti p¥iblizné 49,93%.

O

Piiklad 2:

Pocet chyb na strané textu je ndhodnd vel. X; se sttedni hodnotou 6 a smérodatnou odchylkou 2.
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a) Jaka je pravdépodobnost, Ze na 100 strandch textu bude méné nez 550 chyb?

b) Jakou hodnotu x nepfekroci nahodna veli¢ina X udéavajici pocet chyb na 100 stranach textu
s pravdépodobnosti 0,97

Reseni:

a) Jakéd je pravdépodobnost, Ze na 100 stranach textu bude méné nez 550 chyb?
Méme zadany nahodné veli¢iny X; se stfednimi hodnotami E(X;) = 6 a rozptyly D(X;) = 4.
Onac¢me X ndhodnou veli¢inu udéavajici pocet chyb na 100 stranach textu. Nahodnou veli¢inu

100

X=) X
i=1

mizeme diky dostate¢né velkému n aproximovat normdalnim rozdélenim se stfedni hodnotou

E(X) = nu = 600 a rozptylem D(X) = no? = 400. Hledanou pravdépodobnost vypocitime

nasledovné:

X —E(X) < 550 — 600

v D(X) V400
=¢(—2,5) =1—-¢(2,5) =0,0062

Na 100 stranach textu bude méné nez 550 chyb s pravdépodobnosti ptiblizné 0,0062.

P(X < 550) = P( )=P(U < —2,5) =

b) Jakou hodnotu x nepfekro¢i nahodna veli¢ina X udéavajici pocet chyb na 100 stranach textu s
pravdépodobnosti 0,9?

V tomto pfipadé zndme pravdépodobnost a hleddme realizaci x:

P(X<x)=0,9
X—E(X) _x—600,
P = van ) =

x — 600

Nyni si v tabulkdch pro standardizované normdlni rozdéleni vyhleddme, pro jaké u je hodnota

distribu¢ni funkce rovna 0,9. Odpovidd tomu hodnota 1,28.

— 600
(=) = 9(1,28) = 0,9
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x — 600
20
X =625,6

=1,28

S pravdépodobnosti pfiblizné 0,9 bude tedy pocet chyb na 100 strandch mensi neZ 626.

Piiklad 3:

Néahodnd veli¢ina X udava dobu Zivotnosti vyrobku a mé rozdéleni Ex(A). Rozdéleni pramérné
doby Zivotnosti

n

2 X

i=1

budeme aproximovat rozdélenim N(E(M), D(M)) = N(E(X), @) = N(A, %2) Jaka je pravde-
podobnost, Ze priimérnd doba Zivotnosti Sestnécti vyrobki bude delsi neZ 100 hodin, kdyz A = 70
(t. stfedni hodnota Zivotnosti jednoho vyrobku je 70)?

M =

S|

Reseni:

_E 100 — 7
P(M>100) =1—P(M <100) =1—p (MZEM 4 p [y 100270} _
D(M) 70
16
—1-P(U < 1,714) = 1 — ¢(1,714) = 0,043

Zjistili jsme, Ze prameérna doba Zivotnosti bude delsi nez 100 hodin s pravdépodobnosti pfiblizné
0,043.
O

1.9.2 NefteSené piiklady

1. Dlouhodobym prtizkumem bylo zjisténo, Ze doba potiebna k objeveni a odstranéni poruchy
stroje ma stfedni hodnotu 36 minut a smérodatnou odchylku 30 minut. Jaka je pfiblizna
pravdépodobnost, Ze doba potfebnd k objeveni a opraveni 100 poruch nepfekroci 60 hodin?

2. Pravdépodobnost, ze pocita¢ typu T500 bude reklamovén, je 0,05. Jaka je pfiblizna pravdé-
podobnost, Ze z 300 nakoupenych pocitact jich bude reklamovano nejvyse 20?
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10.

V osudije 16 bilych a 14 ¢ernych kouli. Jaka je pravdépodobnost, Ze pti 150 tazich jedné koule
(s vracenim) vytdhneme:

(a) bilou prave 77x?

(b) bilou vice nez 77x (pravdépodobnost pouze odhadnéte)?
Vedeni firmy zaméstnévajici hodinové manzely dlouhodobym pozorovéanim zjistilo, Ze sttedni
hodnota doby, kterou stravi jejich zaméstnanci v doméacnosti zdkaznika, je 40 minut a sméro-

datnd odchylka je 30 minut. Jakou maximalni dobu strdvi hodinovi manzelé u 100 zadkaznik®
s pravdépodobnosti 0,957

Pfed volbami je v populaci statu 52 % pfiznivct koali¢nich stran. Jaké je p¥ibliznd pravdépo-
dobnost, Ze priizkum vefejnosti rozsahu n = 1500 ukaZe nespravné pfevahu opozice?

Pravdépodobnost zdsahu cile pfi jednom vystfelu je 0,8. Odhadnéte jaka je pravdépodob-
nost, Ze se pocet zasahti pfi 200 vystfelech nebude lisit od stfedni hodnoty poc¢tu zasahti o
vice nez 10 zdsahti?

Na telefonni tistfednu je napojeno 3000 tcastniki. Kazdy z nich bude volat telefonni tstfednu
béhem hodiny s pravdépodobnosti 10 %. Jak je pfibliznd pravdépodobnost, Ze béhem nasle-
dujici hodiny zavola tstfednu:

(a) pravé 300 tcastnika?

(b) vice nez 310 tcastnikt?

(c) mezi 200 a 450 tcastniky(véetné)?

Pravdépodobnost, Ze urc¢ity typ vyrobku ma vyrobni vadu, je 0,05. Jaka je pravdépodobnost,
Ze ze série 1000 vyrobkt bude mit vyrobni vadu nejvyse 70 vyrobka?

Vime, Ze v New Yorku je 80 % domacnosti vybaveno internetem. Nahodné vybereme 900
domaécnosti. Jaky bude maximalni pocet vybranych domacnosti, které maji internet a to s
pravdépodobnosti pfiblizné 0,95?

Majitelka brnénské kavarny Day cafe odhadla, Ze 15 % zakaznikdi si kupuje kapucino. Ve
stftedu navstivilo kavarnu 375 zakaznik.

(a) Urcete rozdéleni ndhodné velic¢iny X, kterd udava pocet prodanych kapucin.

(b) Odhadnéte, jaka je pravdépodobnost, Ze bylo prodéno vice neZ 65 kapuéin?
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11. Dodavka ptfevazi 5000 plat s vejci. Nahodna veli¢ina X; udavé pocet rozbitych vajec na paleté.
Dlouhodobym pozorovanim bylo zjisténo, Ze sttedni hodnota poctu rozbitych vajec v platu
je 5 arozptyl 2.

(@) Pomoci ndhodnych veli¢in X; vyjaddiete ndhodnou veli¢inu X uddvajici celkovy pocet
rozbitych vajec v dodévce a formalné zapiste.

(b) Identifikujte rozdéleni ndhodné velic¢iny X a urcete jeji stfedni hodnotu a rozptyl.

(c) Odhadnéte pravdépodobnost, Ze pocet rozbitych vajec v dodavce je nejvyse 24900.

(d) Odhadnéte pravdépodobnost, ze pocet rozbitych vajec v dodéavce je nejméné 24900 a
nejvyse 25100.

12. Reprodukéni stanice sleduje tspéSnost umélého oplodnéni u 450 jedinct. Ndhodna veli-
¢ina X; udava, zda bylo oplodnéni neuspésné. Dlouhodobym pozorovdnim bylo zjiSténo,
Ze spésné oplodnénti je dvakrat pravdépodobnéjsi nez netspéné.
(@) Urcete rozdéleni ndhodné velic¢iny X;.
(b) Provedte transformaci, tak Ze vytvofite ndhodnou veli¢inu X udévajici celkovy pocet
netspésnych oplodnéni.
(c) Identifikujte rozdéleni nahodné veli¢iny X a urcete jeji sttedni hodnotu a rozptyl.
(d) Odhadnéte pomoci CLV pravdépodobnost, Ze pocet netispéSnych oplodnéni v pozoro-
vani je nejméné 165. Ovéfte podminky konvergence.

13. PSenice se na trhu prodavéa v pytlich. Vaha kazdého pytle ma logaritmicko-normalni rozdé-
leni se sttedni hodnotou 100 Kg a rozptylem 2,5 Kg. Jaka je pfiblizna pravdépodobnost, Ze
celkova véaha 40 pytld s pSenici, bude mensi nez 4100 kg?

14. ZkousSejici se rozhoduje o nastaveni naroc¢nosti testu. Test se sklada ze 100 otazek, pficemz
kazda z otazek ma 3 mozné odpovédi, z nichz pouze jedna je spravna. Nahodna veli¢ina X;
udéva, zda student spradvné odpovédél na i-tou otdzku, pokud tipoval.

(a) Urcete rozdéleni ndhodné veli¢iny X; a stanovte jeji sttedni hodnotu a rozptyl.

(b) Nahodna veli¢ina X udava celkovy pocet spravné zodpovézenych otdzek. Urcete jakym
rozdélenim se ndhodna velic¢ina X ¥idi a stanovte jeji stfedni hodnotu a rozptyl.

(c) Rozhodnéte o moZznosti aproximovat rozdéleni ndhodné veli¢iny X normalnim rozdé-
lenim.

(d) Student zkousku slozi v pfipadé, ze spravné odpovi minimalné na 10 otdzek. Jaka je
pfiblizné pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany nepfipraveny student zkousku slozi?
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

(e) Vyucujici dostane z vedeni pfikaz, aby proslo pouze pét procent nepfipravenych stu-
dentti. Kolik spravnych odpovédi bude nyni vyZadovat, tak aby nepfipraveny student
zkousku slozil?

Databéze banky obsahuje 500 actt. Jejich stfedni hodnota je 7500 K¢ a smérodatnéd odchylka
2800 K¢.

(a) Jaka je sttedni hodnota a smérodatna odchylka vybérového primeéru, jestlize rozsah
vybérového souboru je 50 Gctt?

(b) Sjakou pravdépodobnosti bude hodnota vybérového primeéru vétsi nez 8000 K&?

Stfedni hodnota denniho platu zaméstnancti jedné velké nadnarodni spolec¢nosti je 1200 K¢,
smérodatna odchylka je 200 K¢. Odhadnéte jaka je pravdépodobnost, Ze kdyZ vybereme né-
hodné 64 zameéstnanci a z jejich platli vypocitdme aritmeticky prameér, dostaneme primeér-
nou hodnotu, kterd je vétsi, nez 1250 K¢ denné?

Pravdépodobnost zdsahu leticiho cile sttelcem je 0,95. Jaka je pfibliznd pravdépodobnost, Ze
pocet zasahti ve 100 pokusech bude alespori 977?

Pocet tiskovych chyb na stran€ textu je ndhodnd velic¢ina se stfedni hodnotou 8 a smérodat-
nou odchylkou 2. Jakd je pravdépodobnost, Ze na 100 strdnkdch bude méné nez 750 chyb?

Stokrat hodime kostkou. Jaka je pravdépodobnost, Ze soucet dosaZenych ok bude mezi 320
a 3807?.

Adam cestuje do prace a z prace tramvaji, kterd jezdi v intervalu 5min., pfichod Adama na
zastavku je vzhledem k odjezdu tramvaje zcela ndhodny. Odhadnéte, s jakou pravdepodob-
nosti proc¢ekd Adam béhem 20 pracovnich dni méné nez 120 min.?

Dvéstékrat hodime minci. Odhadnéte, jakd je pravdépodobnost, Ze podil licu bude vet$i nez
0,55?

Pocet vyrobenych hracek jednim zaméstnancem za sménu je nahodna veli¢ina X; se stfedni
hodnotou 50 a smérodatnou odchylkou 6. Jaky je maximalni pocet hracek, které za svou
sménu dokaZze vyrobit 20 zaméstnanct firmy s pravdépodobnosti 0,9?

Maruska po 50 dni kazdy den rano sbira z obfitho kurniku slepici vajicka do kosiku a nosi je
do komory. Casto se ji cestou nebo pti sbéru néjaké rozbije. Ndhodna veli¢ina X; (i=1, ...,
50) udava pocet rozbitych vajicek v kosiku za den. Z minulych let vypozorovala, Ze sttedni
hodnota poctu rozbitych vaji¢ek za den je E(X;) = 5 a rozptyl D(X;) = 2.
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(a) Nahodna veli¢ina X urc¢uje celkovy pocet rozbitych vaji¢ek za 50 dni. Uvedte vztah mezi
X a Xi-

(b) Jaké rozdéleni ma ndhodna velicina X? Urcete jeji stfedni hodnotu a rozptyl.
(c) Sjakou pravdépodobnosti se Marusce za danych 50 dni rozbilo nejvyse 240 vajicek?

(d) Sjakou pravdépodobnosti se Marusce za danych 50 dni rozbilo vice neZ 260 vajicek?
24. Pti vkladani EET uctenek do losovaci soutéZe dojde s pravdépodobnosti 5 % k vyhfe.

(a) Kolem jaké stfedni hodnoty bude kolisat pocet vyher pfi vlozeni 500 tctenek?

(b) Odhadnéte interval, v némz se bude pohybovat pocet vyher, pfi vloZeni 500 tictenek s
pravdépodobnosti 99,9 %.
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