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Co je posloupnost

Posloupnost je urdité pravidlo, podle kterého pFifazujeme
pFirozenym ¢&isliim jina &isla, kterd nemusi nutné byt pfirozena.

Tématicky priklad. Vezméme si posloupnost &isel
{1,3,5,7,...}.

Snadno rozpozname pravidlo, které stanovuje €leny posloupnosti a
podle tohoto pravidla miZeme sestavit tabulku

A WODN
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Co je posloupnost

Zistaneme-li u zobrazeni, pak mizZeme ¥ici, Ze posloupnost a je
zobrazeni pfirozenych &isel do mnoZziny &isel redlnych, tj.
a:N—R.

Dualezita poznamka

Posloupnost je kazdé zobrazeni a, jehoZ definiénim oborem jsou
pfirozena &isla a oborem hodnot je ¢ast mnoZiny realnych &isel. Tedy
D(a) =Na H(a) CR.

Stejné jako u pFirozenych &isel je presné stanoveno, jak jdou po
sobg, tak i posloupnost ma pevné stanovené poradi.
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Znaceni posloupnosti

Vyse jsme si fekli, Ze posloupnost je druhem zobrazeni, kterd
obvykle zna&ime f(n). P¥esto se u t&chto specialnich zobrazeni
délad ,vyjimka" a posloupnosti znacime

an.

V rdzné literatu¥e, & na internetu, se mdZeme setkat i se znacenim
jinym, jako je napftiklad:

e (apn),

o {an},

o {an}p2y-
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Zadani posloupnosti

Posloupnosti, stejné jako mnoha jind zobrazeni, mohou byt
zadany vice zplsoby:
e Vyétem ¢lena,
napt.{1,2,1,2,...}
@ Rekurentnim vzorcem,
napf. ap+1 = ap + 2, a1 = 1 nebo
ant2 = ant1t+an, a1 =a =1
e Explicitnim vzorcem pro n-ty ¢len,
napt. a, = %, ap=nl, a,=(-1)"

V predeslych p¥ikladech jsme se jiz setkali se zaddnim
posloupnosti. Uvedenému zpiisobu ¥fikime pomoci vyétu €&lend.
Spravné bychom méli Fici, Ze jsme zadali posloupnosti pomoci
vyétu prvnich nékolika &lend.
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Posloupnosti zadané rekurentné a explicitné

Ukol:

Zadejte posloupnost lichych ¢&isel {1,3,5,7,...}
@ rekurentnim vzorcem,
@ explicitnim vzorcem.

Ur&ete n-ty &len posloupnosti {%, %, %, %, .
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Vlastnosti posloupnosti

JiZ jsme tekli, Ze posloupnost je specialnim druhem zobrazeni
jehoZ defini¢nim oborem jsou p¥irozend &isla (nebo jejich &ést).
Proto vlastnosti posloupnosti budou podobné jako vlastnosti
funkci

Monotonie - tendence chovani posloupnosti s kazdym dal$im
¢lenem

@ rostouci,
o klesajici,
@ nerostouci,
o

neklesajici.
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Monotonie

Rostouci posloupnost

a.
g A 3
a |
6. e
an :
4, e )
a1
2. @ |
1 i | | >
0o 1 2. 3 4

Prvni ¢tyti Eleny posloupnosti a, = 2 - n.

Klesajici posloupnost:

4. P
3.t
2. @2
1. ,33 o
| |
o 1 2 3 4
Prvni &tyti Eleny posloupnosti any1 = 3, a1 = 4.
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Momotonie

Neklesajici
a. ¢
3. ¢
2. e
e
i i : : : >
o 1 2. 3. 4. 5. 6.

Prvnich Sest &lend posloupnosti a, = {1,1,2,3,3,4,...}.

Nerostouci posloupnost:

3 — 6 G &
4. ¢
3. g
2. ¢
1.1 |
>
o 1l 2. 3. 4. 5. 6.

Prvnich Sest &lend posloupnosti a, = {5,5,5,4,3,2,1,...}.



Omezenost

Ohranigenost nam u posloupnosti udava informaci o tom, zda ma
posloupnost néjakou mez.

Napf¥iklad posloupnost, kterd pro Zadny €len nenabyva hodnoty
mensi nez nula. Pak o takové posloupnosti fekneme, Ze je zdola
ohranicena.
Rozlisujeme tyto p¥ipady ohranicenosti:

@ shora ohranigen3,

@ zdola ohranigen3,

@ ohranitend (souasné zdola i shora),

@ neohranicena.
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Omezenost

Shora ohraniena:
A ® a . Horni mez

—1. 10 1 ,,,,,,,,,,, % az 3 4
) P
-3 334

Shora ohrani¢end posloupnost a, =1 — n.

Zdola ohranicena:

5. A_____ ..,3,1 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ‘65
4.1 } :
3. T i 3
oY R @~ 2 _ a4 i
| _’\ a3 \, !
-+ 1 1 ) :
. Doln{ mez | ' i
0 1. 2 3. 4. 5.

Zdola ohraniend posloupnost a, = (n —3)? + 1.
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Specidlni posloupnosti

Existuje vice druhti posloupnosti. V této pfednasce se vice
zaméfime na prvni dvé:

© aritmetickad posloupnost,
@ geometrickad posloupnost,
© Fibonacciho posloupnost,
@ harmonicka posloupnost,

© aritmeticko-geometrickd posloupnost.
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Fibonacciho posloupnost - jen jako zajimavost

Jako Fibonacciho posloupnost je v matematice oznalovana
nekoneénd posloupnost ptirozenych &isel, za&inajici
1,1,2,3,5,8,13,21,... (&isla nachazejici se ve Fibonacciho
posloupnosti jsou n&kdy nazyvana Fibonacciho &isla), kde kazdé
¢islo je sou¢tem dvou predchozich.

Zlaty fez
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Aritmetickd posloupnost

Aritmeticka posloupnost je druhem matematické posloupnosti,
ktera se vyznaluje stadlym rozdilem mezi libovolnymi dvéma
sousednimi &leny. Tento staly rozdil se nazyva diference a znai&i se
pismenem d.

Pozor, &islo d miZe mit i zapornou hodnotu nebo miiZe byt rovno
nule!
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Aritmetickd posloupnost

Ozna&ime-li prvni &len posloupnosti {a,} jako a; potom k uréeni
druhého &lene ap stadi k prvnimu pFicist hodnotu diference d, tj.

a =a; +d.

Pro urleni ¢lene a3 pfi¢teme ke druhému &lenu a> znovu hodnotu
diference a ziskame &len a3

a3 = ap + d atd.

Je tedy jasné vidét to, co bylo fe€eno vySe. Libovolné dva sousednf
¢leny aritmetické posloupnosti maji staly rozdil.

Kdybychom chtéli znat n 4 1-ni &len, pak bychom podle této
skuteénosti mohli napsat, Ze

ant1 =ap+d

a tento vzorec nazyvame rekurentni zadani aritmetické
posloupnosti.
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Aritmetickd posloupnost

. 7

Casto u posloupnosti zname prvni ¢len a; a zajimame se o Eleny,
které jsou naptiklad az na sté pozici nebo i vyssi.

Tématicky p¥iklad: Mdme rekurentn& zaddnu posloupnost {a,}
jako apy1 = ap + 3, kde a; = 0. Zajima nas hodnota dvacatého
¢lene této posloupnosti azg. Pro jeho uréeni mizeme postupné
uréovat viechny &leny aZ do hledaného dvacatého nebo zde nalézt
zakonitost, kterd naSe pocitdni urychli.
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Aritmetickd posloupnost

Sestavme tabulku n&kolika prvnich €leni

d; = 0

a =a; + 3 =3

aa=a+3 =6

as=a3+3 =

as=as+3 =12

ag=as+3 =15
P¥i blizs§im prohlédnuti tabulky si Ize vS§imnout, Ze mezi prvnim a
tfetim &lenem je rozdil 6, ktery odpovidd dvojnasobku diference.
Mezi prvnim a &tvrtym &lenem je rozdil 9, coz odpovida
trojndsobku diference. Mezi prvnim a patym je rozdil ¢ty¥nasobek
diference atd.
Vsimnéme si, Ze mezi prvnim a libovolnym dalSim ¢lenem je vZdy
rozdil, ktery odpovida souéinu

diference - (pofadi hledaného prvku — potadi prvniho prvku).
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Aritmetickd posloupnost

Vzorec pro n-ty ¢len Pri¢teme-li k tomuto soucinu navic hodnotu
prvniho ¢&lene, ziskavame hodnotu E&lene, ktery nds zajima. Tuto
skute¢nost zapiSeme do vzorce, ktery se nazyva vzorec pro n-ty
¢len

ap,=a1+(n—-1)-d.

Nyni je uz snadné urcit hodnotu ayg pouze dosadime do vzorce
hodnoty za n, a; a d.
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Aritmetickd posloupnost

Setkdvame se i s p¥ipady, kdy nds zajima hodnota né&jakého &lenu
posloupnosti, ale namisto prvniho &lenu a; zndme hodnotu jiného.

Vzoretek

Vzorec r-tého ¢&lenu z s-tého Jedna se o vzorec, ktery se oznacuje
jako vzorec r-tého ¢€lenu z s-tého a zn/

ay=as+(r—s)-d.

Zde je a, hledany &len a as ¢len, ktery zname.

Pokud bychom poloZili r = n a s = 1, pak obdrZime

ap=a+(n-1)-d.
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Aritmetickd posloupnost

Ukol: Se&téte &isla od 1 do sta.

Tady vic neZ kde jinde plati, Ze matematika neni o pocitani, ale o
tom jak se pocitani vyhnout.
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Aritmetickd posloupnost

Sefadime za sebe vechna ¢&isla od 1 do 100 a utvo¥ime dvojice:
prvni &islo s polednim, druhé s p¥edposlednim, atd.

Soucet v kazdé dvojici bude p¥esn& 101. Dale takovychto pari
vznikne ptesné 50, coZ je polovina z ¢isla 100. Pak ndm uZ zbyva
jen obé Cisla vynasobit a vysledek 5050 je na své&té.

Timto zplisobem miizeme kazdou dvojici pfepsat jako a; + a, a
téchto dvojic bude polovina z celkového poctu s¢itanych &lend.
ProtoZe je potet &lenii n, potom pocet viech dvojic (souttil) je 7.

Nyni, kdyZ vyndsobime obé &isla, ziskdme soulet s, prvnich n &lent
a odpovidajici vzorec je tvaru

n
Sp = E (31 + 3n)
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Geometricka posloupnost

Geometricka posloupnost je druh matematické posloupnosti, kde
kazdy €len kromé prvniho je stalym nasobkem p¥edchoziho &lenu.
Tento nasobek se nazyva kvocient geometrické posloupnosti a pro
posloupnosti s nenulovymi &leny je roven podilu libovolného ¢lenu
kromé& prvniho a ¢lenu pfedchoziho.
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Geometricka posloupnost

Oznatime-li prvni Elen posloupnosti {a,} jako a; potom k ur&eni
druhého &lene a, stadi k prvni vynasobit kvocientem g, tj.

d) =a1-q.
Pro urleni Elene a3 mame
az = ap - q atd.

Je tedy jasné vidét to, co bylo fe¢eno vy3e. Libovolné dva sousedni
¢leny geometrické posloupnosti maji staly podil.

Kdybychom chtéli znat n 4+ 1-ni &len, pak bychom podle této
skuteénosti mohli napsat, Ze

ant1 = an-q

a tento vzorec nazyvame rekurentni zadani geometrické
posloupnosti.
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Geometricka posloupnost

. 7

Casto u posloupnosti zname prvni ¢len a; a zajimame se o Eleny,
které jsou naptiklad az na sté pozici nebo i vyssi.

Tématicky p¥iklad: Mdme rekurentn& zaddnu posloupnost {a,}
jako apy1 = ap - 3, kde a; = 1. Zajima nas hodnota dvacatého
¢lene této posloupnosti azg. Pro jeho uréeni miZzeme postupné
uréovat viechny &leny aZ do hledaného dvacatého nebo zde nalézt
zakonitost, kterd naSe pocitdni urychli.
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Geometricka posloupnost

Sestavme tabulku n&kolika prvnich €leni

31:1
32231'3 =3
83232-3 =9
ags=az-3 =27
85284-3 =381
ag = as -3 =243

Jestlize chceme uréit ag potfebujeme znat as, kdyZ zname as
miZeme dosadit.
as = (as-3)-3
pro a4 dosadime as3
86:((23'3)~3)'3
atd. az dostaneme
a6 = ((((a1-3)-3)-3)-3)-3=a; - 3°.



Geometricka posloupnost

Vzore€ek r-tého ¢lenu z s-tého

Jedna se o vzorec, ktery se oznacuje jako vzorec r-tého &lenu z
s-tého a zn/

Zde je a, hledany &len a ag ¢&len, ktery zname.

Pokud bychom poloZili r = n a s = 1, pak obdrZime

n—1
apn=a1-q" .
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Geometricka posloupnost

PYi hte ruleta existuje schéma, které by mélo zarucovat v idedlnim
pripad& po né&kolika hrach jisty zisk (pravdépodobn& po nékolika
opakovani je to zakdzané). Sdzime pouze na barvu (&ervend/&ernd)
prvni vklad je 10 K¢ pokud uhadneme je vyhra je 20 K&, jestlize
neuhadneme vsadime 20 K¢. Uhddneme-li mame 40, neuhdadneme
vsadime v dal3i hie 40. Urlete: a) kolik utratime jestlize usp&jeme
aZ v Sesté h¥e b) v kolikdté h¥e musime uspét, abychom méli zisk
pravé 10 K&?
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Geometricka posloupnost

Z teseni predchoziho p¥ikladu mame soucet prvnich 6 &lent, lze
vyvodit, Ze

10(2° + 2t 422 23 424 1 2%) =10 (2° - 1).
Kdybychom sazeli trojndsobek zménil by se pfedchozi zapis

103° +31 +32 433 +3* +3%)=10-(3° - 1)/2.

Soucet prvnich n &leni geometrické posloupnosti
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Limita posloupnosti

Posloupnost {a, € R}7°; ma vlastni limitu A, (konverguje k limit&
A € R, je konvergentni) jestlize ke kazdému e > 0 existuje np € N
takové, Ze pro vSechna n > ng plati

lap — A] < e.

A-;lg ML

A-z
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Limita posloupnosti

Nevlastni limita

aﬂ
K Rnalahti s i e b
*
*
*
+*
*
o
00”.
Neexistence limity
aII
0‘ §.
.
*
.
——————————s
+
o‘ +* *.
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Zakladni vlastnosti

Posloupnost se nazyva konvergentni, pokud m3 vlastni (redlnou)
limitu A. Posloupnost se nazyva divergentni, pokud neni
konvergentni.

Necht (a,) a (bs) jsou konvergentni posloupnosti a necht

lima, = A, limb, = B a c je libovolné redlné &islo. Potom jsou
konvergentni posloupnosti (a, + b,), (an — bn), (anbn), (c - a,) a
plati

lim(a, + bp) =lima, +limb, =A+ B
lim(an — by) = limaylimb, = A— B
lim(anby) = lim alim b, = AB

lim(c-ap) =c-lima,=c-A
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