Bayesianska analyza

IX. Modely kvalitativnich a omezenych vysvétlujicich proménnych
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Uvod

Normalni linearni regresni model — omezujici (predpoklad normality).
Kvalitativni vysvétlovana proménna.
Omezena vysvétlovana proménna.

Zavedeni latentnich dat (maji normalni rozdéleni).

Ptiklady: ekonomie dopravy, ekonomie prace, analyza investi¢ni
aktivity firem.

Bayesianska analyza (BAAN) IX. Kvalitativni a omezené proménné Podzim 2018 3/40



Jednorozmérné modely

Obsah tématu

© Jednorozmérné modely
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Jednorozmérné modely

Znaceni

o Vysvétlovana proménna y* = (y5,...,yx)"
yi = xiB+ei.

@ X; = (1,X,'2, e ,X,'k)/.

@ Maticové:
y*=XB+e.
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Jednorozmérné modely

Nahodna slozka

@ c z vicerozmérného normalniho rozdéleni se stfedni hodnotou Oy a
kovarianéni matici h= 11y,

@ vsechny prvky matice X jsou pevnd &isla (tj. nendhodné velic¢iny). Pro
nahodné veli¢iny jsou prvky X nezavislé na vsech prvcich vektoru e;
p(X|\), kde A neobsahuje 3 ani h.
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Jednorozmérné modely

Princip odhadu

@ Pokud y* pozorovatelné — standardni analyza.
@ y* obsahuje latentni data néjak propojena s y.

e Pro ,funkénost" metod: p(f, h|ly*,y) = p(B, hly*) (v ptipadé
prirozené konjugované apriorni hustoty) resp.

p(Bly*,y,h) = p(Bly*, h) a p(hly*,y, B) = p(hly™, B) (nezvisla
apriorni hustota).

@ Pokud pozorujeme y*, neprinese dodatecné pozorovani y zadnou
novou informaci.

e Standardni posteriorni simulace (Gibbstiv vzorkovac): vybéry z
p(B, hly*) a p(y*ly, B, h) resp. p(Bly*, h), p(hly*, ) a p(y*|y, 5, h).
e Vse kromé p(y*|y, 3, h) umime generovat.
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Model omezenych dat — tobit

Obsah tématu

© Model omezenych dat — tobit
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Model omezenych dat — tobit

Vztah nepozorovanych a pozorovanych dat

o Priklad pozadovanych investic.

yi=y pokud y’ >0
yi=0 pokud y <0

e Pokud zndme y*, zndme y = p(B, hly*) = p(B, hly, y*).
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Model omezenych dat — tobit

Posteriorni hustota

o Nezavislost latentnich proménnych (stejné jako pozorovand):

yi=y pokud y >0
yi=0 pokud y/ <0

e Vyuzivdme omezené normalni rozdéleni (vychazime z predpokladu
nepodminéné normality y;*).

Yilyi B, h~ N(x{B8, h~1)1(y; <0) pokud y; =0

@ Standardni analyza 4+ moznost zobecnéni pro omezujici bod ¢
(rozsifeni i pro nezndmy parametr).
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Model omezenych dat — tobit

Empiricka ilustrace

o BUDE CASEM DOPLNENO!
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Model binarni volby — probit

Obsah tématu

© Model binarni volby — probit

Bayesianska analyza (BAAN) IX. Kvalitativni a omezené proménné Podzim 2018 12 /40



Model binarni volby — probit

Uvod

@ Predpoklad rozhodovani mezi dvéma alternativami.
@ Uy uZitek jednotlivce i (pro i =1,...,N) z volby j (pro j =0,1).
@ Pravidlo: volba 1 pokud U;; > Up; a volba 0 jinak.

o Vybér zavisi na rozdilu v uZitcich:

yi = Ui — Uoi.
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Model binarni volby — probit

Probit model

Diference v uZitci odpovida normalnimu linedrnimu regresnimu
modelu.

Zavislost na pozorovanych charakteristikach x;.

Random utility model.

yi=1 pokud y/ >0
yi=0 pokud y <0

Pokud zname y*, zndme y = p(B, hly*) = p(B, hly, y*).
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Model binarni volby — probit

Posteriorni hustota

@ Z nezavislosti:

N
i=1

e Pfedpoklad normalni linedrni regrese — p(y;|3, h) normalini.
e Kombinace s informaci o y; — p(yi*|yi, 5, h):

yilyi. B, h~ N(x/8,h"1)1(y; > 0) pokud y; =1
yilyi, By h ~ N(x!3, h_l)l(y,-* <0) pokud y; =0
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Model binarni volby — probit

Pravdépodobnosti volby

Pro dané parametry:

Pr(yi = 1[8, h) = Pr(y; = 0|8, h)
= Pr(x/B + ¢ > 0|8, h) = Pr(v/he; > —v/hxj5|3, h)
@ Diky normalité — posledni ¢len jedna minus kumulativni distribucni
funkce standardniho normalniho rozdé&leni (tj. v/he; odpovida N(0,1)).
Znageni ®(a) pro CDF — 1 — &(—v/hx!p).

e Standardni analyza (funkce parametri).
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Model binarni volby — probit

|dentifikacni problém

@ Vice kombinaci hodnot parametrii modelu vede ke stejné hodnoté
vérohodnostni funkce.

@ Probit: nekonecny pocet hodnot parametrii 3 a h vede k témuz
modelu.

e Pr(x/8+ € >0|5,h) =Pr(x/c8+ ce; > 0|3, h) pro jakoukoli
kladnou konstantu c.

e Transformovana nihodna veli¢ina ce; ma rozd&leni N(0, c2h~1) —
totozné probit modely s jinymi koeficienty a presnosti chyb.

@ Alternativné: hodnoty vérohodnostni funkce stejné pro
(B=po,h=ho) a (B=cPo,h="12).
o Nelze rozlidit oddéleng 3 a h (jenidentifikace 5v/h).

@ Regenf: nastaveni h = 1 (preferovdno) nebo néktery z 3 na 1 (apriorni
kladny vliv této proménné na pravdépodobnost!).
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Model binarni volby — probit

Empiricka ilustrace

e Viz Koop (2003).
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Usporadany probit

Obsah tématu

e Usporadany probit
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Usporadany probit
Uvod

o Vysvétlované proménné kvalitativni (dobry, primérny, slaby), ale
usporadatelné.
e Kili¢ovy vztah mezi (vektory) y* a y (y; mé hodnoty j =1,...,J; J je
pocet usporadanych alternativ):
yi=J pokud i1 <y <7,

e v=(v,7,---,7) je vektor parametri, kde vo < ... <~,.
@ Normalita regresniho modelu pro latentni data:

Pr(y; = j|B,7) = Pr(yj—1 < yi" <718,7)
= Pr(’yj_l < X,/ﬁ +€ < 7]‘/877)
= Pr(yj-1 — x,-/ﬁ <€ < — X,-’ﬁ\/Bv’Y)-
@ ¢; z N(0,1) (z divodu identifikace h = 1):
Pr(y; = jlB,7) = (v — x{B) — ®(vj—1 — x{ B)
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Usporadany probit

Problém identifikace

@ Usporadany probit: pravdépodobnosti volby na zikladé normalniho
rozdéleni a volba g, ..., 7y, pro rozdéleni pravdépodobnosti mezi
vsechny moznosti volby.

@ Potreba vice omezeni: napt. pro J = 3 mame normalni rozdéleni s
volbou stfedni hodnoty (x;/3) a ¢tyfi body (tj. vo0, Y1, 72 @ 73).

@ Xx; jen Groviiova konstanta a chceme Pr(y; = 1|8,~) = 0.025,
Pr(yi = 2|B,7) = 0.95 a Pr(y; = 3|3,7) = 0.025.

@ Redeni: =0, 70 = —00, 71 = —1.96, 72 = 1.96 a 73 = 0o nebo
B=1, v =—00, 71 =—0.96, 72 =2.96 a 73 = o0 atd.

@ Obvyklé feSeni problému identifikace: v9 = —o0, 11 =0 a vy = 0.

Bayesianska analyza (BAAN) IX. Kvalitativni a omezené proménné Podzim 2018 21 /40



Usporadany probit

Problém identifikace a dalsi intuice

@ Alternativné: probit model pro J =2 = v = —o0, 71 =0 a 1» = .

@ y* jako uzitek — pravdépodobnosti volby jako integraly na
sekvencnich oblastech normalniho rozdéleni.

@ P¥i mirném zvySeni uzitku moznost prechodu jen do sousednfi

kategorie (predpoklad usporadani alternativ) x jinak multinomialn{
probit.
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Usporadany probit

Bayesovska analyza |

e Gibbsiv vzorkoval s obohacenymi daty: p(Bly*,~), p(v|y*,y,B) a

p(y*ly,B,7)-
e Standardni posteriorni hustoty pro 5 (h = 1), p(y#|yi, 8,7):

e Podminéna hustota pro v, p(v|y?, yi, B).

e Neprava apriorni hustota (moznost i jinych priord s mirnymi
modifikacemi vysledku): p(;) o ¢ (zjednodusuje vybér v v jednom
béhu).

@ Z volby 79 = —0co, 71 =0 a vy = oo: p(vily*, ¥, B,7%j)) pro
j=2,...,J—-1.

e Oznaceni ~(_jy: vektor v bez prvku ;.

fy(ff) = (707 cees V=1 V41 - - ,"}/J)/
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Usporadany probit
Bayesovska analyza |l

e p(7;ly*,y,B,7j)) snadno odvoditelnd —.
@ Hustota podminéna vektorem ~y(_;) = ; musi lezet v [vj_1,7j41].
@ Hustota podminéna vektorem y a y* = lIze vyvodit jaké hodnoty
latentnich dat odpovidaji pfislusSnym hodnotam skutecnych dat.
© V argumetnech podminéné hustoty neni pfitomna zadna dalsi
informace o ;.

@ Rovnomérné rozdéleni:
Ul v, Bsv—jy ~ UFj—15Vj41)
@ Proj=2,...,J—1, kde
Yj—1 = max{max{y/ : y; = j},vj-1}
Vi1 = min{min{y; 1 y; = j + 1}, 941}
e max {y/ : yi = j} oznaluje maximalni hodnotu latentnich dat mezi
vSemi jednotlivci, ktefi si zvolili alternativu j (analogicky
min{y/ : yi = j+1}).
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Multinomialni probit

Obsah tématu

e Multinomialni probit
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Multinomialni probit

Uvod
@ Vice alternativ volby.
@ yipro{j=0,...,J} — J+1 alternativ, kdy J > 1.
e Motivace: Uj; je uZitek i-tého jednotlivce voliciho alternativu j (pro
i=1,...,Naj=0,...,J).
@ Alternativa 0 jako zadkladni volba a definujeme latentni proménnou:
vii = Ui — Uy

proj=1,...,J.
@ Multinomialni probit model predpoklada:

* —_— / . e
Yjii = XjiBj + €ji

Xji je kj-rozmérny vektor obsahujici vysvétlujici proménné, které
ovliviuji uzitek spojeny s volbou j (relativné vzhledem k volbé 0), f3;
je odpovidajici vektor regresnich koeficientl a ¢j; je chybovy ¢len
regrese.
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Multinomialni probit

Znaceni |

@ J rovnic = simulator pro SUR model v kombinaci s metodami
poskytujicimi vybéry pro latentni rozdily uzitkd.
o Ptepis do SUR modelu: yi* = (yi,....y}) s €i = (e1i, ..., €4i),

/
61 Xll 0 * * O
/
' 0 x; O
B=| Xi=| - . )
8 : .. .0
J /
0 N N 0 XJI
o Definujeme k =3 7_; k; a
*
yi =Xip+e€i
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Multinomialni probit

Znaceni |l

o Dile:
izt €1 X1
y* = €E = X =
YN €N Xn
o Model:
y'=XB+e
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Multinomialni probit

Dalsi predpoklady

@ ¢; nezavisle a stejnomérné rozdéleny, N(0,H 1) proi=1,..., N, kdy
H je matice presnosti chyb rozmérd J x J.

@ Alternativné: € odpovida N(0, ), kde Q je blokové diagonalni matice
rozméru NJ x NJ:

H=1 0 0
0 H!

Q= .
. .o 0
0 . - 0 H!

@ Vztah latentnich a pozorovanych proménnych:

yi =0 pokud max (y) <0
yi=j pokud max(y’)=y;>0

e max (y;) je maximum J-rozmérného vektoru y;.
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Multinomialni probit

Posteriorni hustota

e Gibbsiv vzorkoval: p(S8ly*, H) a p(H|y*, ), a jistou podobu
vicerozmérného ohrani¢eného normalniho rozdéleni pro podminénou

hustotu p(y*|y, 8, H).
@ Nezavislost chovani mezi jendotlivci:

N
p(y*‘wav H) = HP(Y?‘YH& H)
i=1
e p(yi|B, H) odpovida normalni hustoté pravdépodobnosti + informace
iy
yilyi, B, H ~ N(X!8, H 1) 1(max (y}) < 0) pokud y; =0
Yilyi, B, H ~ N(X[B, H"")1(max (y}) = yj > 0) pokud y; =]
@ Ekonometrickd analyza mnoho let mimo oblast hlavniho z&jmu (jak z

hlediska bayesovského, tak i klasického pfistupu) < vypocletni obtize
vztahujici se k ohrani¢enému normalnimu rozdéleni.
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Multinomialni probit

Bayesianska analyza |

@ (3 a H: nezavisla normalni-Wishartova apriorni hustota (vyuZiti
vysledkid pro SUR model).

@ Problém identifikace: jednorozmérny probit model nastavovalh = 1.

@ Multinomialni probit model: slozitéjsi.

e Kovarianéni matice chyb ¥ = H™1 a ojj jako ij-ty prvek matice > —
standardni zpiisob FeSeni identifikovatelnosti volbou o717 = 1.

@ Za téchto podminek p(H|y*, 5) nebude odpovidat Wishartovu
rozdéleni a nelze tak vyuzit vysledky analyzy SUR modelu.

@ Moznost FeSeni (viz literatura): ignorovat problém a prezentovat
vysledky pro %

@ Prace s neidentifikovanymi modely zaludnd — nebezpelnd prace s
neinformativnimi apriornimi hustotami (vypocetni problémy).

@ Obvykla bayesovska analyza multinomialniho probit modelu s
vyuzitim informativni apriorni hustoty ovsem s ignorovanim
identifika¢nich omezeni.
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Multinomialni probit

Bayesianska analyza |l

@ McCulloch, Polson, Rossi (2000): ¢; odpovida N(0, X).

@ Rozdéleni vektoru ¢; do podoby

kde Vi = (62,', ceey EJ,’)/.

@ Rozdéleni matice X:
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Multinomialni probit

Bayesianska analyza Ill

Zakony pravdépodobnosti: p(e;) = p(e1i)p(vileti)-

@ 7 vlastnosti vicerozmérného rozdéleni:

e1i ~ N(0,011)

1)
vjlegj ~ N(Tnﬁli7¢)a

o b=y, &
011
@ Misto s matici ¥ rozméru J x J pracujeme s parametry 011, 6 a & —

nastaveni 011 = 1 a volba apriorni hustoty pro ¢ a .
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Multinomialni probit

Bayesianska analyza Ill

@ Obvykle normalni apriorni hustota pro § a Wishartova apriorni
hustotu pro 1.

p(6,71) = p(8)p(®~1)
p(d) = fn(d]9, Vs)
p(O7Y) = fn (¢ |re, @71

@ Podminéné posteriorni hustoty:

p((S’y*7 (D, /8) = fN((st V(S)
p(®2y*, 6, 8) = fn(d [Te, ® )
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Multinomialni probit

Bayesianska analyza IlI

@ Posteriorni parametry:

N 1
Vs = <Vg1 +o7! Z%,)
i=1
B - N
b= Vs <V515 + ¢! ZU,€1,>
i=1
N -1
6_1 = |P + Z(U,' — 61,'5)(’1},' — 61,‘5)/‘|
i=1

e Podminéné hustoty — ¢; = (€17, v}) zndmy vektor.

o Kiritika multinomialniho probitu kvili preparametrizaci v disledku
mnoha alternativ (¥) — nepfesné odhady.

@ Informativni priory pro dodate¢nou strukturu: napt. diagonalni X

(pokud rozumné, zjednoduSeni vypocltu a FeSeni pfeparametrizace).
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Multinomialni probit

Empiricka ilustrace

e Viz Koop (2003).
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Obsah tématu

@ Jednorozmérné modely

© Model omezenych dat — tobit
© Model binarni volby — probit
@ Usporidany probit

© Multinomialni probit

© Rozsiveni
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Rozsiteni

Varianty probit a tobit

@ Panelova data pro probit:
Yie = XieBi + €t

@ Metody z Casti vénované panelovym datlim.

@ Panelovy multiniomialni probit model s ndhodnymi koeficienty:
odvozeni v rdmci multinomialniho probit modelu, modelu ndhodnych
koeficientdi a SUR modelu.

@ Multinomialni ¢asovy probit model (multinomial multiperiod probit
model): YeSeni problému autokorelace.

@ Modularni podstata nastroji (kombinovatelnost): nelinedrnost vztahi,
heteroskedasticita (jak pro probit tak i pro tobit).
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Rozsiteni

Dalsi varianty

Linedrni regresni modly s jinym rozdélenim nahodnych chyb.
Vysvétlovana proménna pocet: Poissonovo rozdéleni.
Vysvétlovana proménna doba trvani: Weibullovo rozdéleni.

Modely volby logit: logistické rozdéleni.

Radovy usporadany logit (rank ordered logit), multinomialn{ logit
(preferovan pfi vice alternativach — vypocetni nenaro¢nost).

Bayesianska analyza (BAAN) IX. Kvalitativni a omezené proménné Podzim 2018 39 /40



Rozsiteni

Nezavislost irelevantnich alternativ

e Predpoklad pouziti multinomialniho logitu (ne vzdy splnénd vlasnost)!
@ Podily sanci se s pridanim alternativy neméni.
e Dopravni priklad: auto (Y = 0), véfejna doprava (Y = 1), kolo
(Y =2).
@ Poruseni: auto (Y = 0), ¢erveny autobus (Y = 1), modry autobus
(Y =2).

o Regeni skrze vnoreny (nested) logit model: nejdfive auto x hromadna
doprava — po volbé hromadné dopravy logit pro ¢erveny x modry
autobus.
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