
5. seminář:

Optimalizace v grafech

Př́ıklad 1: Aplikujte ručně metodu větv́ı a meźı na následuj́ıćı modifikaci úlohy
o batohu (použijte bivalentńı proměnné a relaxace d́ılč́ıch podúloh řešte bez
pomoci simplexové metody):

Máme k dispozici sklad o celkové skladovaćı ploše 8400m2. O pronájem skladu
má zájem 5 zájemc̊u s r̊uznými požadavky na skladovou plochu a r̊uznými
nab́ıdkami za pronájem této plochy. Požadavky muśı být splněny bud’ v plné
výši nebo v̊ubec. V tabulce jsou uvedeny požadavky na plochu Pi a ceny za
pronájem uvedené plochy ci od každého zájemce i = 1, . . . , 5.

i 1 2 3 4 5

Pi[m
2] 5000 1600 2800 6200 2200

ci[Kč] 39000 9000 33000 63000 18000

Rozhodněte, kterým zájemc̊um poskytneme skladovaćı plochu, aby př́ıjem z
pronájmu byl co nejvyšš́ı.

Př́ıklad 2: Nalezněte v orientovaném grafu nejkratš́ı cestu z uzlu 1 do ostatńıch
uzl̊u. (použijte Dijkstr̊uv algoritmus)

10 Dalsi grafove algoritmy 
ell kapitoly: 

lc zajimave, kolik optimalizacnich Liloh rna souvislost s reprczentaci pomoci 
S ncktcrymi jsmc sc jiz sctkali (fizcni projektt"i, prifazovaci problem - muzc byt chapin 
propojcni dvojic uzlu hranou, dopravni problem - rovncz dodavatclc a odbcratclc 
rcprczentovat jako lIzly grafu a vlastni prcpravu pak jako ohodnoccnou hranu). V teto 
si lIkizcmc nckolik dalsich, rovncz vclmi znamych, problcmu. 

10. 1Hledani nejkratsi cesty 
lcdna sc 0 jcdnu z ncpraktictcjsich (doh. Ukolcm jc najit ccstu mczi startcm a 

tak, abychom najcli co ncjmenc kilomctru. Jcdnotlive uzly grafu rcprezcntuji napr. 
Uindy to moholl byt kfizovatky) a ohodnocenc hrany silnicc s prislusnoll dClkou v 
Existlljc mnozstvi algoritmii, ncktcre hlcdaji ccstu bud' pouze mczi zadanoll dvojici lIz1l1 
mczi vscl11i uzly navzajcl11. My si ukazCl11C zrcjme tcn ncjpopularncjsi - Dijkstruv algori 
(jc znamy tez pod jmenc111 Dantziguv). 

J)riklad 76: Nejkratsi cesta 

V grafu mate zakresleno 7 111CSt (reprezentovano vrcholy), ktcrc jsoll spojeny si 
(rcprezcntovano hranami, kdc ohodnoccni hrany znamcm't vzdalcnost v km). N 
ncjkratsi cestu mezi vrcholcm 1 a vrcholcm 7. 

lldcnf: 

f~cSclli budcmc hlcdat za pOll1oci D~jkstrova (nckdy sc nazyv{l take Dantzi 
algoritmu. Ncjvhodncjsi rcprezcntaci grafu pro tcnto algoritmus jc scznam mist 
Vrcholy si proto pfcpiscme do tabulky, v niz kazdcmu vrcholu odpovida jcdcn s 
Naslcdniky ( = vrcholy spojcnc hranou) pak zapfScme do tohoto sloupcc a vzdy si rovncz 
zavorky poznamcnamc dClkli hrany. Druhy radck tabulky nechamc prazdny -_ zdc 
zapisovat ncjkratsi ccsty z vrcholu 1. 

Startovni tabulka Dijkstrova algoritll1l1: 
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Př́ıklad 3: Nalezněte v neorientovaném grafu nejkratš́ı cestu z uzlu 1 do os-
tatńıch uzl̊u. (použijte Dijkstr̊uv algoritmus)



ildClli: 

Tcntoknit mamc hlcdat ccstll v ncoricntovan6m grafu. Postup jc llplnc stcjny . 
v prvnim prikladll, pouzc l1aslcdniku nyni budc v tabulcc 2x tolik (kazda hrana muzc mit 
oricntaci obcma smcry). Protoze hledamc ccstu mczi vrcholcm I, jc zrejm6, zc sc do ncj 
nikdy ncbudcmc vracct - proto ncmusimc do tabulky zapisovat hrany, ktcr6 konei vc 
1. Rovnez tak neni potrcba psat hrany, ktere vychazcji z vrcholu 7 - vrchol 7 jc totiz pro 
konccnym dlcm - ncpojcdcmc z ncj nikam da!. 

Budcmc poslupovat jiz rychleji: 

vrchol 1 2 3 4 5 6 

ncjkratsi cesta o 
naslcdnik (d6lka hrany) 2 (7) 3 (3) 2 (3) 3 (10) 2 (5) 4 (8) 

3 (9)9 5 (5) 5 (4) 6 (8) 3 (4) 5 (2) 

4 (16)16 4 (10) 6 (2) 7 (3) 

7 (6) 

vrchol t 2 3 4 5 6 

ncjkratsi ccsta o 7 

11<lslcdnik (d6lka hrany) 

3 (9)9 5 (5)12 5 (4) 6 (l:\) 3 (4) 5 (2) 

4 (16)16 4 (10) 6 (2) 7 (3) 

7 (6) 

3 (10) 4 (8) 
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Př́ıklad 4: Navrhněte propojeńı 7 mı́st, tak aby se spotřebovalo co nejméně
kabelu. (tj. nalezněte minimálńı kostru)

Matice 1 2 3 4 5 6 7 
nejkradich 
vzdalenosti Kralupy Veltrusy Siany Velvary 

.... 
Zlollice Vrany Briza 

1 Kralupy 0 4 16 8 18 25 17 

2 Vc1trusy 4 0 20 12 22 28 13 

3 Slany 16 20 0 12 7 14 17 

4 Velvary 8 12 12 0 to 17 10 

5 Zionice 18 22 7 10 0 7 10 

6 Vrany 25 28 14 17 7 0 15 

7 Bi'iza 17 13 17 10 10 15 0 

10.2Minimalni kostra grafu 
Minim<Hni kostra jc takovy souvisly podgraf puvodniho grafu, ktcry 

dostllpnost mczi vscmi uzIy a pfitom cclkovc occncni hran jc minimalni. Na minimalni 
grafll vcdou ttiohy s cilem nclczt ncjIcvncjsi propojeni mest clektrick)rm kabclcm. 
hledani minimailli kostry existujc vice algoritmu - my si llkazemc tzv. algoritmus 

Priklad 79: Mininullni kostru grafu 

NaIcznete propojcni 7 mest kabclcm tak, abyste l1111scli natahnout co ncj 
kabclu. 

Re.loeni: 

Hrany sctfidimc podle velikosti a postupnc jc zarazujemc do grafll - napr. tak, Zc 
vytucnimc (pokud majf dve hrany stejnc ocencni, muzemc vzit libovolnoll z nich). Pokud 
zarazcnlm hrany vznikl eyklus, tak tuto hranu nebcrcme v ttvahu (vyskrtneme ji) 
pokracujcmc dalsi hranou. Skoncime, az zaradime 11-1 bran, kde ,n jc pocet uz/U (n UZlll . 
totiz sehopni propojit pomoci n-I luan do souvislcho grafu): 

• 	 Ncjkratsi luana (1,2) m£1 dcIku 4. 

• 	 Druhou nejkratSi hranou jc (5, 6) s dClkou 7 - dvc hrany jeste ncmohou 
eykIus, proto ncmllsime nie kontrolovat. 

• 	 DaIs! hranou dClky 7 je hrana (3, 5) -nctvofi eykills s dOSlld 
hranami, proto .if muzemc zaradit. 

• 	 Hrana (1,4) ma dClku 8 a netvori cykius - zaradimc jf do kostry. 

216 

Př́ıklad 5: Pomoćı řešitele určete maximálńı tok znázorněnou śıt́ı.
propustnost potmbi v m3 za sckundu mezi dvema precerpavacimi stanieemi. 
plynu jc mozne pi'cpravit a jakym konkretnim zpusobem. 

Matematickj model: 

Bude nas zajimat, kolik plynu marne prepravit konkrctni rourou potrubi 
smcfU. Zaved'me si proto promenne: 

tok z uzlu i do uzlu j 

Musi samozrcjme platit Xi ::; k;j . 
J " 

Dais! podminkou je, zc co vtcce do vniti'niho uzlu, to z nej musi 
(v prccerpavaci staniei sc nie nemuze ztratit a v teto uloze ani pi'cehovavat). Tuto 
vyjadhlje tzv. tokova rovniec 

I Xii = I X;k Vj = 2,3,4,5, kde scitamc vzdy pouze pres hrany ( 
W. ilE II k:(j.k)EII 

kterc v graftl existuji. 

Maximalizujeme pak bud' mnozstvi plynu, kterc vpustime do site (tj. 
z uzlu 1), nebo mnozstvi plynu, ktere se dostanc do uzlu c. 6 (tj. kterc vtece do uzlu 

z = IXlj ~ max nebo z = IX/6 ~ max 
i:(I.j)ElI ;:(j.6)E1I 

Zdrojovj kot/: 

!maximalni. tok; 

MODEL: 

SETS: 

Uzel/l,2,3,4,5,6/i 


Graf(Uzel, Uzel}/l 2, 1 3, 2 3, 2 4, 2 5, 

6, 5 6/: X, Kapacitai !X = tok po hranei 


ENDSETS 

DATA: 

Kapacita 6 4 1 4 216 3 6 5 

ENDDATA 


!co do uzlu vtece, to z nej vytecei 
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Př́ıklad 6: Sestrojte śıt’ový diagram znázorňuj́ıćı př́ıpravu vědecké konference,
která si vyžádá tyto hlavńı činnosti:

a) vypracováńı programu konference (2dny)

b) zajǐstěńı termı́nu a mı́sta konáńı konference (3dny)

c) dojednáńı účasti přednášej́ıćıch (7dńı)



d) vypracováńı a zasláńı teźı od přednášej́ıćıch (14dńı)

e) rozesláńı pozvánek na konferenci (4 dny)

f) př́ıjem a zpracováńı přihlášek od zájemc̊u o účast (20dńı)

g) zorganizováńı pořadatelské služby (2dny)

h) tisk a rozmnožeńı teźı přednášek (3 dny)

i) předáńı teźı a seznamu účastńık̊u pořadatelské službě, rozpis ubytováńı a
stravováńı (2dny)

Př́ıklad 7: Je dán projekt skládaj́ıćı se ze 7 elementárńıch činnost́ı, jejichž
návaznosti a doba trváńı je uvedena v následuj́ıćı tabulce:

činnost trváńı bezprostředně předcházej́ıćı činnost

A 5 -

B 9 -

C 11 A, B

D 6 B

E 7 A

F 5 C,D

G 9 C, E

a) sestavte śıt’ový graf projektu

b) pomoćı metody CPM určete minimálńı dobu projektu a vyznačte kritickou
cestu

c) sestavte časový diagram realizace činnost́ı projektu

Př́ıklad 8: Je dán projekt skládaj́ıćı se z 8 elementárńıch činnost́ı, jejichž
návaznosti a doba trváńı je uvedena v následuj́ıćı tabulce:

činnost trváńı bezprostředně předcházej́ıćı činnost

A 4 -

B 1 -

C 3 B

D 3 A, B

E 1 B

F 5 B

G 4 C, D

H 4 C, D, F



a) sestavte śıt’ový graf projektu

b) pomoćı metody CPM určete minimálńı dobu projektu a vyznačte kritickou
cestu

c) sestavte časový diagram realizace činnost́ı projektu


