Diferencialni rovnice - uvod

V ekonomii se ¢asto zkouma, jak se vybrané veliGiny méni v ¢ase. Tento vyvoj
byva popsan vétsSinou pomoci rovnic nebo soustav rovnic. Je-li v téchto
rovnicich ¢as povazovan za spojitou veli¢inu a figuruji-li zde jako neznamé
funkce a jejich derivace, nazyvame je diferencialnimi rovnicemi (pro diskrétni
Cas se hovofi o diferencnich rovnicich).
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V ekonomii se ¢asto zkouma, jak se vybrané veliGiny méni v ¢ase. Tento vyvoj
byva popsan vétsSinou pomoci rovnic nebo soustav rovnic. Je-li v téchto
rovnicich ¢as povazovan za spojitou veli¢inu a figuruji-li zde jako neznamé
funkce a jejich derivace, nazyvame je diferencialnimi rovnicemi (pro diskrétni
Cas se hovofi o diferencnich rovnicich).

@ Je-li neznama funkce x zavisla pouze na jedné proménné, jedna se o

obycCejné diferencialni rovnice,

@ v opacném piipadé se jedna o parcialni diferencialni rovnice.
My se budeme zabyvat pouze prvnim typem rovnic a neznamou budeme
chapat vétsinou jako funkci Casu. Proto pro derivaci funkce x(t) pouzivame

specialni znaeni x = dt Veskera nize uvedena teorie je bez Gjmy na
obecnosti aplikovatelnd i pro jiné nezavislé proménné nez je Cas.

Priklad : Typickym pfikladem diferencialni rovnice je vztah x = x, popisujici
prirozeny rast, kdy je tempo ristu pfimo iumérné velikosti populace. Pouziva

se téZ pojem exponencialni rlst, protoze této rovnici vyhovuje funkce
x(t) = €' (a vSechny jeji nasobky).



Diferencialni rovnice prvniho radu

Definice : Pro danou funkci dvou proménnych F(t, x) a neznamou funkci
x(t) nazveme zapis x = F(t,x) diferencialni rovnici prvniho radu.

Poznamka : Re$enim rovnice na intervalu / nazveme libovolnou funkci ¢(t)
definovanou na tomto intervalu, ktera rovnici vyhovuije, tj.

Vtel: §(t) = F(t, ¢(t)). Diferencialni rovnice obvykle ma nekone¢né mnoho
feSeni, mnozinu v8ech nazveme obecnym feSenim, o konkrétnich funkcich z
této mnoziny hovofime jako o partikularnim feseni. Grafy téchto funkci mohou
byt znazornény v roviné tx, fikdme jim integralni kfivky.
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definovanou na tomto intervalu, ktera rovnici vyhovuije, tj.

Vtel: §(t) = F(t, ¢(t)). Diferencialni rovnice obvykle ma nekone¢né mnoho
feSeni, mnozinu v8ech nazveme obecnym feSenim, o konkrétnich funkcich z
této mnoziny hovofime jako o partikularnim feseni. Grafy téchto funkci mohou
byt znazornény v roviné tx, fikdme jim integralni kfivky.

Na obrazku je zndzornéno nékolik integralnich kfivek pro rovnici x = x.
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Diferencialni rovnice prvniho radu - priklad

Priklad : Je dana diferencialni rovnice x = x + t.
@ Ukazte, Ze funkce x = e! — 1 neni fe$enim rovnice
Q UkaZte, ze funkce x = —t —1a x = e’ — t — 1 jsou fe§enim rovnice

© Ukazte, Ze pro libovolnou hodnotu konstanty C je funkce x = Ce! — t — 1
feSenim rovnice.



Diferencialni rovnice prvniho radu - priklad

Priklad : Je dana diferencialni rovnice x = x + t.
@ Ukazte, ze funkce x = e — 1 neni feSenim rovnice
Q UkaZte, ze funkce x = —t —1a x = e’ — t — 1 jsou fe§enim rovnice
© Ukazte, Ze pro libovolnou hodnotu konstanty C je funkce x = Ce! — t — 1
fe§enim rovnice.
Reseni:
@ Prox=e'-1jeL=x=¢e',ale P=x+t=e'+t—1,tedy prava a leva
strana se rovnaji jen pro t = 1, takze funkce neni feSenim rovnice.
Q@ Prox=-t—-1jel=x=-1aP=x+t=—t—1+1t=—1,rovniceje
splnéna.
Podobnéprox=el—t—1jeL=x=¢e'—1a
P=x+t=¢e'—t—1+t= el —1,prava a leva strana se opét rovnaji
© Pro obecné C je derivace funkce x = Ce! —t —1rovna L = x = Cel — 1
aP=x+t=Cel —t—1+t= Ce' -1, tedy funkce rovnici vyhovuije.



PocateCni podminky

Jak jsme vidéli v pfredchozim priklad€, obecné feSeni mize zalezet na jedné
nebo vice kostantach. Jestlize pozadujeme, aby hledana funkce prochazela
néjakym konkrétnim bodem v roviné tx, pak tato podminka vétsinou
jednoznacné urci konkrétni hodnotu konstanty.
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ekonomii velmi Casta. Napfiklad uvazujme model ekonomického rlstu s
diferencialni rovnici prvniho fadu pro akumulaci kapitalu. Pocate¢ni zasoba
kapitalu je znama z historickych dat, coz umozni najit jednoznacné feseni
rovnice.



PocateCni podminky

Jak jsme vidéli v pfredchozim priklad€, obecné feSeni mize zalezet na jedné
nebo vice kostantach. Jestlize pozadujeme, aby hledana funkce prochazela
néjakym konkrétnim bodem v roviné tx, pak tato podminka vétsinou
jednoznacné urci konkrétni hodnotu konstanty.

Priklad : Najdéte feSeni diferencialni rovnice z predchoziho pfikladu, které
prochazi bodem (¢, x) = (0, 1).

Reseni: Zapiseme si podminku pro fedeni x(t) = Ce' — t — 1 ve tvaru

x(0) = 1. Mame tedy x(0) = Ce® —0—-1=C —1 =1, odkud uréime C = 2.

Poznamka : Pokud t = 0 znaci poCatecCni Cas, pak podminku x(0) = 1
nazyvame pocatec¢ni podminkou. Formulace Uloh s pocate¢ni podminkou je v
ekonomii velmi Casta. Napfiklad uvazujme model ekonomického rlstu s
diferencialni rovnici prvniho fadu pro akumulaci kapitalu. Pocate¢ni zasoba
kapitalu je znama z historickych dat, coz umozni najit jednoznacéné feseni
rovnice. Ma-li kazda pocate¢ni tloha jediné feSeni, neprochazi bodem (1, xo)
zadna dalsi kfivka a integralni kfivky se nikde neprotinaji.



Smérové pole diferencialni rovnice prvniho fadu

Protoze derivace funkce v bodé udava smérnici teCny ke grafu funkce v tomto
bodé, Ize rovnici x = F(t, x) chapat jako predpis, ktery kazdému bodu v
roviné pfifadi smérnici te€ny k integralni kfivce, ktera timto bodem prochazi.
Sestrojime-li v dostate¢ném poctu (napfiklad na pravidelné siti) bodu (i, x)
vektory (1, F(t,x)) , obdrzime smérové pole diferencialni rovnice, j. systém
Ilnearnlch elementu ktere jsou tecne k integralnim kfivkam.
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Otazky souvisegjici s diferencialnimi rovnicemi

@ Od pocatku systematického zkoumani problematiky diferencialnich
rovnic, které zapoc€ali Newton a Leibnitz v 17. stoleti, se matematikové
snazi o explicitni vyjadieni feSeni urcitych typl rovnic

@ S rozvojem vypocetni techniky se vyviji fada uziteCnych numerickych
postupl pro priblizné feseni uloh, u nichZz exaktni feSeni neni znamo

@ Casto neni ani nutné explicitni vyjadreni a pro praktické pouziti stagi
popis dulezitych viastnosti fe$eni (existence, jednoznaénost, citlivost,
stabilita, atd.)



Rovnice se separovanymi proménnymi

Definice : V pfipadg, Ze pravou stranu diferencialni rovnice Ize zapsat jako
soucin funkce proménné x a funkce proménné t, tedy ve tvaru

x = f(t) - g(x), nazveme rovnici diferencialni rovnici se separovanymi
proménnymi.
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Rovnice se separovanymi proménnymi

Definice : V pfipadg, Ze pravou stranu diferencialni rovnice Ize zapsat jako
soucin funkce proménné x a funkce proménné t, tedy ve tvaru

x = f(t) - g(x), nazveme rovnici diferencialni rovnici se separovanymi
proménnymi.

Priklad : Rozhodnéte, zda se jedna o rovnice se separovanymi proménnymi
Q@ x=xt+2t—-x-2

Q x=1*+x
Q x=2x
Reseni:

@ ANO, x = (x +2)(t— 1)
@ NE, nelze zapsat v pozadovaném tvaru
Q ANO, x =2x -1

Poznamka : Ma-li funkce g(x) kofen a, pak je automaticky konstantni funkce
x(t) = atesenim diferencidlni rovnice x = f(t) - g(x).



Postup rfeSeni rovnic se separovanymi promennymi

@ Zapiseme rovnici ve tvaru & = f(t) - g(x)

@ Separujeme proménné: % = f(t) dt

s = J 1t

© Pokud je to mozné, po zintegrovani vyjadiime z rovnice neznamou funkci
x(1).

@ Do mnoziny v§ech feseni musime zahrnout téz pfipadnou konstantni
funkci x(t) = a, je-li a nulovy bod funkce g(x).

© Zintegrujeme obé strany:
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funkci x(t) = a, je-li a nulovy bod funkce g(x).
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ktera prochazi bodem (¢, x) = (1,-1).



Postup rfeSeni rovnic se separovanymi promennymi

@ Zapiseme rovnici ve tvaru & = f(t) - g(x)

@ Separujeme proménné: % = f(t) dt

@ Zintegrujeme obé strany: [ & 900 = = [f(t) dt

© Pokud je to mozné, po zintegrovani vyjadiime z rovnice neznamou funkci
x(1).

@ Do mnoziny v§ech feseni musime zahrnout téz pfipadnou konstantni
funkci x(t) = a, je-li a nulovy bod funkce g(x).

Priklad : VyreSete diferencialni rovnici d" = —2tx? a najdéte integralni k¥ivku,
ktera prochazi bodem (¢, x) = (1,-1).

Reseni: Nejprve si povéimnéme, Ze tloha ma trivialni feseni x(t) = 0. Toto
feSeni vSak neprochazi bodem (1, —1), takZe déle postupujeme dle
uvedeného navodu.



Rovnice se separovanymi proménnymi - pokracovani

prikladu

Pti feSeni rovnice dX = —2tx? postupujeme v nasleduijicich krocich:
@ Separuj: —% =2t dt

9 = [2tdt

@ Vyjadri: 1 = 2 + C, odkud dostaneme x =

@ Integruj: —

A
2+C



Rovnice se separovanymi proménnymi - pokracovani

prikladu

Pti feSeni rovnice dX = —2tx? postupujeme v nasleduijicich krocich:

@ Separuj: —% =2t dt

x2 -
o Integruj: — [ % = [2tat

@ VyjadFi: 1 = 2 + C, odkud dostaneme x =
X r+C

[eNeNal
[
NP O

Na obrazku je znézorneno nékolik integralnich kfivek, bodem (1, —1) prochazi
kfivka spliujici —1 = 12+cv tedy kfivka pro C = —2.



Rovnice se separovanymi proménnymi - pfiklad
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Priklad : VyfeSete diferencialni rovnici % =

Reseni: Nejprve si povéimnéme, e tloha nema z4dné trivialni fesent,
a(x) = Xe‘ﬁnemé zadné nulové body. Postupujeme dle navodu:

@ Separuj: (x® +1) dx = 3 dt

@ Integruj: [(x® +1) dx = [ 3 dt

° VyjédFi:X;—kx:%—i—C



Rovnice se separovanymi proménnymi - pfiklad

xS+t

Priklad : Vyfesete diferencialni rovnici d" £

Reseni: Nejprve si povS§imnéme, Ze Uloha nema zadné trivialni feseni,
a(x) = X6+1 nema zadné nulové body. Postupujeme dle navodu:

@ Separuj: (x® +1) dx = 3 dt

@ Integruj: [(x® +1) dx = [® dt

o Vyjadfi: & +x=4 +C
V této Uloze se nam nepodaflo nalézt explicitni vyjadreni funkce x, avSak

alespon jsme nalezli pro tuto funkci rovnici, ve které se nevyskytuje jeji
derivace.



Rovnice se separovanymi proménnymi - aplikace

Uvedeny postup mizeme aplikovat v Glohach o slozeném Urokovani ve
spojitém Case : Oznaéme w = w(t) > 0 hodnotu na investi¢nim Gc¢tu v Case {,
kde Urokova mira spojitého droceni je rovna r = r(t). Potom hodnotu w
uréime pomoci feSeni diferencialni rovnice w = r(t) - w , coz je rovnice se
separovanymi proménnymi. Oddélenim proménnych a integrovanim ziskame
[ 2 = [r(t) dt. Odtud Inw = R(t) + Cy, kde R(t) = [ r(t) dt. Reeni

mlzeme vyjadfit ve tvaru w = ef(0+C — Cef)  pfi oznadeni C = eC'.



Rovnice se separovanymi proménnymi - aplikace

Uvedeny postup mizeme aplikovat v Glohach o slozeném Urokovani ve
spojitém Case : Oznaéme w = w(t) > 0 hodnotu na investi¢nim Gc¢tu v Case {,
kde Urokova mira spojitého droceni je rovna r = r(t). Potom hodnotu w

uréime pomoci feseni diferencialni rovnice w = r(t) - w , coz je rovnice se
separovanymi promeénnymi. Oddélenim proménnych a integrovanim ziskame
[ 2 = [r(t) dt. Odtud Inw = R(t) + Cy, kde R(t) = [ r(t) dt. Reeni

mlzeme vyjadfit ve tvaru w = ef(0+C — Cef)  pfi oznadeni C = eC'.

Konkrétni feSeni pro pocatecni hodnotu w(0) je dano podminkou

w(0) = CeP® odkud vyjadiime C = w(0)e A© . Uloha s potate&ni
podminkou ma tedy jednoznaéné feseni w(t) = w(0)e0—F©) coz mize byt
162 zapsano jako w(t) = w(0)els () o,



Linearni diferencialni rovnice prvniho radu

Definice : Linearni diferencialni rovnici prvniho fadu nazveme rovnici tvaru
X+ a(t)x = b(t), kde a(t), b(t) jsou spojité funkce proménné t definované
na jistém intervalu a x(t) neznama funkce.
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Definice : Linearni diferencialni rovnici prvniho fadu nazveme rovnici tvaru
X+ a(t)x = b(t), kde a(t), b(t) jsou spojité funkce proménné t definované
na jistém intervalu a x(t) neznama funkce.

Priklad : Rovnice x + x = t je evidentné uvedeného typu. U rovnice
(1 4+ 1)x + e'x = tint uz to tak zfejmé neni, ale po vydéleni obou stran
vyrazem t? + 1 jiz dostaneme poZadovany tvar x +

x — int
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Linearni diferencialni rovnice prvniho radu

Definice : Linearni diferencialni rovnici prvniho fadu nazveme rovnici tvaru
X+ a(t)x = b(t), kde a(t), b(t) jsou spojité funkce proménné t definované
na jistém intervalu a x(t) neznama funkce.

Priklad : Rovnice x + x = t je evidentné uvedeného typu. U rovnice

(1 4+ 1)x + e'x = tint uz to tak zfejmé neni, ale po vydélenl’ obou stran
vyrazem t? + 1 jiz dostaneme poZadovany tvar x + =X = (té'j‘rﬂ).
Nejjednodusim pfipadem linearni rovnice 1. fadu je rovnice x + ax = b, kde

a, b jsou konstanty, pficemz a # 0. Tuto rovnici Ize vyfeSit pomoci umélého
kroku, vynasobeni obou stran rovnice vyrazem e?. Potom dostaneme

xe? + axe® = be?, kde leva strana odpovida derivaci soucinu x - €. Po
zintegrovani tedy mame x - e = [ beat = 2e# + C. Vydélime-li vztah

vyrazem e?, dostaneme fedeni x = g + Ce™ a‘.

Poznamka : Pro C = 0 dostaneme konstantni feSeni x = g, které nazyvame
rovnovaznym stavem rovnice. V pfipadé a > 0 konverguje kazdé feSeni pro
t — oo k rovnovaznému stavu, fikame, Ze je rovnice stabilni.



Linearni diferencialni rovnice prvniho radu

Priklad : Najdéte obecné feseni rovnice x + 2x = 8, a rozhodnéte, zda je
stabilni.



Linearni diferencialni rovnice prvniho radu
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Reseni: Dosadime do odvozeného vztahu x = g + Ce~2 hodnoty

a=2, b= 8. Dostaneme x = § + Ce2!. Rovnovazny stav je x = 4 a rovnice
je stabilni, protoze a=2 > 0. Tedy x — 4 pro t — oo.
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Reseni: Dosadime do odvozeného vztahu x = g + Ce~2 hodnoty

a=2, b= 8. Dostaneme x = § + Ce2!. Rovnovazny stav je x = 4 a rovnice
je stabilni, protoze a=2 > 0. Tedy x — 4 pro t — oo.

Popsany postup miZze byt aplikovan i na rovnice s variabilni pravou stranou:
X + ax = b(t). Pomoci umélé Upravy opét dostaneme Z(x - €2) = b(t)e,
po zintegrovani tedy x - e¥ = [ b(t)e? dt + C, odkud

x = e @ [ b(t)e? dt + Ce 4.



Linearni diferencialni rovnice prvniho radu

Priklad : Najdéte obecné feseni rovnice x + 2x = 8, a rozhodnéte, zda je
stabilni.
Reseni: Dosadime do odvozeného vztahu x = g + Ce~2 hodnoty

a=2, b= 8. Dostaneme x = § + Ce2!. Rovnovazny stav je x = 4 a rovnice
je stabilni, protoze a=2 > 0. Tedy x — 4 pro t — oo.

Popsany postup miZze byt aplikovan i na rovnice s variabilni pravou stranou:
X + ax = b(t). Pomoci umélé Upravy opét dostaneme Z(x - €2) = b(t)e,
po zintegrovani tedy x - e¥ = [ b(t)e? dt + C, odkud

x = e @ [ b(t)e? dt + Ce 4.

Pro obecny pripad, kdy jsou oba koeficienty a, b nekonstantni uvedeme
feSeni jiz bez postupu odvozeni.

Véta : Rovnice x + a(t)x = b(t), ma obecné feseni tvaru

x =@ Jad ([ p(t)el a0 % ot + C).



Homogenni linearni diferencialni rovnice prvniho radu

Poznamka : V pfipadé rovnice s nulovou pravou stranou x + a(t)x = 0
nazyvame rovnici homogenni. Vzorec pro feSeni pak nabyva zjednodusené

podoby x = e~ Ja(t) dt <f0 cefa® ot gy 4 C) = Ce~Jah) dt K tegeni

bychom se mohli dostat téZ pomoci separace proménnych, viz nasledujici
priklad.
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Poznamka : V pfipadé rovnice s nulovou pravou stranou x + a(t)x = 0
nazyvame rovnici homogenni. Vzorec pro feSeni pak nabyva zjednodusené

podoby x = e~ Ja(t) dt <f0 cefa® ot gy 4 C) = Ce~Jah) dt K tegeni
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Pfiklad : Vyfeste diferencialni rovnici x 4 3t2x = 0.



Homogenni linearni diferencialni rovnice prvniho radu

Poznamka : V pfipadé rovnice s nulovou pravou stranou x + a(t)x = 0
nazyvame rovnici homogenni. Vzorec pro feSeni pak nabyva zjednodusené
podoby x = e~ Ja(t) dt <f0 cefa® ot gy 4 C) = Ce~Jah) dt K tegeni
bychom se mohli dostat téZ pomoci separace proménnych, viz nasledujici
priklad.

Priklad : Vyreste diferencialni rovnici x + 3t2x =0.
Reseni: Separaci proménnych obdr2|me = 312, odtud Inx = -3+ ¢

Tedy obecné fedeni je x(t) = Ce~".



Linearni diferencialni rovnice prvniho radu - priklad

Priklad : Najdéte obecné feSeni rovnice x + 2tx = 4t a naleznéte integralni
kfivku jdouci bodem (t, x) = (0, —2).



Linearni diferencialni rovnice prvniho radu - priklad

Priklad : Najdéte obecné feSeni rovnice x + 2tx = 4t a naleznéte integralni
kfivku jdouci bodem (t, x) = (0, —2).

Reseni: Dosadime do vzorce x = e~/ a() o (f b(t)e/ &) ot gt 4 C) funkce
a(t) = 2t a b(t) = 4t. Potom [ a(t) dt = [ 2t dt = t?. Dosazenim tedy
ziskame x = e~ (f 4te” dt + C) —Ce ' +e2ef =Ce " +2.



Linearni diferencialni rovnice prvniho radu - priklad

Priklad : Najdéte obecné feSeni rovnice x + 2tx = 4t a naleznéte integralni
kfivku jdouci bodem (t, x) = (0, —2).

Reseni: Dosadime do vzorce x = e~/ a() o (f b(t)e/ &) ot gt 4 C) funkce
a(t) = 2t a b(t) = 4t. Potom [ a(t) dt = [ 2t dt = t?. Dosazenim tedy
ziskame x = e~ (f 4te” dt + C) —Ce ' +e2ef =Ce " +2.

Na obrazku je znazornéno nékolik integralnich kfivek, po¢atecni podmince

(t,x) = (0, —2) vyhovuije ta, jejiz konstanta spliiuje —2 = Ce ™ 42, tj. pro
C=-4
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Exaktni diferencialni rovnice

Jiz dfive jsme se setkali s pojmem diferencial prvniho fadu pro funkci dvou
proménnych, zapi§me jej pro funkci F(t, x): dF = OFg;X) at + 8’:3(;”() ax.

Nyni budeme hledat odpovéd’ na otazku, zda a jak Ize z tohoto vyjadreni prejit
zpét k funkei F(t, x).




Exaktni diferencialni rovnice

Jiz dfive jsme se setkali s pojmem diferencial prvniho fadu pro funkci dvou
proménnych, zapi§me jej pro funkci F(t, x): dF = OFg;X) at + BFB(;’X) ax.

Nyni budeme hledat odpovéd’ na otazku, zda a jak Ize z tohoto vyjadreni prejit
zpét k funkei F(t, x).

Definice : Diferencialni rovnice P(t, x)dt + Q(t,x)dx =0 se nazyva
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oznacované jako kmenova funkce.
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exaktni, je-li vyraz na levé strané totalnim diferenciélem jisté funkce F(t, x)
oznacované jako kmenova funkce.

Priklad : Diferencialni rovnice x + tx = 0 neboli xdt + tdx = 0 je exaktni,
protoZe vyhovuje definiéni podmince pro F(¢, x) = x - t.

Véta : Jsou-li funkce P(t, x), Q(t, x) diferencovatelné na oblasti Q, pak je
rovnice P(t, x)dt + Q(t, x)dx = 0 exaktni pravé tehdy, kdyZ na oblasti Q2 plati
% = %. Je-li F(¢, x) kmenovou funkcei pfislusného totalniho

diferencialu, ma obecné feseni exaktni rovnice tvar F(t, x) = C.



Exaktni diferencialni rovnice

Jiz dfive jsme se setkali s pojmem diferencial prvniho fadu pro funkci dvou
proménnych, zapi§me jej pro funkci F(t, x): dF = BFZS,?X) at + 3’:3(;”() ax.

Nyni budeme hledat odpovéd’ na otazku, zda a jak Ize z tohoto vyjadreni prejit
zpét k funkei F(t, x).

Definice : Diferencialni rovnice P(t, x)dt + Q(t,x)dx =0 se nazyva
exaktni, je-li vyraz na levé strané totalnim diferenciélem jisté funkce F(t, x)
oznacované jako kmenova funkce.

Priklad : Diferencialni rovnice x + tx = 0 neboli xdt + tdx = 0 je exaktni,
protoZe vyhovuje definiéni podmince pro F(¢, x) = x - t.

Véta : Jsou-li funkce P(t, x), Q(t, x) diferencovatelné na oblasti Q, pak je
rovnice P(t, x)dt + Q(t, x)dx = 0 exaktni pravé tehdy, kdyZ na oblasti Q2 plati
% = %. Je-li F(¢, x) kmenovou funkcei pfislusného totalniho

diferencialu, ma obecné feseni exaktni rovnice tvar F(t, x) = C.

Poznamka : Tvrzeni vyplyva z Schwarzovy véty o zaménitelnosti smiSenych
derivaci.



Postup reSeni exaktni diferencialni rovnice

Z predchozi véty je zfejmé, Ze k vyfeSeni exaktni rovnice potfebujeme nalézt
kmenovou funkci totalniho diferencialu. Vyjdeme-li pfitom z rovnosti

OFLY) — P(t, x), mizeme kmenovou funkci urgit integraci:

F(t,x) = [ P(t,x)dt + K(x) = U(t, x) + K(x). Ve vysledku je U(t, x)

primitivni funkce a K(x) integraéni ,konstanta”, kterd mize ovéem zaviset na
druhé proménné.
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Poznamka : Popsany postup je mozno provést také se zaméneénym poradim

proménnych, tj. zacit integraci F(t,x) = [ Q(t,x)dx + L(x) = V(t,x) + L(x) a
pokracovat ur€enim funkce L(x).
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Z predchozi véty je zfejmé, Ze k vyfeSeni exaktni rovnice potfebujeme nalézt
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F(t,x) = [ P(t,x)dt + K(x) = U(t, x) + K(x). Ve vysledku je U(t, x)

primitivni funkce a K(x) integraéni ,konstanta”, kterd mize ovéem zaviset na
druhé promenné.Tuto veliCinu ur¢ime z podminky
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pokracovat ur€enim funkce L(x).
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Postup reSeni exaktni diferencialni rovnice

Z predchozi véty je zfejmé, Ze k vyfeSeni exaktni rovnice potfebujeme nalézt
kmenovou funkci totalniho diferencialu. Vyjdeme-li pfitom z rovnosti

% = P(t, x), mizeme kmenovou funkci urcit integraci:

F(t,x) = [ P(t,x)dt + K(x) = U(t, x) + K(x). Ve vysledku je U(t, x)
primitivni funkce a K(x) integraéni ,konstanta”, kterd mize ovéem zaviset na
druhé proménné.Tuto veliCinu ur¢ime z podminky
OF(t) _ 2ULtn) 4 oK) _ (t x),tedy

K(x) = f(O(t, x) = 25 dx
Poznamka : Popsany postup je mozno provést také se zaméneénym poradim

proménnych, tj. zacit integraci F(t,x) = [ Q(t,x)dx + L(x) = V(t,x) + L(x) a
pokracovat ur€enim funkce L(x).

Priklad : Je dana diferencialni rovnice tdt + xdx = 0. Ovéfte, Ze jde o exaktni
diferenciélni rovnici a aplikujte na ni popsany postup feseni.

Reseni: Zkontrolujeme podminku 276X — 29X (qygteni exaktnosti je
nutné u kazdeé rovnlce o ktere domnlvame Ze je exaktni). Podminka je

splnéna, v rovnici ax = at jsou pravd i leva strana nulové.




Exaktni diferencialni rovnice - priklad

Po ovéfeni exaktnosti rovnice tdt + xdx = 0 pokraCujeme v feSeni dle navodu.
Spodteme F(t,x) = [ P(t,x)dt + K(x) = [ tdt + K(x) = & + K(x).



Exaktni diferencialni rovnice - priklad

Po ovéfeni exaktnosti rovnice tdt + xdx = 0 pokraCujeme v feSeni dle navodu.
Spodteme F(t,x) = [ P(t,x)dt + K(x) = [ tdt + K(x) = & + K(x).
Déle ur¢ime K(x) z podmmky

K(x) = [(Q(t, x) — 29Xy gx = [(x — a'/Q)dxffxdx—— C.




Exaktni diferencialni rovnice - priklad

Po ovéfeni exaktnosti rovnice tdt + xdx = 0 pokraCujeme v feSeni dle navodu.
Spodteme F(t,x) = [ P(t,x)dt + K(x) = [ tdt + K(x) = & + K(x).
Déle ur¢ime K(x) z podmmky

K(x) = [(Q(t, x) — 24t = J(x - 9L/2) gy = [ xdx = % + C.
Celkem tedy méme F(t, x) =L S 4 X % = C. Vybrané integralni kfivky mizeme

znazornit:
7 j |




Autonomni diferencialni rovnice

Mnoho ekonomickych procest miiZze byt popsano diferencialni rovnici tvaru
x = F(x). Jde tedy o specialni ptipad diferencialni rovnice 1. fadu, kde
prava strana nezavisi na t. Takové rovnice nazyvame autonomni.
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jsou autonomni.
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rovnovazny stav. V fadé ekonomickych aplikaci je dobré také védét, zda je
tato rovnovaha stabilni, coz ¢asto mizeme rozhodnout i bez znalosti
explicitniho feseni.



Autonomni diferencialni rovnice

Mnoho ekonomickych procest muze byt popsano diferencialni rovnici tvaru
x = F(x). Jde tedy o specialni ptipad diferencialni rovnice 1. fadu, kde
prava strana nezavisi na t. Takové rovnice nazyvame autonomni.
Priklad : Rovnice

@ x=(x+1)(x+2)(x—3)(x—6),

@ x=x>-5x+6
jsou autonomni.

vvvvvv

rovnovazny stav. V fadé ekonomickych aplikaci je dobré také védét, zda je
tato rovnovaha stabilni, coz ¢asto mizeme rozhodnout i bez znalosti
explicitniho feseni.

Definice : Obecné fekneme, Ze bod a reprezentuje rovnovazny stav
autonomni rovnice, je-li F(a) = 0. V tomto pfipadé je pak konstantni funkce
x(t) = a feSenim rovnice. Je-li x(ty) = a pro néjaké t, = x(t) = apro
vSechna t.



Autonomni diferencialni rovnice

K vySetreni vlastnosti feSeni autonomni rovnice je vhodné znazornit si graf
funkce y = F(x) v roviné xy. Body na znazornéné kfivce pak odpovidaji
dvojicim (x(t), x(t)) pro néjaké t € R.
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funkce y = F(x) v roviné xy. Body na znazornéné kfivce pak odpovidaji
dvojicim (x(t), x(t)) pro néjaké t € R.

Co o téchto bodech muzeme Fict? LezZi-li nad vodorovnou osou, pak je
F(x(t)) > 0, tedy x(t) > 0, coz znamena, Ze x je rostouci funkci t (to
odpovida pohybu po kfivce zleva doprava).
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odpovida pohybu po kfivce zleva doprava). Naopak body pod vodorovnou
osou odpovidaji zaporné derivaci x(t) < 0, takZe se s rostoucim ¢ pohybuiji
zprava doleva. Na obrazku situaci demonstruji Sipky na kfivce.



Autonomni diferencialni rovnice

K vySetreni vlastnosti feSeni autonomni rovnice je vhodné znazornit si graf
funkce y = F(x) v roviné xy. Body na znazornéné kfivce pak odpovidaji
dvojicim (x(t), x(t)) pro néjaké t € R.

Co o téchto bodech muzeme Fict? LezZi-li nad vodorovnou osou, pak je
F(x(t)) > 0, tedy x(t) > 0, coz znamena, Ze x je rostouci funkci t (to
odpovida pohybu po kfivce zleva doprava). Naopak body pod vodorovnou
osou odpovidaji zaporné derivaci x(t) < 0, takZe se s rostoucim ¢ pohybuiji
zprava doleva. Na obrazku situaci demonstruji Sipky na kfivce.
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Autonomni diferencialni rovnice

Bod a z pfedchoziho ptikladu byl rovnovaznym bodem, ktery je globalné
asymptoticky stabilni, protozZe je-li x(t) feSenim Glohy x = F(x) splhujicim
x(ty) = xo, pak x(t) bude konvergovat k a pro libovolné (f, xo).



Autonomni diferencialni rovnice

Bod a z pfedchoziho ptikladu byl rovnovaznym bodem, ktery je globalné
asymptoticky stabilni, protozZe je-li x(t) feSenim Glohy x = F(x) splhujicim
x(ty) = xo, pak x(t) bude konvergovat k a pro libovolné (f, xo).

Oproti tomu na nasledujicim obrazku vidime dva rovnovazné stavy a;, ao.
Mezi témito body je podstatny rozdil. Nastartujeme-li feSeni v bodé blizkém
aq, pak x(t) se bude s rostoucim ¢ blizit k bodu ay, ale pfi nastartovani v okoli
ap se feeni od tohoto bodu bude vzdalovat. Rekneme, Ze a je lokalné
asypmtoticky stabilni, kdezto a, je nestabilni.




Autonomni diferencialni rovnice

Véta : Uvazujme autonomni rovnici x = F(x) a bod a. Je-i
@ F(a)=0aF'(a)<0 = aje lokalné asymptoticky stabilni rovnovazny
bod rovnice
@ F(a)=0aF'(a) >0 = aje nestabilni rovnovazny bod rovnice



Autonomni diferencialni rovnice

Véta : Uvazujme autonomni rovnici x = F(x) a bod a. Je-i
@ F(a)=0aF'(a)<0 = aje lokalné asymptoticky stabilni rovnovazny
bod rovnice
@ F(a)=0aF'(a) >0 = aje nestabilni rovnovazny bod rovnice

Poznamka : VSimnéme si, Ze véta nic nefika o pfipadu F(a) =0a F'(a) = 0.
Pak o typu bodu nelze timto zplsobem rozhodnout.

Priklad : Rovnice x + ax = b, (a # 0) je specialnim pfipadem autonomni
rovnice pro F(x) = b — ax. Ma jediny rovnovazny bod, a to x = g , pricemz
F'(x) = —a. Tedy podle uvedené véty je rovnovazny bod lokalné asymptoticky
stabilni pro a > 0 a nestabilni pro a < 0.



Mechanizmus pfizpusobeni ceny |

Priklad : Oznaéme D(P)=a— bP a S(P) =« + B8P poptavku a nabidku
po urcitém produktu pfi cené P (a, b, «, 3 jsou kladné konstanty). Uvazujme
P jako funkci ¢asu, pficemz jeji derivace je pfimo Umérna previsu poptavky, tj.
P = \[D(P) — S(P)] pro kladnou konstantu .
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Priklad : Oznaéme D(P)=a— bP a S(P) =« + B8P poptavku a nabidku
po urcitém produktu pfi cené P (a, b, «, 3 jsou kladné konstanty). Uvazujme
P jako funkci ¢asu, pficemz jeji derivace je pfimo Umérna previsu poptavky, tj.
P = \[D(P) — S(P)] pro kladnou konstantu .

Dosazenim predpist pro D(P) a S(P) dostaneme diferencialni rovnici
P =\a—-bP—a«a—pjP].

Regenim této autonomni rovnice je jak vime

P = Ce bth) 4 in 8



Mechanizmus pfizpusobeni ceny |

Priklad : Oznaéme D(P)=a— bP a S(P) =« + B8P poptavku a nabidku
po urcitém produktu pfi cené P (a, b, «, 3 jsou kladné konstanty). Uvazujme
P jako funkci ¢asu, pficemz jeji derivace je pfimo Umérna previsu poptavky, tj.
P = \[D(P) — S(P)] pro kladnou konstantu .

Dosazenim predpist pro D(P) a S(P) dostaneme diferencialni rovnici

P =\a-bP —a- BP].

ResSenim této autonomni rovnice je jak vime

P = Ce 1P + Z-e

Protoze dle pfedpokladl je vyraz A\(b + 3) kladny, je rovnice stabilni a feSeni
konverguje s rostoucim ¢asem k rovnovazné cené P¢ = pro kterou

S(P?) = D(P®).

= b+3’



Mechanizmus pfizpusobeni ceny |l

Priklad : Uvazujme zobecnéni problému. Stejné jako v predchozim piikladu
predpokladejme, Ze cena se méni podle previsu poptavky, ale ne nutné
linearn&, tj. P = F(P) = H(D(P) — S(P)) , kde H je rostouci funkce spliiujici
podminku H(0) = 0, (tj. H" > 0).



Mechanizmus pfizpusobeni ceny |l

Priklad : Uvazujme zobecnéni problému. Stejné jako v predchozim piikladu
predpokladejme, Ze cena se méni podle previsu poptavky, ale ne nutné
linearng, tj. P = F(P) = H(D(P) — S(P)) , kde H je rostouci funkce splfiujici
podminku H(0) = 0, (tj. H" > 0). _

P¥i previsu poptavky je D(P) — S(P) > 0, takze P > 0 a cena tedy stoupa.
Naopak cena klesa pti D(P) — S(P) < 0. Ozname P¢ rovnovaznou cenu, pfi
které P = F(P®) = 0. Podle tvrzeni o rovnovaze autonomni rovnice je tato

rovnovaha stabilni pfi F’(P¢) < 0 . Tato podminka je vétSinou spinéna, nebot
F'(P®) = H'(D(P®) — S(P°®)) - (D'(P?) — S'(P*?)), kde prvni soucinitel je dle
predpokladu o monoténnosti H kladny a druhy vyraz naopak zaporny (u
béznych produktl je D' <0a S > 0, takze D' — &' < 0).



Systémy diferencialnich rovnic

Doposud jsme v diferencialnich rovnicich uvazovali jen jednu neznamou
funkci. Rada dynamickych ekonomickych modelti zejména z oblasti
makroekonomie v8ak zahrnuje vice neznamych funkci, které spolec¢né splhuji
nékolik rovnic. Uvazujme pfipad dvou stavovych veli€in x(t), y(t), které
charakterizuji ekonomicky systém v Case t.

Definice : Soustavou diferencialnich rovnic rozumime systém

X =f(t,x,y),

y=9(tx.y).
(pfedpokladejme dale, Ze vSechny funkee f, g, f, f, gy, g, jsou spojité)



Systémy diferencialnich rovnic

Doposud jsme v diferencialnich rovnicich uvazovali jen jednu neznamou
funkci. Rada dynamickych ekonomickych modelti zejména z oblasti
makroekonomie v8ak zahrnuje vice neznamych funkci, které spolec¢né splhuji
nékolik rovnic. Uvazujme pfipad dvou stavovych veli€in x(t), y(t), které
charakterizuji ekonomicky systém v Case t.

Definice : Soustavou diferencialnich rovnic rozumime systém

x=f(t,x,y),

y=9(tx.y).
(predpokladejme dale, ze vSechny funkce f, g, f,, f,, g, g, jsou spojité)
x> 1y x> Jy

Regenim systému diferencialnich rovnic rozumime dvojici funkci (x(t), y(t)) ,
které jsou definovany na néjakém intervalu | a vyhovuji obéma rovnicim.
Casto je stav systému znam v néjakém okamziku t, € / a budouci vyvoj
systému mUiZe byt pak jednoznaéné charakterizovan soustavou rovnic a
pocatecni podminkou x(fh) = X0, y(t) = yo- Obecné feSeni zpravidla zavisi
na dvou volitelnych konstantach A, B, takze feSeni Ize zapsat jako

x = p1(t, A, B), y = ¢o(t, A, B); diky poCate¢ni podmince umime tyto
konstanty jednoznacné urcit.



Rekurzivni systémy diferencialnich rovnic

Obvykle zména veliCin x, y nezavisi jen na Case a veliCiné samotné, ale také
na druhé veli¢iné (tedy je mezi nimi interakce). Chovani systémi tohoto typu
pak muze byt velmi komplikované, neni popsan zadny univerzalni postup
jejich feseni. V uréitych ptipadech v§ak postup feseni umime popsat,
napriklad pro tzv. rekurzivni systémy charakterizované soustavou

).( = f(ta Xa y)a

y=9(y).



Rekurzivni systémy diferencialnich rovnic

Obvykle zména veliCin x, y nezavisi jen na Case a veliCiné samotné, ale také
na druhé veli¢iné (tedy je mezi nimi interakce). Chovani systémi tohoto typu
pak muze byt velmi komplikované, neni popsan zadny univerzalni postup
jejich feseni. V uréitych ptipadech v§ak postup feseni umime popsat,
napriklad pro tzv. rekurzivni systémy charakterizované soustavou

).( = f(t7 X? y)?

y=g(ty).

P¥i feSeni postupujeme podle nasledujicich kroku:

@ Vyresime obycejnou diferencialni rovnici prvniho fadu y = g(t, y),
ziskdme tak y(t)

@ Dosadime toto feseni do rovnice x = f(t, x, y), ziskdme tak novou
obycejnou diferencidlni rovnici prvniho f&du, z niz uréime x(t).



Rekurzivni systémy diferencialnich rovnic

Obvykle zména veliCin x, y nezavisi jen na Case a veliCiné samotné, ale také
na druhé veli¢iné (tedy je mezi nimi interakce). Chovani systémi tohoto typu
pak muze byt velmi komplikované, neni popsan zadny univerzalni postup
jejich feseni. V urcitych pfipadech vSak postup feSeni umime popsat,
napriklad pro tzv. rekurzivni systémy charakterizované soustavou
).( = f(t7 X? y)?
y=9(ty).
P¥i feSeni postupujeme podle nasledujicich kroku:
@ Vyresime obycejnou diferencialni rovnici prvniho fadu y = g(t, y),
ziskdme tak y(t)
@ Dosadime toto feseni do rovnice x = f(t, x, y), ziskdme tak novou
obycejnou diferencidlni rovnici prvniho f&du, z niz uréime x(t).
Priklad : PouZijte popsany postup k feSeni soustavy x = txy, y = 2ty



Rekurzivni systémy diferencialnich rovnic

Obvykle zména veliCin x, y nezavisi jen na Case a veliCiné samotné, ale také
na druhé veli¢iné (tedy je mezi nimi interakce). Chovani systémi tohoto typu
pak muze byt velmi komplikované, neni popsan zadny univerzalni postup
jejich feseni. V urcitych pfipadech vSak postup feSeni umime popsat,
napriklad pro tzv. rekurzivni systémy charakterizované soustavou
).( = f(t7 X’ y)?
y=9(ty).
P¥i feSeni postupujeme podle nasledujicich kroku:
@ Vyresime obycejnou diferencialni rovnici prvniho fadu y = g(t, y),
ziskdme tak y(t)
@ Dosadime toto feseni do rovnice x = f(t, x, y), ziskdme tak novou
obycejnou diferencidlni rovnici prvniho f&du, z niz uréime x(t).
Priklad : PouZijte popsany postup k feSeni soustavy x = txy, y = 2ty

& v , . , v S v , . 2
Reseni: Nejprve separaci proménnych uréime z druhé rovnice y = Bet .

, , . . 2 v ,
Potom dosadime do prvni rovnice, kde dostaneme x = Bxte! . Opét separaci

2
proménnych [ & = [ Bte” dt, tedy x = Ae"F".



Autonomni systémy diferencialnich rovnic

Dalsi specialni pfipad tvofi autonomni systémy, kde funkce f a g nezavisi na
Case t:

x =1H(x,y),

y=9(x.y).

Pfi feSeni Ulohy v okoli bodu, kde x # 0 miZeme systém prevést na dlohu
V=2 “,7(()’(‘}},’)) Tuto tlohu vyfedime nejdfiv, abychom ziskali y = ¢(x), pak
toto vyjadfeni dosadime do rovnice x = f(x, y) a nalezneme x(t) jako feSeni
x = f(x, p(x)). Nakonec vyjadiime y = o(x(1)).




Autonomni systémy diferencialnich rovnic

Dalsi specialni pfipad tvofi autonomni systémy, kde funkce f a g nezavisi na
Case t:
x =1H(x,y),

y=9(x.y).

Pfi feSeni Ulohy v okoli bodu, kde x # 0 miZeme systém prevést na dlohu
V=2 “,7(()’(‘}},’)) Tuto tlohu vyfedime nejdfiv, abychom ziskali y = ¢(x), pak
toto vyjadfeni dosadime do rovnice x = f(x, y) a nalezneme x(t) jako feSeni

x = f(x, p(x)). Nakonec vyjadiime y = o(x(1)).

Priklad : PouZijte popsany postup k feSeni soustavy
X=y,y=y?/x, x>0, y>0
a naleznéte partikularni feSeni s pocate¢ni podminkou x(1) =1, y(1) = 2.



Autonomni systémy diferencialnich rovnic

Dalsi specialni pfipad tvofi autonomni systémy, kde funkce f a g nezavisi na
Case t:
x =1H(x,y),

y=9(x.y).

Pfi feSeni Ulohy v okoli bodu, kde x # 0 miZeme systém prevést na dlohu
V=2 “,7(()’(‘}},’)) Tuto tlohu vyfedime nejdfiv, abychom ziskali y = ¢(x), pak
toto vyjadfeni dosadime do rovnice x = f(x, y) a nalezneme x(t) jako feSeni

x = f(x, p(x)). Nakonec vyjadiime y = o(x(1)).

Priklad : PouZijte popsany postup k feSeni soustavy

X=y,y=y?/x, x>0,y>0

a naleznéte partikularni feSeni s pocate¢ni podminkou x(1) =1, y(1) = 2.
Reseni: Vyjadfime % = ;’—; = Y jejimZ obecnym fe$enim je y = Ax. Potom
x = y = Ax, coz da obecné feSeni x = Be”!. Dosazenim ziskame y = ABe*!.



Autonomni systémy diferencialnich rovnic

Dalsi specialni pfipad tvofi autonomni systémy, kde funkce f a g nezavisi na
Case t:
x =1H(x,y),

y=9(x.y).

Pfi feSeni Ulohy v okoli bodu, kde x # 0 miZeme systém prevést na dlohu
V=2 “,7(()’(‘}},’)) Tuto tlohu vyfedime nejdfiv, abychom ziskali y = ¢(x), pak
toto vyjadfeni dosadime do rovnice x = f(x, y) a nalezneme x(t) jako feSeni

x = f(x, p(x)). Nakonec vyjadiime y = o(x(1)).

Priklad : PouZijte popsany postup k feSeni soustavy

X=y,y=y?/x, x>0,y>0

a naleznéte partikularni feSeni s pocate¢ni podminkou x(1) =1, y(1) = 2.
Reseni: Vyjadfime % = i—; = Y jejimZ obecnym fe$enim je y = Ax. Potom
x = y = Ax, coz da obecné feSeni x = Be”!. Dosazenim ziskame y = ABe*!.
Z potate¢ni podminky mame 1 = Be# a 2 = ABe”, takze vypotteme

A =2, B=e2 Tomu odpovida feSeni x = e*!2, y = 2¢?!2,



Graficka analyza autonomniho systému

diferencialnich rovnic

Regeni autonomniho systému x = f(x, y), y = g(x, y), kde f, g jsou spojité
funkce, mizeme znazornit jako kfivku v roviné xy slozenou z bodl [x(t), y ()]
pro t z néjakého ¢asového intervalu, t € /. Rikdme, Ze zn4zorfiujeme
trajektorii ve fazovém prostoru. Tempo zmény veliin x a y miZzeme vyjadfit
pomoci vektoru (x,y) = (f(x,y), 9(x,y)) . Tento vektor je teny k trajektorii
prochazejici danym bodem (x, y).



Graficka analyza autonomniho systému

diferencialnich rovnic

Regeni autonomniho systému x = f(x, y), y = g(x, y), kde f, g jsou spojité
funkce, mizeme znazornit jako kfivku v roviné xy slozenou z bodl [x(t), y ()]
pro t z néjakého &asového intervalu, t € I. Rikame, Ze znazorfiujeme
trajektorii ve fazovém prostoru. Tempo zmény veliin x a y miZzeme vyjadfit
pomoci vektoru (x,y) = (f(x,y), 9(x,y)) . Tento vektor je teny k trajektorii
prochazejici danym bodem (x, y).Chceme-li vyjadfit dynamiku systému,
muZeme tento vektor znazornit v bodech néjaké pravidelné sité. (obvykle se
délky vektort proporcionalné upravi, aby se neprotinaly). Tato mnozina
vektor( tvofi vektorové pole, na jehoz zaklade Ize konstruovat jednotlivé
trajektorie. Rikame, Ze vytvafime fazovy portrét systému.
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Linearni systémy s konstantnimi koeficienty

Specialnim pfipadem autonomniho systému je linearni systém s konstantnimi
koeficienty

X = ay X + apy + by,
Y = X+ asoy + bo.



Linearni systémy s konstantnimi koeficienty

Specialnim pfipadem autonomniho systému je linearni systém s konstantnimi
koeficienty

X = ay1X + a2y + by,

Y = anX + any + bo.

V pfipadé by, b, = 0 budeme takovy systém nazyvat homogenni. Takovy
systém Ize zapsat maticové jako (x,y)"T = A-(x,y)" a fesit pomoci
vlastnich Cisel a vektorli matice A. Je-li A vlastni ¢islo a v = (v4, 1») T jemu
prislugny vlastni vektor, pak (x,y)" = (vye*, ne*)T je feenim
homogenniho systému s matici A.



Linearni systémy s konstantnimi koeficienty

Specialnim pfipadem autonomniho systému je linearni systém s konstantnimi
koeficienty

X = ay X + apy + by,

Y = @ X+ apy + bo.

V pfipadé by, b, = 0 budeme takovy systém nazyvat homogenni. Takovy
systém Ize zapsat maticové jako (x,y)"T = A-(x,y)" a fesit pomoci
vlastnich Cisel a vektorli matice A. Je-li A vlastni ¢islo a v = (v4, 1») T jemu
prislugny vlastni vektor, pak (x,y)" = (vye*, ne*)T je feenim
homogenniho systému s matici A.

Skute€né, muzeme udélat zkousku a dosadit do systému

(%, 9)" = (AvyerM, A\wneM)T. Po vydéleni pravé i levé strany rovnice vyrazem

e nam zustane jen A(vi, v2) T = A- (w1, v2) T, coz evidentné plati z definice
vlastnich Cisel a vektoru.



Linearni systémy s konstantnimi koeficienty

Specialnim pfipadem autonomniho systému je linearni systém s konstantnimi
koeficienty

X = aj1X + a2y + by,

Y = anX + any + bo.

V pfipadé by, b, = 0 budeme takovy systém nazyvat homogenni. Takovy
systém Ize zapsat maticové jako (x,y)"T = A-(x,y)" a fesit pomoci
vlastnich Cisel a vektorli matice A. Je-li A vlastni ¢islo a v = (v4, 1») T jemu
prislugny vlastni vektor, pak (x,y)" = (vye*, ne*)T je feenim
homogenniho systému s matici A.

Skute€né, muzeme udélat zkousku a dosadit do systému

(%, 9)" = (AvyerM, A\wneM)T. Po vydéleni pravé i levé strany rovnice vyrazem
e nam zustane jen A(vi, v2) T = A- (w1, v2) T, coz evidentné plati z definice
vlastnich Cisel a vektor(.

V pripadé, kdy ma matice A dvé rGzna redlna vlastni Cisla Ay, A2 (s vlastnimi
vektory u, v ) pak vy$e uvedeny vzorec plati pro obé dvé, obecné feseni

systému ma pak tvar (x,y)" = Ke*Mi(uy, u2) " + Ler2!(vq, vo) T



Homogenni linearni systém - priklad

Reste soustavu (x,y)T = A-(x,y)T, kde A= < ? ? >



Homogenni linearni systém - priklad

Reste soustavu (x,y)T = A-(x,y)T, kde A= < ? ? >

Reseni: Charakteristicky polynom matice je

' 02 ‘:Az>\2:(A+1)(>\2).Odtudméme

A = —1, X2 = 2 s odpovidajicimi vektory u = (-2,1)T av = (1,1). Obecné
feSeni linearniho diferencialniho systému je tedy

(x,y)" = Ke7{(-=2,1)T + Le?'(1,1)T.



Nehomogenni linearni systém

UvaZujme nehomogenni systém tvaru
X = a1 X + a2y + by,

Y = @o1X + axy + bo.
kde by, by # 0



Nehomogenni linearni systém

UvaZujme nehomogenni systém tvaru
X = a1 X + a2y + by,

Y = @i X + a2y + bo.

kde by, b, # 0 Tato soustava mliZze byt pfevedena na homogenni zavedenim
novych proménnych. Ukazme si postup na prikladu:

Priklad : Najdéte feSeni systému

X=2y+86,

y=x+y-3.



Nehomogenni linearni systém

UvaZujme nehomogenni systém tvaru
X = a1 X + a2y + by,

Y = @ X + a2y + bo.

kde by, b, # 0 Tato soustava mliZze byt pfevedena na homogenni zavedenim
novych proménnych. Ukazme si postup na prikladu:

Priklad : Najdéte feSeni systému

X=2y+86,

y=x+y-3.

Reseni: Povéimnéme si, Ze rovnovaznym bodem (kde x = y = 0) je bod

(6, —3). Zavedeme proménné z = x — 6, w = y + 3, které vyjadruu odchylku
jednotlivych proménnych od rovnovaznych hodnot. Pak z = x, w = y.
Systém tedy mizeme prepsat jako

z=2(w—-3)+6=2w,

w=(z+6)+(w—-3)-3=z+w.



Nehomogenni linearni systém

UvaZujme nehomogenni systém tvaru
X = ay1X + a2y + by,

Y = @ X + a2y + bo.

kde by, b, # 0 Tato soustava mliZze byt pfevedena na homogenni zavedenim
novych proménnych. Ukazme si postup na prikladu:

Priklad : Najdéte feSeni systému

X=2y+86,

y=x+y-3.

Reseni: Pov§imnéme si, Ze rovnovaznym bodem (kde x = y = 0) je bod

(6, —3). Zavedeme proménné z = x — 6, w = y + 3, které vyjadruu odchylku
jednotlivych proménnych od rovnovaznych hodnot. Pak z = x, w = y.
Systém tedy mizeme prepsat jako

z=2(w—-3)+6=2w,

w=(z+6)+(w—-3)-3=z+w.

Regeni tohoto homogenniho systému zname z predchoziho prikladu,
z=—-2Ke '+ Le? w=Ke !+ Le?. Plivodné nezndmé dopoéitame zpétnou
substituci, x =z+6=—-2Ke '+ Le? +6, y =w -3 =Ke ! + Le? —



Rovnovaha linearniho systému

Podminku x = y = 0 pro rovnovazny bod mizeme zapsat jako
anX +apy+by =0,
a1X + azy + b2 =0.



Rovnovaha linearniho systému

Podminku x = y = 0 pro rovnovazny bod mizeme zapsat jako
ay1X + aipy + by =0,

21X + azy + b2 = 0.

neboli

an X + apy = —by,

X + axny = —be.



Rovnovaha linearniho systému

Podminku x = y = 0 pro rovnovazny bod mizeme zapsat jako
anX +apy+by =0,

X + axpy + b =0.
neboli
ay X + apy = —by,

X + apy = —be.

Pomoci Cramerova pravidla mizeme v pfipadé |A| # 0 feSeni tohoto systému
vyjadfit pfimo jako

X* = 312b2‘;|322b1 Ly = 321b1|;|c’i11b2’



Rovnovaha linearniho systému

Podminku x = y = 0 pro rovnovazny bod mizeme zapsat jako
an X + apy + by =0,

21X + azy + b2 = 0.
neboli
ai X + apy = —by,

X + apy = —be.

Pomoci Cramerova pravidla mizeme v pfipadé |A| # 0 feSeni tohoto systému
vyjadfit pfimo jako

Xt = 312b2‘;|322b1 Ly = 321b1|;|a11b2’

Potom konstantni funkce x(t) = x*, y(t) = y* tvofi feSeni systému (na levé
strané dostaneme derivace konstantni funkce, tj. X = y = 0 a pravé strany
jsou evidentné nulové). Dostane-li se tedy systém do stavu (x*, y*) v néjakém
Case fy, uz zde zlistane pro vSéechna t > t.



Rovnovaha linearniho systému

Rovnovazny bod (x*, y*) nazveme globalné asymptoticky stabilni, jestlize
kazdé feSeni konverguje k rovnovaznému bodu pro t — oc.
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Rovnovaha linearniho systému

Rovnovazny bod (x*, y*) nazveme globalné asymptoticky stabilni, jestlize
kazdé feSeni konverguje k rovnovaznému bodu pro t — oc.

Véta : Systém linearnich rovnic

X = ay X + aipy + by,

Y = @ X+ axy + be.

ma globalné asymptoticky stabilni rovnovazny bod (x*, y*) <

|Al = @182 — @r2a21 > 0A ay + an <0

Poznamka : Vyrazu Tr(A) = a1 + ax < 0 se fiké stopa matice A.

Poznamka : V pfipadé, ze ma matice A realna vlastni Cisla Ay, Ao, je
podminka véty splnéna, jsou-li obé vlastni ¢isla zaporna, Ay, A\ < 0.

Priklad : Jiz dfive jsme zjistili, Ze systém z pfedchoziho pfikladu x = 2y + 6,
y = x + ¥y — 3 ma rovnovazny bod (6, —3). Tento bod vSak neni globalné
asymptoticky stabilni, protoze A, = 2 > 0. Reseni

X=z+6=-2Ke '+ Le?+6, y=w—3=Ke !+ Le* — 3 nekonverguje k
rovnovaznému bodu.



Zaverecné poznamky k diferencialnim rovnicim

Poznamka : Pokud v rovnicich vystupuji i vy$Si derivace, napf.
X = f(x, x,t) , hovotime o diferencialnich rovnicich vyssiho fadu. Jejich
problematika (stejné jako dal$i typy a metody feSeni diferencialnich rovnic)

prekraCuje ramec kurzu. Vzdy je dobré umét alespon rozhodnout o existenci a
jednoznacnosti feseni.
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jeji derivace F;(t, x) spojita v néjaké oteviené mnoziné A, pak pro libovolny
bod (%, xo) € A existuje pravé jedno "lokalni"feSeni rovnice, které prochazi
bodem (1, Xo)-



Zaverecné poznamky k diferencialnim rovnicim

Poznamka : Pokud v rovnicich vystupuiji i vy$Si derivace, napf.
x = f(x, x,t) , hovofime o diferenciélnich rovnicich vy&siho fadu. Jejich
problematika (stejné jako dal$i typy a metody feSeni diferencialnich rovnic)

prekraCuje ramec kurzu. Vzdy je dobré umét alespon rozhodnout o existenci a
jednoznacnosti feseni.

Véta : Je dana diferenciélni rovnice x = F(t, x). Je-li jeji prava strana F(t, x) i
jeji derivace F;(t, x) spojita v néjaké oteviené mnoziné A, pak pro libovolny
bod (%, xo) € A existuje pravé jedno "lokalni"feSeni rovnice, které prochazi
bodem (1, Xo)-

Poznamka : Funkce x(t) je lokalnim feSenim ve smyslu pfedchozi véty,
existuje-li néjaky interval (a, b) okolo bodu ty, takovy Ze pro t € (a, b) je
(t,x(1)) € A anavic je na tomto intervalu spinéna diferencialni rovnice i s
pocatecni podminkou.



