Derivace slozené funkce, pfipad vice proménnych

Mgjme funkci z = F(x, y), kde x = f(t,s), y = g(t, s). Potom z je funkci
proménnych s a t, nebot z = F(f(t, s), g(t, s)). Potfebujeme-li vyjadfit zménu
proménné z v zavislosti na zménach s a t, dostaneme

92 = FL(x,y) % + Fy(x,y) 3% = Fu(x, y)fi(s, 1) + F)(x, ¥)gs(s. 1)
2 = F(x,y)% + F)(x, V)% = Fi(x, y)f/(s.t) + Fy(x,y)gi(s, t)
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Priklad : Vyjadfete parcialni derivace podle s a t pro funkci slozenou z
F(x,y)=x?>+2y?ax=t—-s?ay = st
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Reseni: Vyjadiime

Fu(x,y) =2x, Fj(x,y) =4y, % =-2s, L =1t % =1,% = s, takze
aplikaci pravidla dostaneme

92 —2x - (—2s) + 4y -t = 2(t — $?)(—2s) + 4tst = —4st + 4s° + 4135,
92 —2x - 1+4y-s=2(t— s?) + 4tss = 2t — 25° + 4ts°.
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Zobecnéme pravidlo pro funkci n proménnych z = F(x, ..., Xp), kde
X1 =F(t, .. tm)o o Xn = Fm(tr, ... )
0z __ 0z 9xy 0z 9xn
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Optimalizacni ulohy s parametrem

Uvazujme problém maximalizace funkce f(x, r), kde r je parametr. Bod
optima obvykle zavisi na parametru, oznacme jej tedy x*(r). Dosazenim bodu
optima do Ucelové funkce dostaneme optimalni hodnotu, kterou mizeme opét
chapat jako funkci parametru: f*(r) = f(x*(r), r),. MGzeme také psat

f*(r) = maxxf(x,r) , pfiemz f*(r) nazyvame hodnotovou funkci.
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optima obvykle zavisi na parametru, oznacme jej tedy x*(r). Dosazenim bodu
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chapat jako funkci parametru: f*(r) = f(x*(r), r),. MGzeme také psat

f*(r) = maxxf(x,r) , pfiemz f*(r) nazyvame hodnotovou funkci.

Priklad : Najdéte maximum funkce f(x) = —x2 + 2ax + 4a2 pro libovolnou
hodnotu parametru a € R a zjistéte, jakou zménu optimalni hodnoty vyvola
zmeéna parametru a.
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Pfiklad : Najdéte maximum funkce f(x) = —x2 + 2ax + 4a° pro libovolnou
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zmeéna parametru a.

Reseni: Podminka pro stacionarni bod je /(x) = —2x + 2a = 0, jejimz
fedenim dostaneme x* = g, coz da f* = f(x*) = —a® + 2aa + 4a° = 5a°.
Derivovanim podle a dostaneme */(a) = 10a.



Optimalizacni ulohy s parametrem

Uvazujme problém maximalizace funkce f(x, r), kde r je parametr. Bod
optima obvykle zavisi na parametru, oznacme jej tedy x*(r). Dosazenim bodu
optima do Ucelové funkce dostaneme optimalni hodnotu, kterou mizeme opét
chapat jako funkci parametru: f*(r) = f(x*(r), r),. MiZeme také psat

f*(r) = maxxf(x,r) , pfiemz f*(r) nazyvame hodnotovou funkci.

Pfiklad : Najdéte maximum funkce f(x) = —x2 + 2ax + 4a° pro libovolnou
hodnotu parametru a € R a zjistéte, jakou zménu optimalni hodnoty vyvola
zmeéna parametru a.

Reseni: Podminka pro stacionarni bod je /(x) = —2x + 2a = 0, jejimz
fedenim dostaneme x* = g, coz da f* = f(x*) = —a® + 2aa + 4a° = 5a°.
Derivovanim podle a dostaneme f*'(a) = 10a. K tomuto vysledku jsme mohli
dojit i jinym zplsobem. Oznacme zadanou f(x) jako funkci dvou proménnych
F(x, a). Optimalni hodnotu f* mizeme pak vyjadfit jako sloZzenou funkci

F(x*, a). Podle pravidla o derivovani sloZzené funkce plati

f*'(a) = F{(x*,a) - x*" + F}(x*,a) - 1. Prvni ¢len je vSak diky stacionarité
funkce v bodé optima nulovy, F{(x*,a) = f'(x*) = 0. Staci tedy spocitat
parcialni derivaci F(x, a) podle a: Fj(x, a) = (—x2 + 2ax + 4a%), = 2x + 8aa
dosadit sem za x optimalni hodnotu x* = a, takze mame

Fy(x*,a) =2x* +8a=2a+8a=10a.



Obéalkova véta

Postup z predchoziho pfikladu mGzeme zobecnit pro libovolny optimaliza¢ni
problém maxyemf(X, r) (resp. minkemf(X, r)), jehoz bod optima x* lezi pro
kazdé r uvnitf oblasti M:

Véta : Ma-li hodnotova funkce f*(r) derivaci, plati pro ni
f*'(r) = [f3(x, r)]x=x-- Toto tvrzeni byva oznaCovano jako obalkova véta.
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f*'(r) = [f3(x, r)]x=x-- Toto tvrzeni byva oznaCovano jako obalkova véta.

Poznamka : k intepretaci obalkové véty: Pfi zméné parametru r se méni
optimalni hodnota f* ze dvou dlvodU, jednak pfimo, protoZze hodnotu r
dosazujeme do f(x*, r), jednak nepfimo prostfednictvim vlivu na x*. Véta
ukazuije, ze tento neprimy efekt Ize ignorovat, nebot zména v x ma v okoli
stacionarniho bodu zanedbatelny vliv na optiméalni hodnotu f*.
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problém maxyemf(X, r) (resp. minkemf(X, r)), jehoz bod optima x* lezi pro
kazdé r uvnitf oblasti M:

Véta : Ma-li hodnotova funkce f*(r) derivaci, plati pro ni

f*'(r) = [f3(x, r)]x=x-- Toto tvrzeni byva oznaCovano jako obalkova véta.

Poznamka : k intepretaci obalkové véty: Pii zméné parametru r se méni
optimalni hodnota f* ze dvou dlvodU, jednak pfimo, protoZze hodnotu r
dosazujeme do f(x*, r), jednak nepfimo prostfednictvim vlivu na x*. Véta
ukazuije, ze tento neprimy efekt Ize ignorovat, nebot zména v x ma v okoli
stacionarniho bodu zanedbatelny vliv na optiméalni hodnotu f*.

Poznamka : geometricky vyznam obalkové véty: Oznacme g,(r) = f(r, x)
funkci s pevnou hodnotou argumentu x. Protoze f*(r) vyjadfuje maximalni
hodnotu, kterou mize funkce f(x, r) pro dané r nabyvat, je

f*(r) > gx(r) ¥x € M. Tedy graf hodnotové funkce lezi nad vSemi k¥ivkami
gx(r), x € M. Sou€asné pro kazdé r existuje x*, takove ze f*(r) = gy« (r),
takze se graf hodnotové funkce v kazdém bodé nékteré z téchto kiivek
dotykd, miZeme Fict, Ze je "obaluje".



Obalkova veéta - priklad

Priklad : Je dana funkce f(x, r) = v/x — rx. Podle zavedeného znaceni

f*(r) = maxxgx(r), kde gx(r) = f(r, x). Zndzornéme na obrazku nékolik funkci
gx(r) pro vybrané hodnoty x, naptiklad

91(r) =1 —r, ga(r) =2 —4r, go(r) =3 — 9r, atd.
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Obalkova veéta - priklad

Priklad : Je dana funkce f(x, r) = v/x — rx. Podle zavedeného znaceni

f*(r) = maxxgx(r), kde gx(r) = f(r, x). Zndzornéme na obrazku nékolik funkci
gx(r) pro vybrané hodnoty x, naptiklad

91(r) =1 —r, ga(r) =2 —4r, go(r) =3 — 9r, atd.

Nyni jsme pfidali téz funkci f*(r) = maxx9x(r), jejiz graf shora
"obaluje"znazornéné kfivky.



Obalkova veéta - priklad

Priklad : Dofesme optimalizaéni problém z pfedchoziho pfikladu a uréeme,
jakou zménu optimalni hodnoty vyvola "jednotkova zména"parametru.
Stacionarni bod pro maximalizaci funkce f(x,r) = v/x — rx ziskédme feSenim
podminky f(x,r) = — r = 0. Odtud vyjadiime x* 4r2 Aniz bychom
explicitné vyjadfili hodnotovou funkci f*, muzeme podle obalkové véty zjistit
jeji derivaci f*/(r) = f3(x*,r) = [ X]x=x+ = 4r2 (Tento vysledek Ize snadno
ovéfit pomoci dosazeni *(r) = f(x*,r) = f(;,r) = 2 — 7% = 7-. Tedy

2r 4r2

hodnotova funkce ma opravdu derivaci f*/(r) = 4,12)



Obalkova véta pro vice parametru

Formulace obalkové véty pro pfipad vice parametrd r = (ry,...,rx) je
nasleduijici:

Véta : Necht f*(r) = max,f(x,r) a x*(r) znaci bod optima funkce f(x,r).
Pokud existuji parcialni derivace hodnotové funkce, pak pro né plati:

of*(r) __ | of(x,r) P
3fl _|: 3[1 ]sz*(r)?]_17"'7k'
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nasleduijici:
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Poznamka : S pomoci této véty se daji odvodit néktera vyznamna tvrzeni
ekonomické teorie, jako je napfiklad Hotellingovo lemma.



Obalkova véta pro optimalizaci s omezenim

Formulace obalkové véty pro pfipad optimalizace funkce f(x,r) pro x spliujici
podminky gj(x,r) =0, j=1,..., m, je modifikovana pomoci Lagrangeovy
funkce L(x,r) = f(x,r) — Z}L Aigj(x,r) do nasledujici podoby:

of* oL(x, i —
) - 24 =1,k

] x=x*(r) ’
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Poznamka : Aplikaci na konkrétni ekonomické problémy Ize dospét k
vyznamnym tvrzenim jako jsou Shephardovo lemma a Royova identita.
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vyznamnym tvrzenim jako jsou Shephardovo lemma a Royova identita.

Poznamka : Specialni pfipad dostaneme pro pfipad, kdy se parametry
nevyskytuji v icelové funkci, ale pouze jako absolutni ¢leny omezujicich
rovnosti: max,f(x) pro x splfiujici podminky g;(x) =¢;, j=1,...,m. Pak
obalkova véta fik4, ze pro hodnotovou funkci f*(¢) a Lagrangeovu funkci
L(x,€) = f(x) = 274 Ni(gi(x) — ¢ plati

ar(e) _ [aLgx,cz

ac; ac; j|x=X*(c):)\i7 I:1’“.7m’
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ac; ac; x=x*(c)
coz uz jsme zjistili diive diskuzi ekonomické interpretace vyznamu
Lagrangeovych multiplikatord.

=\, i:1,...,m,



Implicitné zadané funkce

AZ dosud jsme pracovali s funkcemi v explicitnim vyjadreni y = f(x1, ..., Xp).
V ekonomickych aplikacich v§ak nejsou vzdy vztahy mezi endogeni veli¢inou
a exogennimi veliC¢inami vyjadreny v této idealni podobé, ¢asto je dostaneme
v podobé rovnice (nebo soustavy rovnic) F(Xq,..., X, ¥) = 0.



Implicitné zadané funkce

AZ dosud jsme pracovali s funkcemi v explicitnim vyjadreni y = f(x1, ..., Xp).
V ekonomickych aplikacich v§ak nejsou vzdy vztahy mezi endogeni veli¢inou
a exogennimi veliC¢inami vyjadreny v této idealni podobé, ¢asto je dostaneme
v podobé rovnice (nebo soustavy rovnic) F(Xq,..., X, ¥) = 0.

Pokud z této podminky Ize pro kazdé (x, ..., Xp) jednoznagné vyjadfit
proménnou y, pak fekneme ze vztah definuje implicitné funkci

y = f(x1,...,Xp). Ne vZdy vSak umime tento pfedpis nalézt. Pfesto by nas
zajimala odpoved na otazku, jak zmeny jednotlivych exogennich proménnych
ovlivni endogenni proménnou y.



Implicitni funkce - pfiklad

Priklad : Obecna rovnice pfimky 3x + 4y — 12 = 0 definuje implicitné linearni
funkci y = 3 — 3x.



Implicitni funkce - pfiklad

Priklad : Obecna rovnice pfimky 3x + 4y — 12 = 0 definuje implicitné linearni
funkci y = 3 — 3x.

vvvvvv

implicitni funkce. Pro x > 1 nebo x < —1 neexistuje zadné y, které by
podmince vyhovovalo, pro x € (—1,1) zase nelze vyjadfit y jednoznacné
(dostaneme dvé moznosti y = +£+v/1 — x2). Situace je ilustrovana na obrazku.

22yt =1

05 15 2 25




Implicitni funkce - derivace

Uvazujme nejprve jednoduchy pfipad funkce y = f(x) definované na intervalu
I podminkou F(x, y) = c. Graf funkce je reprezentovan vrstevnici funkce dvou
proménnych. Podafi-li se nam v bodé x € I vyjadfit derivaci y’ = f/(x), ur€ime
tak sklon vrstevnice v tomto bodeé.




Implicitni funkce - derivace

Uvazujme nejprve jednoduchy pfipad funkce y = f(x) definované na intervalu
I podminkou F(x, y) = c. Graf funkce je reprezentovan vrstevnici funkce dvou
proménnych. Podafi-li se nam v bodé x € I vyjadfit derivaci y’ = f/(x), ur€ime
tak sklon vrstevnice v tomto bodeé.

PfepiSme defini¢ni podminku jako F(x, f(x)) = ¢ a uplatnéme na ni pravidlo o
derivaci slozené funkce Fy(x,y) -1+ Fy(x,y)-y" = 0. (Na pravé strané
podminky byla konstanta, proto je po zderivovani nulova.) Ze ziskané rovnice

muzeme vyjadiit: y’' = B g 40 pro véechny body, ve kterych plati

Fr(x.y)’
Fy(x,y) # 0.



Derivace implicitni funkce - priklad

Pfiklad : Vratime-li se k pfedchozimu piikladu x® + y? = 1, kde

F(x,y) = x*+ y?, atedy F(x,y) = 2x a F)(x,y) = 2y, dostaneme

y' =- igﬁﬁ = —g—;, coz v8ak neni definovano pro y=0. (Z obrazku je zfejmé,
V(X

Ze y’ neexistuje v bodech (1,0) a (-1,0), protoze te€na ke kruznici je v téchto

bodech svisla)
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Derivace implicitni funkce - priklad

Priklad : Uzijte vztah pro vyjadieni derivace funkce y = f(x) zadané
implicitné podminkou xy = 4.



Derivace implicitni funkce - priklad

Priklad : Uzijte vztah pro vyjadieni derivace funkce y = f(x) zadané
implicitné podminkou xy = 4.

Reseni: Pro F(x,y) = xy mame Fj(x,y) =y, F)(x,y) = x, takze y' = —L.
MUZeme ovéfit, Ze y = £, takZe vztah y’ = —£ = — % skute¢né plati. Situaci
mame znazornénu na obrazku, kde je vyznacen bod (2,2), ve kterém je
derivace rovna —1.




Ekonomicka interpretace derivace implicitni funkce

Vyuziti aparatu implicinich funkci je uziteCné napftiklad v teorii spotfebitele
(predpokladejme, Ze spotiebovava pouze dva produkty , jejichz mnozstvi je x,
resp. y). Je-li k dispozici uzitkova funkce spotfebitele u(x, y), Ize jeho
preference vyjadfit pomoci indiferenénich kfivek s analytickym vyjadfenim

u(x,y) = konst. Derivace y’ = —Zy&ﬁ vyjadfuje sklon indiferenéni linie. Jeji

absolutni hodnota, tj. podil meznich uzitk(i —y’ = %y udava mezni miru
substituce ve spotiebé.




Ekonomicka interpretace derivace implicitni funkce

Vyuziti aparatu implicinich funkci je uziteCné napftiklad v teorii spotfebitele
(predpokladejme, Ze spotiebovava pouze dva produkty , jejichz mnozstvi je x,
resp. y). Je-li k dispozici uzitkova funkce spotfebitele u(x, y), Ize jeho
preference vyjadfit pomoci indiferenénich kfivek s analytickym vyjadfenim

u(x,y) = konst. Derivace y’ = —Zy&ﬁ vyjadfuje sklon indiferenéni linie. Jeji

absolutni hodnota, tj. podil meznich uzitk(i —y’ = %y udava mezni miru
substituce ve spotiebé.

PFiklad : Spoctéte mezni miru substituce pro funkci u(x, y) = x2- y?, kde
a, b jsou kladné konstanty.

Reseni: MUy = u, = ax®~" - y?, MU, = u}, = bx?- y®~", tedy

_ MU _ ax®'y® _ ay
MRS = MU, — bxa.yb=T = b.x*




Derivace implicitni funkce - obecny pripad

Odvodime nejprve pro funkci dvou proménnych z = f(x, y) zadanou
implicitné podminkou F(x, y, z) = c. Opét pouzijeme pravidlo o derivovani
sloZzené funkce na tento vztah zapsany jako F(x,y, f(x,y)) = c. Prava strana
je konstantni a tudiz méa nulovou derivaci podle obou proménnych x i y:
Fe-1+F,-z,=0,F, -1+ F,-z,=0, odkud vyjadfime

F! Fy
/ / U
Zy=—¢ 2 =—f (PoF;#0)



Derivace implicitni funkce - obecny pripad

Odvodime nejprve pro funkci dvou proménnych z = f(x, y) zadanou
implicitné podminkou F(x, y, z) = c. Opét pouzijeme pravidlo o derivovani
sloZzené funkce na tento vztah zapsany jako F(x,y, f(x,y)) = c. Prava strana
je konstantni a tudiz méa nulovou derivaci podle obou proménnych x i y:
Fe-1+F,-z,=0,F, -1+ F,-z,=0, odkud vyjadfime

F! Fy
/ / U
Zy=—¢ 2 =—f (PoF;#0)

Priklad : Uzijte vztah pro vyjadfeni parcialnich derivaci funkce z = f(x, y)
zadané implicitné podminkou x — 2y — 3z + z2 = —2.



Derivace implicitni funkce - obecny pripad

Odvodime nejprve pro funkci dvou proménnych z = f(x, y) zadanou
implicitné podminkou F(x, y, z) = c. Opét pouzijeme pravidlo o derivovani
sloZzené funkce na tento vztah zapsany jako F(x,y, f(x,y)) = c. Prava strana
je konstantni a tudiz méa nulovou derivaci podle obou proménnych x i y:
Fe-1+F,-z,=0,F, -1+ F,-z,=0, odkud vyjadfime

F! Fy
/ / U
Zy=—¢ 2 =—f (PoF;#0)

Priklad : Uzijte vztah pro vyjadfeni parcialnich derivaci funkce z = f(x, y)
zadané implicitné podminkou x — 2y — 3z + z2 = —2.

Reseni: Pro F(x,y,z) = x — 2y — 3z + z2 mame

Fx(x,y,z) =1, Fj(x,y,2) = =2, F}(x,y,2) = -3 + 2z, takze pro z # 3/2

A !/ 1 /2
mame z, = — 373> Zy = 3573



Derivace implicitni funkce - obecny pripad

Odvodime nejprve pro funkci dvou proménnych z = f(x, y) zadanou
implicitné podminkou F(x, y, z) = c. Opét pouzijeme pravidlo o derivovani
sloZzené funkce na tento vztah zapsany jako F(x,y, f(x,y)) = c. Prava strana
je konstantni a tudiz méa nulovou derivaci podle obou proménnych x i y:
Fe-1+F,-z,=0,F, -1+ F,-z,=0, odkud vyjadfime

F! Fy
/ / U
Zy=—¢ 2 =—f (PoF;#0)

Priklad : Uzijte vztah pro vyjadfeni parcialnich derivaci funkce z = f(x, y)
zadané implicitné podminkou x — 2y — 3z + z2 = —2.

Reseni: Pro F(x,y,z) = x — 2y — 3z + z2 mame

Fx(x,y,z) =1, Fj(x,y,2) = =2, F}(x,y,2) = -3 + 2z, takze pro z # 3/2
mame z, = — 515, 2, = 523

Pro implicitné zadanou funkci n proménnych dostaneme v bodech, kde

oF . oy _ _ 9F/ox
oy # 0vztah F(X1,..-,Xn,Y)—C:>5)%__8F/8y’

i=1,...n
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