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Motivace

DJ EURO STOXX 50 2013

Kurz akcie se vyviji podle néjakého trendu, ale obsahuje také
nahodnou slozZku.
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Motivace

@ Jednou ze soucasti teorie efektivnich trha je teze, ze kurzy
akcii se chovaji nepredvidatelné.

@ Muzeme fici, ze konaji nahodnou prochazku.

@ Plati tedy, ze pravdépodobnost, ze akcie vzroste, je stejna
jako pravdépodobnost, Ze akcie klesne.

@ Podle této teorie tak nelze predpovidat budouci pohyby
cen, ackoliv teorie pfipousti, Zze v dlouhém obdobi
zachovavaji akcie rustovy trend.
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Nahodna prochazka

V roce 1905 nahodnou prochazku priblizil Sirsi vefejnosti Karl
Pearson ve své publikaci pomoci pfikladu chlze opilce.

Predstavme si opilce zanechaného na néjakém konkrétnim
misté uprostred louky. Po urcitém Case je pravdépodobnost
jeho nalezeni v bezprostredni blizosti mista jeho zanechani
vyrazné vySsi nez v jakémkoli jiném miste téZe louky.
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Jednoducha ndhodna prochazka

Predstavme si hrace v kasinu. Hrac hazi minci proti bankéri.
Jestlize hodi pannu, vyhraje 1 K¢, jestlize padne orel, 1 K¢
vyhraje bankér. Hra konci po zruinovani naseho hrace.

@ Typicky priklad, ktery se da feSit pomoci ndhodné
prochézky.
@ Odtud také nazev ruinovani hrace.
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Jednoducha nahodna prochazka

@ Zavedem stochasticky proces {X;; t € T}.

@ Jeho prvky tvofi posloupnost Xi, Xz, ... nezavislych
nahodnych veli€in.

@ Nahodné veli¢iny mohou nabyvat hodnoty 1 s
pravdépodobnosti p a hodnoty —1 s pravdépodobnosti
g=1-p.

@ VeliCiny Xj, X», ... budou oznacovat jednotlivé hody
naseho hrace.

@ Budeme dale predpokladat, ze hrac priSel do kasina s
obnosem S.
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Jednoducha nahodna prochazka

@ Celkové bohatstvi naseho hrace na konci hry po n hodech
oznaCme jako S;.

@ Pak tedy plati

n
Sh= Sy + X +X2+...+Xn:SO+ZX,-.
i—1

@ Posloupnost S, nazyvame jednoduchou nahodnou
prochazkou.

@ Jednoducha odpovida jednomu rozmeéru, tedy pohybu
Castice po pfimce.
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Symetricka ndhodna prochazka

@ Je dllezité s jakou pravdépodobnosti se ¢astice pohybuje
jednim nebo druhym smérem.

@ Od této pravdépodobnosti se odvijeji pravdépodobnosti
moznych vysledku.

@ Nejjednodussi je pFipad, kdy plati p = q.

@ Pak pravdépodobnost pohybu v obou smérech je stejna,
tedy 7.

@ Takova nahodna prochazka se nazyva symetricka.
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Symetricka ndhodna prochazka

@ Pro symetrickou nahodnou prochazku plati, ze nezavislé
nahodné veliCiny posloupnosti X, X, ... nabyvaji hodnot
1 nebo —1 se stejnou pravdépodobnosti.
@ Mezi zakladni vlastnosti symetrické nahodné prochazky
patfi
e prostorova homogenita,
e Casova homogenita,
e Markovova vlastnost.
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Vlastnosti symetrické nahodné prochazky

Jednoducha nahodna prochazka je prostorové homogenni,
tedy plati

P(Sy=j|So=a) = P(Sh=j+b|So = a+b).

Ddkaz.
Obé strany jsou rovny
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Vlastnosti symetrické nahodné prochazky

Lemma

Jednoducha nahodna prochazka je ¢asové homogenni, tedy
plati
P(Sn=/|So = a) = P(Sntm = j|Sm = a).

Obé strany se rovnaji, nebot

i=m+1

A
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Vlastnosti symetrické nahodné prochazky

Lemma

Jednoducha nahodna prochazka spiriuje Markovovu vlastnost,
tedy prom n > 0 plati

P(Sm+n =j‘807 817 ceey Sm) = P(Sm+n ZI‘Sm)

Dukaz.

Je zfejmé, Ze pokud zname Sy, pak Sp1n zavisi pouze na
krocich X1 1, Xmo2, ..., Xm+n, Nikoli na krocich

predchozich. O

| \
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Vlastnosti symetrické nahodné prochazky

Mezi dulezité vlastnosti nahodné prochazky také patfi vlastnost
vyjadrena nasledujici vétou.

Véta (Polyova)

Pravdépodobnost ndvratu castice konajici jednoduchou
symetrickou nahodnou prochazku do své vychozi polohy je
rovnai.
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Neférova ndhodna prochazka

Uvazujme opét naseho hrace v kasinu, ktery hraje proti
bankéri. Ale tentokrét je pravdépodobnost vyhry p < %. Tzn., Ze
bankér svou pravdépodobnost vyhry zmanipuluje ve svij
prospéch. Pravdépodobnost prohry hrace je pak g =1 — p.

Znaceni
@ A ... nase celkové bohatstvi,
@ B ... bankéfovo cekové bohatstvi,
e N..A+B,
@ X; ... pravdépodobnost naseho zruinovani pfi stavu naseho
bohatstvi /.
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Neférova ndhodna prochazka

@ Uvazujme pfipad, kdy N = 5.
@ Hledame pravdépodobnosti xg, X1, ..., X5.

@ Je jasné, ze xg = 1, nebot jakmile bude hrac jednou
zruinovan, hra konci.

@ Dale také zname x5 = 0, jelikoz jestlize bude zruinovan
bankéf, hracova vyhra je jista.

@ Cemu se rovnaji ostatni pravdépodobnosti?
@ Jak vypada obecny vzorec pro libovolné N, A, B?
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Neférova nahodna prochazka

Po zobecnéni na libovolnou hodnotu N, A, B ziskame obecné
feSeni
1—rB

Xp=
AT

@ Pokud bude N dostatec¢né velké, pak se jmenovatel blizi 1.

@ V tom pripadé pravdépodobnost zruinovani hrace zavisi
pouze na koeficientu r a jméni bankére B.

@ Jestlize bude B dostateéné velké, pak r2 — 0 a
pravdépodobnost zruinovani hrace je témer jista.
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Jednoducha nahodna prochazka

Martingal

Teorie martingalu se zacala vytvaret, kdyz lidé pochopili, ze ve
férovych hrach nelze vydélavat penize.

Definice

Posloupnost nahodnych promennych {M,;0 < n < oo}
nazveme martingalem vzhledem k {X;1 < n < oo}, .
posloupnosti nahodnych proménnych, jestlize splriuje dvé
zakladni vlastnosti:

@ pro kazdé n > 1 existuje f, : R" — R : M, = fpo( X4, ..., Xn),

@ posloupnost {M,} splriuje pro kazdé n > 1 zakladni
martingalovou identitu

E(Mn‘X'] g ey Xn_1) — Mn_1 .
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Martingal

@ Martingaly patfi k hlavnim nastrojim studia stochastickych

procesu.
@ Maringalova identita vede k teorii, ktera vysvétluje
skutecnost, ze hrac ve férové hie nemuze ocekavat

penézni vyhru, i kdyz chytfe méni své sazky.

Ukazte, Ze jestlize jsou X, nezavislé nahodné proménné s
E(Xn) = 0 pro kazdé n, pak parcialni soucet procesu danych
So=0a$S,=>", X pro kazdé n je martingal vzhledem k

posloupnosti {Xn;1 < n < oo}.
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Teorie efektivnich trhi

@ Paul Cootner uvedl ve své publikaci z roku 1964, ze
pokud jsou kapitalové trhy dostatec¢né konkurencéni, potom
investofi nemohou ocekavat dosazeni maximalnich zisku
ze svych investiCnich strategii.

@ Fyzik M. Osborne prirovnava pohyby trznich cen k
nahodnému pohybu molekul.

@ Eugen Fama svou disertacni praci vydanou v roce 1965
zakon il vétou: “Da se s jistotou Fici, Ze predlozena prace
uvedla jasné dikazy ve prospéch hypotézy existence
nédhodné prochézky v trznich cenéach.”

@ Paul Samuelson podpofil zkoumany koncept tvrzenim:
“Pokud by si kazdy byl jist, Ze ceny porostou, byly by jiz
davno vzrostly”.
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Teorie efektivnich trhi

Teorie efektivnich trha tvrdi, Ze se cena akcie musi pohybovat
nahodné. Existuji pro to 2 hlavni divody

e

@ Soucasna cena akcie jiz odrazi vSechny dostupné
informace. Proto nema cenu zkoumat historicka data.

@ Jestlize se na trhu objevi néjaka nova informace, trh na ni
reaguje okamzite.
Tedy modelovat cenu akcie znamena odhadnout pfichod nové
informace, diky které se cena zméni. To znamena, ze
neocekavané zmeény ceny akcie maji Markovovu vlastnost
(jako nahodna prochazka).
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Analyza cen akcii

Existuji dva hlavni pfistupy k analyze cen akcii:

@ Technicka analyza - spocCiva v dlouhodobém sledovani
pohybu cen akcii a na zakladé vyslednych pozorovani
padne rozhodnuti o nakupu Ci prodeji.

@ Fundamentalni analyza - dochazi k uréovani vnittni
hodnoty akcie. NezalezZi na historickych datech, jen na
aktualnim rozdilu mezi vnitfni hodnotou a trzni cenou
akcie. Dle této teorie cena nepodléhd trendu a nelze ji do
budoucna urcit zkoumanim cen akcii. Jen s urcitou
pravdépodobnosti je mozné odhadnout budouci cenu
akcie, ktera zavisi pouze na nynéjsi hodnoté.



Od Nahodné Prochazky Ke Spojitym Modelim

Aplikace nahodné prochazky

Analyza cen akcii

@ Burton G. Malkiel otestoval svého kolegu technického
analytika.

@ Pri vyucovani poZadal studenty, aby hazeli minci a
vysledky hodl zakreslovali do grafu.

@ Pocatkem byla cena akcie 508.

@ U nahodné prochazky plati, Ze pokud se ¢astice konajici
nahodnou prochazku nachazi v kladné casti, je
pravdépodobné, Ze se v ni bude dlouhodobé pohybovat i
nadale.

@ Proto situace odpovidala realné situaci na trhu a existovalo
zde minimalni riziko poklesu ceny do zapornych hodnot.

v
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Analyza cen akcii

@ V grafech se zacaly
objevovatzname  pohyb cen dané akcie generovany
obrazce podnécujici minci
k nakupu Ci prodeji = .
akaif. g
, s T s
@ Jeden takovy graf 5 A e
odnesl Malkiel bl By ol .0
svému priteli. L ™
48 L 48
@ Ten chtél okamzité o
kupovat, protoZe r f
sekvenci pohybu
cen akcii.
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Zmeéna ceny akcie

@ Oznacme si cenu akcie v Case t jako S.

@ Uvazujme nasledujici kratky Casovy interval, ktery
oznacime jako dt.

@ Béhem tohoto intervalu se cena akcie S zméni na cenu
S+ dS.

s A J
g VR

dt t
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Model vynosu akcie

Vynos akcie 4 muzeme rozdélit na dvé Easti:
@ Jedna Cast je predvidatelna, deterministicka a odpovida
vynosu penéz ulozenych v bance (bezrizikova investice).
Tuto ¢ast oznacujeme jako

pdt,
kde p znaci pramérnou miru ristu ceny akcie a nazyvame

ho drift. V jednodusSich modelech byva p konstantni.
@ Druhd Cast je stochasticka. Ta odrazi nahodné zmény
ceny akcie, jako je tteba zména zpusobena neCekanou

informaci. Znacime ji jako
odW,

kde o nazyvame volatilitou. Volatilita vyjadfuje
smérodatnou odchylku vynosu akcie. W oznacuje
Wienertv proces.
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Model vynosu akcie

@ Vynos akcie muzeme tedy zapsat pomoci stochastické
diferencialni rovnice

S = pdt+odW.

@ Tato je matematickym zapisem pro matematicky model
vynosu akcie.

@ Kdybychom v této rovnici poloZzili o = 0, pak by vynosu
odpovidala deterministicka rovnice

dS

@ Jejim feSenim je pak
S = §yeli=l)

kde Sy je cena akcie v Case t = f.
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Wienerlv proces

@ Nahodna slozka vynosu akcie je tvofena Wienerovym
procesem W;.
@ Tento proces mlzeme chapat jako limitni pfipad nahodné
prochazky, kde se délka jednoho kroku blizi nule.
@ Vlastnosti Wienerova procesu:
e Wy = 0, tedy Wienerlv proces zacina v poc¢atku.
e Jeho trajektorie je spoijita.
e Plati, Ze jeho prirastky jsou nezavislé a normalné
rozdélené. Stredni hodnota prirtstkd Wy, — W;je 0 a
rozptyl je s.
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Model vynosu akcie

Soucasna cena akcie je S = 1%. Vime, Zeup=1ao =0.2,
kdyZ dt je 1/250 (rok ma 250 obchodnich dni). Nyni se
vygeneruje nahodné cislo s normainim rozloZeni N(1,1/250),
to bude dW. Predpokladejme, Ze se vygenerovalo Cislo

dW = 0.08352. Urcete zménu ceny akcie dS.
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Dékuji za pozornost!
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