Kvantitativni metody v rozhodovani

Kazdy manazer je ve své denodenni praxi vystaven fadé rozhodovacich
situaci a problému, které muze analyzovat ze dvou hledisek:

@ bud na zakladé znalosti a zkuSenosti (kvalitativni analyza)

@ nebo pomoci Udajd v numerické podobé a jejich exaktniho
matematického zpracovani (kvantitativni analyza), viz schéma.
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Kvantitativni metody v rozhodovani

Ve specifickych situacich je samoziejmé mozné provadét jen jednu ze
zminénych analyz. Spolehneme-li se v§ak pouze na kvalitativni analyzu bez
¢iselnych propoctl, zavisi vysledek do znacné miry na dobrém Gsudku
manazera. Naopak pfilisna divéra v numerické vysledky miize byt zavadegjici:
kazdé Ciselné feSeni je pfesné jen do té miry, jak pfesné byl zkonstruovan
model. Navic kvantitativni analyza problému mdze byt zdlouhava a
neefektivni v situaci, kdy je tfeba pfijmout rozhodnuti rychle.

Kdy by tedy mél manazer pfizvat na pomoc kvantitativni metody?
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Ve specifickych situacich je samoziejmé mozné provadét jen jednu ze
zminénych analyz. Spolehneme-li se v§ak pouze na kvalitativni analyzu bez
¢iselnych propoctl, zavisi vysledek do znacné miry na dobrém Gsudku
manazera. Naopak pfilisna divéra v numerické vysledky miize byt zavadegjici:
kazdé Ciselné feSeni je pfesné jen do té miry, jak pfesné byl zkonstruovan
model. Navic kvantitativni analyza problému mdze byt zdlouhava a
neefektivni v situaci, kdy je tfeba pfijmout rozhodnuti rychle.
Kdy by tedy mél manazer pfizvat na pomoc kvantitativni metody? Zejména,
je-li problém:

@ slozity, kdy specialisté mohou manazerovi pomoci prostfednictvim

simulace reality vhodnym modelem

@ velmi dulezity, napfiklad jde-li o velké penize a manazer chce mit pro
rozhodovani solidni podklady

@ novy, chybi zkuSenosti s feSenim obdobnych probléml

@ opakovany, takze pouziti ovéfenych kvantitativnich procedur Setfi ¢as i
prostredky



Ekonomicko - matematicky model

Modelem rozumime urcité zobrazeni realného systému. Nikdy nejde o
dokonaly obraz skuteCnosti, to ani neni zadouci! Spravné zkonstruovany
model musi vystihovat pouze ty vlastnosti, které jsou z hlediska resenf
problému dulezité. Zahrneme-li do modelu vSechny detaily, bude slozity,
Spatné feSitelny a neprehledny. Na druhou stranu pfi pfilisné snaze o
zjednodu$eni mizou byt opomenuty nékteré vyznamné skute¢nosti a vazby.
P¥i modelovani je klicové praveé dobré nastaveni vztahu mezi redlnym svétem
a modelem.
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Modelem rozumime urcité zobrazeni realného systému. Nikdy nejde o
dokonaly obraz skutecnosti, to ani neni zadouci! Spravné zkonstruovany
model musi vystihovat pouze ty vlastnosti, které jsou z hlediska resenf
problému dulezité. Zahrneme-li do modelu vSechny detaily, bude slozity,
Spatné feSitelny a neprehledny. Na druhou stranu pfi pfilisné snaze o
zjednodu$eni mizou byt opomenuty nékteré vyznamné skute¢nosti a vazby.
P¥i modelovani je klicové praveé dobré nastaveni vztahu mezi redlnym svétem
a modelem. Manazer by mél umét problém dobre

e formulovat tak, aby bylo mozné k jeho feSeni vyuzit kvantitativnich

metod, a nasledné vysledky

@ interpretovat a implementovat do praxe.
S vlastnim feSenim matematického modelu mohou pomoci experti €i
specializovany software. | pfi moznosti vyuziti vypocCetni techniky je vSak
dobré mit prehled o dostupnych metodach, abychom v konkrétni situaci uméli
vybrat vhodny algoritmus a nastavit jeho parametry.



Co to je "optimalizace“?

P¥i optimalizaci fe§ime problém vybéru "nejlepsiho feSeni" mezi vSemi
"moznymi feSenimi". V kazdé konkrétni Gloze je treba pojmy uvedené v
uvozovkach specifikovat. V§echna mozna feSeni budeme dale popisovat
pomoci mnoziny M, kterou nazveme mnozina pfipustnych feseni, a miru
kvality feSeni budeme vyjadfovat prostfednictvim funkce f: M — R, ktera se
oznacuje jako cilova nebo kriterialni nebo téz Ucelova funkce. Zadani
optimaliza¢ni Ulohy pak zni:

Najdéte prvek x* € M takovy, zZe plati: f(x*) > f(x), Vx € M,
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ulohu "—f — min".
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Co to je "optimalizace“?

P¥i optimalizaci feSime problém vybéru "nejlepSiho feSeni" mezi vSemi
"moznymi feSenimi". V kazdé konkrétni Gloze je treba pojmy uvedené v
uvozovkach specifikovat. V§echna mozna feSeni budeme dale popisovat
pomoci mnoziny M, kterou nazveme mnozina pfipustnych feseni, a miru
kvality feSeni budeme vyjadfovat prostfednictvim funkce f: M — R, ktera se
oznacuje jako cilova nebo kriterialni nebo téz Ucelova funkce. Zadani
optimaliza¢ni Ulohy pak zni:
Najdéte prvek x* € M takovy, zZe plati: f(x*) > f(x), Vx € M,
Pozn.: Maximaliza¢ni tlohu "f — max"|ze snadno pfevést na minimalizacni
ulohu "—f — min".
Ptiklady optimaliza¢nich Uloh v ekonomii:

@ Optimalizace vyrobniho programu

@ Optimalizace portfolia

@ Optimalni rozdéleni prace a fazeni pracovnich operaci

@ Minimalizace distribu¢nich naklad(, planovani rozvoznich tras a umisténi

distribu€nich center
@ Minimalizace doby realizace pfi fizeni projektu
@ Optimalni fizeni zasob



Co je to "optimalizace“?

Z hlediska pfipustné mnoziny rozliSujeme dva typy optimalizacnich Uloh:

@ Je-li pfipustnym feSenim kazdy bod x n-rozmérného Euklidova prostoru
R, tj. M = R", hovofime o nepodminéné optimalizaci, resp. o volnych
extrémech. Postup analytického feSeni takovych Uloh je znam ze
zakladniho kurzu matematiky

@ V opacném pripadé, tedy je-li M C R" hovofime o vazanych extrémech.
Jejich existenci pro spojitou funkce na omezené uzaviené mnoziné
zarucuje Weierstrassova véta.

vvvvvv

proménnych, komplikovana hranice pfipustné mnoziny nebo dostaneme
nelinearni rovnice pro uréeni stacionarniho bodu) jsou véak omezené. Proto
byly vyvinuty specialni metody pro feSeni uritych typl optimalizacnich uloh.



Matematické programovani

Pojem matematické programovani oznacuje souhrn metod slouzicich
k optimalizaci predem definovaného kritéria vyjadfeného jako funkce n
proménnych pfi sou¢asném splnéni omezujicich podminek zadanych
zpravidla ve formé& rovnosti a nerovnosti. Ulohy matematického programovani
muzZeme rozdélit na ulohy
@ linearniho programovani (dale jen LP), kdy ucelova funkce i omezuijici
podminky jsou linearnimi funkcemi proménnych
@ nelinearniho programovani (NLP), kdyZ vySe uvedena podminka neni
splnéna. Specialnim pfipadem NLP je kvadratické programovani , kdy
Ucelova funkce je polynom druhého stupné, ale omezujici podminky jsou
lineérni.



Matematické programovani

Pojem matematické programovani oznacuje souhrn metod slouzicich
k optimalizaci predem definovaného kritéria vyjadfeného jako funkce n
promeénnych pii sou¢asném splnéni omezujicich podminek zadanych
zpravidla ve formé& rovnosti a nerovnosti. Ulohy matematického programovani
muzZeme rozdélit na ulohy
@ linearniho programovani (dale jen LP), kdy ucelova funkce i omezuijici
podminky jsou linearnimi funkcemi proménnych
@ nelinearniho programovani (NLP), kdyZ vySe uvedena podminka neni
splnéna. Specialnim pfipadem NLP je kvadratické programovani , kdy
Ucelova funkce je polynom druhého stupné, ale omezujici podminky jsou
linearni.
Déle se zaméfime hlavné na modely LP, ty jsou jednoznaéné nejrozsitenégjsi.
Pro¢? Hodné realnych problému Ize dobte formulovat jako ulohu LP, pro jejich
rychlé feseni jsou dostupné programové prostiedky, atp. V praxi se sice
bézné vyskytuji nelinearni vztahy (napf. neproporcionalita: kdyz cena neni
konstantni, tak pfijem neni pfimo Gmérny prodanému mnozstvi, neaditivita:
objem roztoku neni roven soucétu objemu vychozich latek, apod.), avSak kvili
nepomeérné vétsi slozitosti postupl NLP byva ¢asto vyhodnéjsi pouzit
aproximaci linearnim modelem.



Linearni programovani

P¥i formulaci Glohy matematického programovani je treba vychazet z dobie
popsaného ekonomického modelu.



Linearni programovani

P¥i formulaci Glohy matematického programovani je treba vychazet z dobie
popsaného ekonomického modelu. Je tedy treba znat:

@ cil, jehoz chceme dosahnout (tedy zvolit kritérium: zisk nebo naklady
nebo objem vyroby, atd. a urCit, zda se jej budeme snazit minimalizovat
nebo maximalizovat)

@ fiditelné vstupy, tj. jaké proménné muzeme ovliviiovat za GCelem
dosazeni cile (pocet vyrobenych kusu rliznych typl produktu, velikost
pfevazeného nakladu, atd.)

@ nefriditelné vstupy neboli omezeni, ktera nas limituji (ceny nakupovanych
surovin, dispozi¢ni mnozstvi zdroju, kapacita zafizeni, atd.)

Nefiditelné
vstupy

(externi limity)

Riditelné Regeni
vstupy ——> — :

! - (hodnoty proménnych)
(rozhodovaci proménné)



Uloha LP - Optimalizace vyrobniho programu

Veskery dalsi vyklad problematiky linearniho programovani bude ilustrovan na
nasledujici optimalizacni Uloze prevzaté z knihy Josefa Jablonského
"Operacni vyzkum, Kvantitativni modely pro ekonomické rozhodovani":

Balirny a prazirny kavy DE, a.s. planuji vyrobu dvou smési Mocca a Standard.
Od dodavatelt maji k dispozici tfi druhy kavovych bobl K, K> a K3 v kapacité
40, 60 a 25 tun. Technologicky postup urcujici skladbu smési shriime

v tabulce.
Komponenta | Mocca Standard | Kapacita [t]
Ki 0,5 0,25 40
Kz 0,5 0,5 60
Ks 0,25 25

Vzhledem k vyrobnim nakladiim a prodejni cené smési byl vykalkulovan zisk,
ktery &ini 20000 K¢& resp. 14000 K¢ na jednu tunu smési Mocca resp.
Standard. Management firmy chce naplanovat produkci tak, aby jeji zisk byl

maximalni.




Formulace ulohy optimalizace vyrobniho programu

Oznadime - li x; mnozstvi tun smési Mocca a x> mnozstvi tun smési
Standard, mizeme problém formulovat matematicky jako Ulohu maximalizovat
Ucelovou funkci:
z = 20000x1 + 14000x,
za podminek
0,5xy + 0,25x% <40
0,55y + 0,5xx <60
0,25x, <25
X1, X2 > 0



Formulace ulohy optimalizace vyrobniho programu

Oznadime - li x; mnozstvi tun smési Mocca a x> mnozstvi tun smési
Standard, mizeme problém formulovat matematicky jako Ulohu maximalizovat
Ucelovou funkci:
z = 20000x1 + 14000x,
za podminek
0,5xy + 0,25x, <40
0,5y + 0,5x% <60
0,25x, <25
X1, X2 > 0

Je mozny téz maticovy zapis Ulohy:
z=c' .x — max zapodminek A-x<b,x >0,
kde x = (x1, x2) " je vektor strukturnich proménnych, ¢ = (20, 14)T je vektor
cenovych koeficientu v G¢elové funkcei, b = (40,60,25)7 je vektor kapacitnich
0,5 0,25
omezenia A = ( 0,5 0,5 ) je matice strukturnich koeficientd.
0 025



Matematicka formulace obecné ulohy LP

Obecnou Ulohu LP pro n proménnych a m omezeni miizeme zapsat takto:
minimalizuj (maximalizuj) funkci

n
Z=731CX
za podminek
n .
Y= @iX T b, i=1,...m
xi>0,j=1,...n,

kde na misté symboll ? mdzou byt libovolna relaéni znaménka <, =, >.
Omezeni se uvadgji v takové podobg, aby pravé strany b; byly nezaporné.



Matematicka formulace obecné ulohy LP

Obecnou Ulohu LP pro n proménnych a m omezeni miizeme zapsat takto:
minimalizuj (maximalizuj) funkci
n
Z=731CX
za podminek
n .
Y= @iX T b, i=1,...m

xi>0,j=1,...n,
kde na misté symboll ? mdzou byt libovolna relaéni znaménka <, =, >.
Omezeni se uvadgji v takové podobg, aby pravé strany b; byly nezaporné.

Je dobré si uvédomit, Ze jednu UGlohu Ize formulovat rdznymi zpUsoby. Snadno
Ize prevést tlohu minimaliza¢ni na Ulohu maximalizace funkce

—z= Z/’.’:1 (—¢j)x;. Omezeni ve formé rovnosti Ize prepsat jako dvé nerovnice
typu < a > s tymiz koeficienty i pravou stranou jako puvodni rovnice. Pfevod
omezeni ve formé nerovnosti na rovnici se zase feSeni zavedenim
dodatecnych proménnych, jak si dale ukazeme.



Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi tlohu o ké1vé.A
)

0,5x,+0,25x,-40

=
\ X
Kvili nezapornosti proménnych se omezime pouze na prvni kvadrant.

Znazornime zde polorovinu tvofenou body splfiujicimi prvni omezuijici
nodminku.



Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi tlohu o kave.

A

X3

0,5%,+0,5x,-60

>
X4

Znazornime také polorovinu tvofenou body splfiujicimi druhou omezujici

podminku.



Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi tlohu o ké1vé.A
)

0,25x,-25

>

X4
Znazornime jesté polorovinu tvofenou body splfiujicimi treti omezujici
podminku.



Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi tlohu o kave.

A

X3

>
X4

Mnozina pfipustnych feSeni M je tvofena body, které vyhovuiji véem

omezenim.



Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi tlohu o ké1vé.A

X3

>
X4
Izokvanta Ucelové funkce z = 20000x; + 14000x, = 0



Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi tlohu o ké1vé.A
)

M
z= 35000

>
X4
Izokvanta Ucelové funkce z = 20000x; + 14000x, = 350000



Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi tlohu o ké1vé.A

X3

>
X4
Izokvanta Ucelové funkce z = 20000x; + 14000x, = 700000



Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi tlohu o ké1vé.A

X3

Mz= 050000

>
X4
Izokvanta Ucelové funkce z = 20000x; + 14000x, = 1050000



Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi tlohu o ké1vé.A

X3

z= 1920000

>
X4
Izokvanta Ucelové funkce z = 20000x; + 14000x, = 1920000



Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi tlohu o ké1vé.A

X3

X
1
Nejvyssi izokvanta se dotykda mnoziny M v bodé x*



Grafické feSeni ulohy LP

Ulohy obsahuijici pouze dvé proménné Ize fesit graficky. Ukazme si postup pro
nasi tlohu o kave.

X2

100
80

Bod x* = [40, 80] je optim&lnim feSenim.



Zakladni véta linearniho programovani

P¥ipustna mnozina M je vymezena obligatnimi podminkami (nezapornost) a
omezujicimi podminkami A - x < b. Ty Ize vyjadfit pomoci rovnosti:
O, 5x4 + 0, 25% + X3 =40
0, 5X1 + 0, 5X2 + X4 =60
0, 25X2 + X5 = 25
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Proménné x3, X4, X5 oznaCujeme jako pridatné a Ize je ekonomicky
interpretovat jako nevyuzitou kapacitu jednotlivych surovin.
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zakladni, nulové jako nezékladni. Pozor! Ne kazdé zakladni feSeni je
pripustné. Pfipustna zakladni feSeni odpovidaji "krajnim bodim"M. V nasm
prikladé je m = 3, n = 2; celkem dostaneme ? zakladnich feSeni, z toho ?
pfipustnych.



Zakladni véta linearniho programovani

P¥ipustna mnozina M je vymezena obligatnimi podminkami (nezapornost) a
omezujicimi podminkami A - x < b. Ty Ize vyjadfit pomoci rovnosti:

O, 5x + 0, 25% + X3 =40
O, 5X1 + O, 5X2 + X4 =60
0, 25X2 + X5 = 25

Proménné x3, X4, X5 oznaCujeme jako pridatné a Ize je ekonomicky
interpretovat jako nevyuzitou kapacitu jednotlivych surovin. Soustava
obsahuje m rovnic pro m + n proménnych, mize mit obecné nekonecné
mnoho feseni. Takové feSeni soustavy, pro které je n proménnych rovno nule,
nazyvame zakladni (Ve 2D odpovidaji zakladni feSeni prasecikim hrani€nich
primek jednotlivych nerovnosti.) Nenulové proménné pak oznacujeme jako
zakladni, nulové jako nezékladni. Pozor! Ne kazdé zakladni feSeni je
pripustné. Pfipustna zakladni feSeni odpovidaji "krajnim bodim"M. V nasm
prikladé je m = 3, n = 2; celkem dostaneme ? zakladnich feSeni, z toho ?
pfipustnych.

Hlavni véta linearniho programovani:
Jestlize ma Uloha optimalni feSeni, pak ma také optimalni zakladni feSeni.



Simplexova tabulka

Uvedenou soustavu rovnic mizeme zapsat maticove jako
(A, 1)-(x1, X2, X3, X4, X5)| = b, kde | je jednotkova matice fadu m = 3.
Kazdou takovou soustavu m rovnic pro m + n neznamych, kde matice leve

strany obsahuje vSechny sloupce jednotkové matice fadu m, nazveme
soustavou v kanonickém tvaru.



Simplexova tabulka

Uvedenou soustavu rovnic mizeme zapsat maticove jako

(A, 1)-(x1, X2, X3, X4, X5)| = b, kde | je jednotkova matice fadu m = 3.
Kazdou takovou soustavu m rovnic pro m + n neznamych, kde matice leve
strany obsahuje vSechny sloupce jednotkové matice fadu m, nazveme
soustavou v kanonickém tvaru. Snadno vidime jedno z feSeni takové
soustavy: xy =0, xo =0, x3 = by =40, x4 = bo = 60, x5 = b; = 25, jde
dokonce o feSeni zakladni. Znazornéme vSe do prehledné tabulky:

zakl. prom. X1 X2 X3 X4 X5 b,'
X3 % % 1 0 040
Xa ;3 |0 1 060
X5 0 1T ]lo o 1]25
Z 20 —14]0 0 00




Simplexova tabulka

Uvedenou soustavu rovnic mizeme zapsat maticove jako

(A, 1)-(x1, X2, X3, X4, X5)| = b, kde | je jednotkova matice fadu m = 3.
Kazdou takovou soustavu m rovnic pro m + n neznamych, kde matice leve
strany obsahuje vSechny sloupce jednotkové matice fadu m, nazveme
soustavou v kanonickém tvaru. Snadno vidime jedno z feSeni takové
soustavy: xy =0, xo =0, x3 = by =40, x4 = bo = 60, x5 = b; = 25, jde
dokonce o feSeni zakladni. Znazornéme vSe do prehledné tabulky:

zakl. prom. X1 X2 X3 X4 X5 b,'
X3 % % 1 0 040
Xa ;3 |0 1 060
X5 0 1T ]lo o 1]25
Z 20 —14]0 0 00

Posledni fadek odpovida ucelové funkci v tzv. anulovaném tvaru, pivodni
vyjadreni z = 20x; + 14x, [v tis. K&] jsme prevedli na tvar

z —20x; — 14x2 — 0x3 — 0x4 — Oxs, pro vychozi zakladni feSeni dostaneme
hodnotu ucelové funkce z = 0, viz pravy dolni roh tabulky. Uvedené schéma
nazveme vychozi simplexovou tabulkou ulohy.



Simplexova metoda

Simplexova metoda je iterani postup k nalezeni optimalniho feseni tlohy LP.
Uvodnim krokem je nalezeni vychoziho zékladniho fegeni. U tloh
obsahujicich pouze nerovnice typu "<"je tento krok diky pfidatnym
proménnym jednoduchy, u jinych typu Uloh jej ziskdme feSenim pocatecni
tlohy minimalizace pomocnych proménnych vyjadfujicich poruseni
omezujicich podminek, hovofime pak o dvoufazové simplexové metode. Dale
metoda v jednotlivych krocich vypocte nové zakladni feSeni s lepsi hodnotou
UcCelové funkce. Po kone¢ném poctu krokl se nalezne feSeni s nejlepsi
hodnotou G&elové funkce (podle zakladni véty LP jde pak o optimalni feSeni
celé ulohy) nebo se zjisti, Ze takové fesSeni neexistuje.



Simplexova metoda

Simplexova metoda je iterani postup k nalezeni optimalniho feseni tlohy LP.
Uvodnim krokem je nalezeni vychoziho zékladniho fegeni. U tloh
obsahujicich pouze nerovnice typu "<"je tento krok diky pfidatnym
proménnym jednoduchy, u jinych typu Uloh jej ziskdme feSenim pocatecni
tlohy minimalizace pomocnych proménnych vyjadfujicich poruseni
omezujicich podminek, hovofime pak o dvoufazové simplexové metode. Dale
metoda v jednotlivych krocich vypocte nové zakladni feSeni s lepsi hodnotou
UcCelové funkce. Po kone¢ném poctu krokl se nalezne feSeni s nejlepsi
hodnotou G&elové funkce (podle zakladni véty LP jde pak o optimalni feSeni
celé ulohy) nebo se zjisti, Ze takové feseni neexistuje. Na obrazku ukazme
schematické znazornéni postupu ve 3D.

Mnozina ptipustnych feSeni



Simplexova metoda

Simplexova metoda je iterani postup k nalezeni optimalniho feseni tlohy LP.
Uvodnim krokem je nalezeni vychoziho zékladniho fegeni. U tloh
obsahujicich pouze nerovnice typu "<"je tento krok diky pfidatnym
proménnym jednoduchy, u jinych typu Uloh jej ziskdme feSenim pocatecni
tlohy minimalizace pomocnych proménnych vyjadfujicich poruseni
omezujicich podminek, hovofime pak o dvoufazové simplexové metode. Dale
metoda v jednotlivych krocich vypocte nové zakladni feSeni s lepsi hodnotou
UcCelové funkce. Po kone¢ném poctu krokl se nalezne feSeni s nejlepsi
hodnotou G&elové funkce (podle zakladni véty LP jde pak o optimalni feSeni
celé ulohy) nebo se zjisti, Ze takové feseni neexistuje. Na obrazku ukazme
schematické znazornéni postupu ve 3D.

vychozi bod

Vychozi zakladni feSeni



Simplexova metoda

Simplexova metoda je iterani postup k nalezeni optimalniho feseni tlohy LP.
Uvodnim krokem je nalezeni vychoziho zékladniho fegeni. U tloh
obsahujicich pouze nerovnice typu "<"je tento krok diky pfidatnym
proménnym jednoduchy, u jinych typu Uloh jej ziskdme feSenim pocatecni
tlohy minimalizace pomocnych proménnych vyjadfujicich poruseni
omezujicich podminek, hovofime pak o dvoufazové simplexové metode. Dale
metoda v jednotlivych krocich vypocte nové zakladni feSeni s lepsi hodnotou
UcCelové funkce. Po kone¢ném poctu krokl se nalezne feSeni s nejlepsi
hodnotou G&elové funkce (podle zakladni véty LP jde pak o optimalni feSeni
celé ulohy) nebo se zjisti, Ze takové feseni neexistuje. Na obrazku ukazme
schematické znazornéni postupu ve 3D.

vychozi bod

Pfesuneme se do sousedniho vrcholu s leps$i hodnotou ucelové funkce



Simplexova metoda

Simplexova metoda je iterani postup k nalezeni optimalniho feseni tlohy LP.
Uvodnim krokem je nalezeni vychoziho zékladniho fegeni. U tloh
obsahujicich pouze nerovnice typu "<"je tento krok diky pfidatnym
proménnym jednoduchy, u jinych typu Uloh jej ziskdme feSenim pocatecni
tlohy minimalizace pomocnych proménnych vyjadfujicich poruseni
omezujicich podminek, hovofime pak o dvoufazové simplexové metode. Dale
metoda v jednotlivych krocich vypocte nové zakladni feSeni s lepsi hodnotou
UcCelové funkce. Po kone¢ném poctu krokl se nalezne feSeni s nejlepsi
hodnotou G&elové funkce (podle zakladni véty LP jde pak o optimalni feSeni
celé ulohy) nebo se zjisti, Ze takové feseni neexistuje. Na obrazku ukazme
schematické znazornéni postupu ve 3D.

vychozi bod

Ptesuneme se do sousedniho vrcholu s jesté lepsi hodnotou Ucelové funkce



Simplexova metoda

Simplexova metoda je iterani postup k nalezeni optimalniho feseni tlohy LP.
Uvodnim krokem je nalezeni vychoziho zékladniho fegeni. U tloh
obsahujicich pouze nerovnice typu "<"je tento krok diky pfidatnym
proménnym jednoduchy, u jinych typu Uloh jej ziskdme feSenim pocatecni
tlohy minimalizace pomocnych proménnych vyjadfujicich poruseni
omezujicich podminek, hovofime pak o dvoufazové simplexové metode. Dale
metoda v jednotlivych krocich vypocte nové zakladni feSeni s lepsi hodnotou
UcCelové funkce. Po kone¢ném poctu krokl se nalezne feSeni s nejlepsi
hodnotou G&elové funkce (podle zakladni véty LP jde pak o optimalni feSeni
celé ulohy) nebo se zjisti, Ze takové feseni neexistuje. Na obrazku ukazme
schematické znazornéni postupu ve 3D.

vychozi bod

Zase se presuneme do sousedniho vrcholu s lepsi hodnotou Ucelové funkce



Simplexova metoda

Simplexova metoda je iterani postup k nalezeni optimalniho feseni tlohy LP.
Uvodnim krokem je nalezeni vychoziho zékladniho fegeni. U tloh
obsahujicich pouze nerovnice typu "<"je tento krok diky pfidatnym
proménnym jednoduchy, u jinych typu Uloh jej ziskdme feSenim pocatecni
tlohy minimalizace pomocnych proménnych vyjadfujicich poruseni
omezujicich podminek, hovofime pak o dvoufazové simplexové metode. Dale
metoda v jednotlivych krocich vypocte nové zakladni feSeni s lepsi hodnotou
UcCelové funkce. Po kone¢ném poctu krokl se nalezne feSeni s nejlepsi
hodnotou G&elové funkce (podle zakladni véty LP jde pak o optimalni feSeni
celé ulohy) nebo se zjisti, Ze takové feseni neexistuje. Na obrazku ukazme
schematické znazornéni postupu ve 3D.

optimum

vychozi bod

Nelze se presunout do zadného lepsSiho bodu, byl nalezen bod optima



Iteracni krok simplexové metody

Cisla z; v spodnim fadku simplexové tabulky nazyvame redukované ceny.
Ukazuji, jak se zméni ucelova funkce pfi pfechodu k novému zakladnimu
feSeni. Stane-li se nezakladni proménna xx proménnou zakladni, tj. zméni-li
hodnotu z 0 na t > 0, bude pfirGstek Ucelové funkce Az = —t - z.



Iteracni krok simplexové metody

Cisla z; v spodnim fadku simplexové tabulky nazyvame redukované ceny.
Ukazuji, jak se zméni ucelova funkce pfi pfechodu k novému zakladnimu
feseni. Stane-li se nezakladni proménna xx proménnou zakladni, tj. zméni-li
hodnotu z 0 na t > 0, bude pFirlistek G¢elové funkce Az = —t - z. Pfi
maximalizaci chceme, aby toto Az bylo kladné, tj. aby zx < 0. Pokud jsou
vSechny redukované ceny nezdporné , jiz nejde zvysit hodnotu Ucelové

funkce, feseni je optimalni .



Iteracni krok simplexové metody

Cisla z; v spodnim fadku simplexové tabulky nazyvame redukované ceny.
Ukazuji, jak se zméni ucelova funkce pfi pfechodu k novému zakladnimu
feseni. Stane-li se nezakladni proménna xx proménnou zakladni, tj. zméni-li
hodnotu z 0 na t > 0, bude pFirlistek G¢elové funkce Az = —t - z. Pfi
maximalizaci chceme, aby toto Az bylo kladné, tj. aby zx < 0. Pokud jsou
vSechny redukované ceny nezdporné , jiz nejde zvysit hodnotu Ucelové

funkce, feSeni je optimalni . Jinak vybereme X, pro které je zx nejmensi

(fikame mu vstupujici proménna), a nahradime s nim nékterou zakladni
(vystupuijici) proménnou.



Iteracni krok simplexové metody

Cisla z; v spodnim fadku simplexové tabulky nazyvame redukované ceny.
Ukazuji, jak se zméni ucelova funkce pfi pfechodu k novému zakladnimu
feseni. Stane-li se nezakladni proménna xx proménnou zakladni, tj. zméni-li
hodnotu z 0 na t > 0, bude pFirlistek G¢elové funkce Az = —t - z. Pfi
maximalizaci chceme, aby toto Az bylo kladné, tj. aby zx < 0. Pokud jsou
vSechny redukované ceny nezdporné , jiz nejde zvysit hodnotu Ucelové

funkce, feseni je optimalni . Jinak vybereme x, pro které je zx nejmensi
(fikdme mu vstupujici proménna), a nahradime s nim nékterou zakladni
(vystupuijici) proménnou. Tedy pro nasi simplexovou tabulku

zakl. prom. X1 Xo X3 X4 Xs ﬁ,‘
X3 % % 1 0 040
Xa ;3 |0 1 060
X5 0 1 ]lo o 1]25
Z 20 —14]0 0 00

bude vstupuijici proménnou x;, protoze —20 je nejmensi hodnota na

poslednim fadku.




Iteracni krok simplexové metody

Volba vystupujici proménné vychazi z nutnosti zachovat pfipustnost reseni,
tedy nezdpornost vSech zakladnich proménnych. ZapiSme tuto podminku pro
nové hodnoty plvodnich z&kladnich proménnych x3, x4, xs, jestlize nové

x1 = t. Z platnosti rovnic:

X3 =40-1t>0

X4 =60—3t>0

Xx5=25-0>0

Ztejmé nejvétsi mozné takové t je t = 80, pro né dostaneme x3 = 0. To se
nyni stane vystupujici proménnou. Tabulku pfepocteme elementarnimi
Upravami tak, abychom vlevo nahote dostali jedniCku a pod ni samé nuly.



Iteracni krok simplexové metody

Volba vystupujici proménné vychazi z nutnosti zachovat pfipustnost reseni,
tedy nezdpornost vSech zakladnich proménnych. ZapiSme tuto podminku pro
nové hodnoty plvodnich z&kladnich proménnych x3, x4, xs, jestlize nové

x1 = t. Z platnosti rovnic:

X3 =40-1t>0

X4 =60—3t>0

Xx5=25-0>0

Ztejmé nejvétsi mozné takové t je t = 80, pro né dostaneme x3 = 0. To se
nyni stane vystupujici proménnou. Tabulku pfepocteme elementarnimi
Upravami tak, abychom vlevo nahote dostali jedniCku a pod ni samé nuly.

zakl. prom. X1 Xo X3 X4 Xs ﬂ,‘
X3 % flf 1 0 040
Xa ;3 |0 1 060
X5 0 1 ]o o 1]25
Z 20 —14|0 0 00

Prvni fadek vynasobime dvojkou



Iteracni krok simplexové metody

Volba vystupujici proménné vychazi z nutnosti zachovat pfipustnost reseni,
tedy nezdpornost vSech zakladnich proménnych. ZapiSme tuto podminku pro
nové hodnoty plvodnich z&kladnich proménnych x3, x4, xs, jestlize nové

x1 = t. Z platnosti rovnic:

X3 =40-1t>0

X4 =60—3t>0

Xx5=25-0>0

Ztejmé nejvétsi mozné takové t je t = 80, pro né dostaneme x3 = 0. To se
nyni stane vystupujici proménnou. Tabulku pfepocteme elementarnimi
Upravami tak, abychom vlevo nahote dostali jedniCku a pod ni samé nuly.

zakl. prom. X1 Xo X3 X4 X5 ﬂ,‘
X 1 I 2 0 0180
Xa ! % 0 1 0|60
X5 0o 1 ]lo o 1]25
Z 20 140 0 0] 0

Odecteme jeho polovinu od druhého



Iteracni krok simplexové metody

Volba vystupujici proménné vychazi z nutnosti zachovat pfipustnost reseni,
tedy nezdpornost vSech zakladnich proménnych. ZapiSme tuto podminku pro
nové hodnoty plvodnich z&kladnich proménnych x3, x4, xs, jestlize nové

x1 = t. Z platnosti rovnic:

X3 =40-1t>0

X4 =60—3t>0

Xx5=25-0>0

Ztejmé nejvétsi mozné takové t je t = 80, pro né dostaneme x3 = 0. To se
nyni stane vystupujici proménnou. Tabulku pfepocteme elementarnimi
Upravami tak, abychom vlevo nahote dostali jedniCku a pod ni samé nuly.

zakl. prom. X1 Xo X3 X4 X5 ﬂ,‘
X 1 I 2 0 0180
X4 0 i -1 0|20
X5 o 1 ]lo o 1|25
Z 20 -14|0 0 0] 0

Nakonec pfi¢teme jeho dvacetinasobek k poslednimu.




Iteracni krok simplexové metody

Volba vystupujici proménné vychazi z nutnosti zachovat pfipustnost reseni,
tedy nezdpornost vSech zakladnich proménnych. ZapiSme tuto podminku pro
nové hodnoty plvodnich z&kladnich proménnych x3, x4, xs, jestlize nové

x1 = t. Z platnosti rovnic:

X3 =40-1t>0

X4 =60—3t>0

Xx5=25-0>0

Ztejmé nejvétsi mozné takové t je t = 80, pro né dostaneme x3 = 0. To se
nyni stane vystupujici proménnou. Tabulku pfepocteme elementarnimi
Upravami tak, abychom vlevo nahote dostali jedniCku a pod ni samé nuly.

zakl. prom. | Xi Xo X3 X4 Xs ﬁ,‘
Xi 1 1 ]2 0 0] 80
X4 0 i -1 1 0 20
X5 o 1lo o 1] 25
Z 0O —-4140 0 O | 1600

Dostali jsme novou tabulku.



Dalsi iteracni krok

Redukovana cena z, = —4 naznacuije, Ze lze jesté zvysit U¢elovou funkci,
jestlize zvolime x» jako vstupujici.

zakl. prom. | Xi Xo X3 X4 Xs ﬁ,’
Xi 1 1 ]2 0 0] 80
X4 0 i -1 1 0 20
X5 o 1o o 1] 25
Z; 0O 4140 0 O | 1600




Dalsi iteracni krok

Redukovana cena z, = —4 naznacuije, Ze lze jesté zvysit U¢elovou funkci,
jestlize zvolime x» jako vstupujici.

zakl. prom. | Xi Xo X3 X4 Xs ﬂ,’
Xi 1 1 ]2 0 0] 80
X4 0 i -1 1 0 20
X5 o 1o o 1] 25
Z; 0O 4140 0 O | 1600

Nejvyssi hodnotou t, pro kterou mizeme polozit x, = t, je

min{2.80, 4.20, 4.25} = 80. Vyjdou ndm pak nové hodnoty zakladnich
proménnych x; = 80 — 3t =40, X, =20 — 3t =0, Xs =25 — 1t = 5. Tedy x4
se stane nezakladni, je vystupujici proménnou.



Dalsi iteracni krok

Redukovana cena z, = —4 naznacuije, Ze lze jesté zvysit U¢elovou funkci,
jestlize zvolime x» jako vstupujici.

zakl. prom. | Xi Xo X3 X4 Xs ﬂ,’
Xi 1 1 ]2 0 0] 80
X4 0 i -1 1 0 20
X5 o 1o o 1] 25
Z; 0O 4140 0 O | 1600

Nejvyssi hodnotou t, pro kterou mizeme polozit x, = t, je

min{2.80, 4.20, 4.25} = 80. Vyjdou ndm pak nové hodnoty zakladnich
proménnych x; = 80 — 3t =40, X, =20 — 3t =0, Xs =25 — 1t = 5. Tedy x4
se stane nezakladni, je vystupujici proménnou.

zakl. prom. | Xi Xo X3 X4 Xs ﬂ,’
X1 1 I ]2 0 0] 80
X4 0 i -1 1 0] 20
Xs 0 ;|0 o0 1] 25
z; 0 —4/40 0 0 [ 1600

Vynasobime druhy fadek 4.



Dalsi iteracni krok

Redukovana cena z, = —4 naznacuije, Ze lze jesté zvysit U¢elovou funkci,
jestlize zvolime x» jako vstupujici.

zakl. prom. | Xi Xo X3 X4 Xs ﬂ,’
Xi 1 1 ]2 0 0] 80
X4 0 i -1 1 0 20
X5 o 1o o 1] 25
Z; 0O 4140 0 O | 1600

Nejvyssi hodnotou t, pro kterou mizeme polozit x, = t, je

min{2.80, 4.20, 4.25} = 80. Vyjdou ndm pak nové hodnoty zakladnich
proménnych x; = 80 — 3t =40, X, =20 — 3t =0, Xs =25 — 1t = 5. Tedy x4
se stane nezakladni, je vystupujici proménnou.

zakl. prom. | Xi Xo X3 X4 Xs i
Xy 1 I ]2 0 0] 80
Xo 0 1 -4 4 0 80
X5 0o 1]o0o o0 1] 25
Z; 0O —4140 0 0 | 1600

Odecteme jeho polovinu od prvniho.




Dalsi iteracni krok

Redukovana cena z, = —4 naznacuije, Ze lze jesté zvysit U¢elovou funkci,
jestlize zvolime x» jako vstupujici.

zakl. prom. | Xi Xo X3 X4 Xs ﬂ,’
Xi 1 1 ]2 0 0] 80
X4 0 i -1 1 0 20
X5 o 1o o 1] 25
Z; 0O 4140 0 O | 1600

Nejvyssi hodnotou t, pro kterou mizeme polozit x, = t, je

min{2.80, 4.20, 4.25} = 80. Vyjdou ndm pak nové hodnoty zakladnich
proménnych x; = 80 — 3t =40, X, =20 — 3t =0, Xs =25 — 1t = 5. Tedy x4
se stane nezakladni, je vystupujici proménnou.

zakl.prom. | X1 X2 | X3 X4 X5 ;
X4 1 0 4 0 O 40
Xo 0 1 -4 4 0 80
X5 0 ‘1‘ 0O 0 1 25
Z 0O —-4/40 0 0 | 1600

Odecteme jeho Ctvrtinu od tretiho.



Dalsi iteracni krok

Redukovana cena z, = —4 naznacuije, Ze lze jesté zvysit U¢elovou funkci,
jestlize zvolime x» jako vstupujici.

zakl. prom. | Xi Xo X3 X4 Xs ﬂ,’
Xi 1 1 ]2 0 0] 80
X4 0 i -1 1 0 20
X5 o 1o o 1] 25
Z; 0O 4140 0 O | 1600

Nejvyssi hodnotou t, pro kterou mizeme polozit x, = t, je

min{2.80, 4.20, 4.25} = 80. Vyjdou ndm pak nové hodnoty zakladnich
proménnych x; = 80 — 3t =40, X, =20 — 3t =0, Xs =25 — 1t = 5. Tedy x4
se stane nezakladni, je vystupujici proménnou.

zakl.prom. | X1 X2 | X3 X4 X5 ;
X4 1 0 4 0 O 40
Xo 0 1 -4 4 0 80
Xs 0 0 1 -1 1 5
Z 0O —-4140 0 0 | 1600

Nakonec pricteme jeho Ctyfnasobek k poslednimu.




Dalsi iteracni krok

Redukovana cena z, = —4 naznacuije, Ze lze jesté zvysit U¢elovou funkci,
jestlize zvolime x» jako vstupujici.

zakl. prom. | Xi Xo X3 X4 Xs ﬂ,’
Xi 1 1 ]2 0 0] 80
X4 0 i -1 1 0 20
X5 o 1o o 1] 25
Z; 0O 4140 0 O | 1600

Nejvyssi hodnotou t, pro kterou mizeme polozit x, = t, je

min{2.80, 4.20, 4.25} = 80. Vyjdou ndm pak nové hodnoty zakladnich
proménnych x; = 80 — 3t =40, X, =20 — 3t =0, Xs =25 — 1t = 5. Tedy x4
se stane nezakladni, je vystupujici proménnou.

zakl.prom. | Xy Xo | X3 X4 Xs ;
X4 1 0|4 0 O 40
Xo O 1|4 4 0 80
Xs o o1 -1 A1 5
Z 0 0|24 16 0 | 1920

Dostali jsme novou tabulku.



Ukonéeni vypoctu

Ve vysledné tabulce jsou jiz vSechny redukované ceny nezaporné:

zakl. prom. | Xi Xo | X3 X4 Xs B,’
X 1 0|4 0 O 40
Xo o 1|4 4 O 80
X5 o o1 -1 A1 5
Z; 0 0|24 16 0 | 1920

Nelze tedy jiz zvysit hodnotu Uc¢elové funkce, maximalni zisk je 1920 tisic.
Nezakladni proménné jsou x3, X4, ty budou tedy nulové. Hodnoty zakladnich
proménnych vyéteme z tabulky: x; = 40, xo = 80, x5 = 5. To nam fika, ze
optimalné mame vyrobit 40 tun smési Mocca a 80 tun smési Standard,
pricemz zcela spotfebujeme prvni dvé suroviny a zbyde nam pét tun treti
suroviny.



Ukonéeni vypoctu

Ve vysledné tabulce jsou jiz vSechny redukované ceny nezaporné:

zakl. prom. | Xi Xo | X3 X4 Xs B,’
X 1 0|4 0 O 40
Xo o 1|4 4 O 80
X5 o o1 -1 A1 5
Z; 0 0|24 16 0 | 1920

Nelze tedy jiz zvysit hodnotu Uc¢elové funkce, maximalni zisk je 1920 tisic.
Nezakladni proménné jsou x3, X4, ty budou tedy nulové. Hodnoty zakladnich
proménnych vyéteme z tabulky: x; = 40, xo = 80, x5 = 5. To nam fika, ze
optimalné mame vyrobit 40 tun smési Mocca a 80 tun smési Standard,
pricemz zcela spotfebujeme prvni dvé suroviny a zbyde nam pét tun treti
suroviny.

Pozn.: Pro minimalizacni Glohu by se obratila role znamének v dolnim fadku
- vybirali bychom vstupujici proménnou podle nejvy$si redukované ceny a
vypocet bychom ukongili az by vS§echny redukované ceny byly < 0.



Dvoufazova simplexova metoda

Vyskytuji-li se v Gloze i jind omezeni nez nerovnosti typu "<", je nutné nejprve
najit vychozi pripustné zakladni feSeni. K tomu slouzi prvni faze simplexové
metody. Ukazme si ji na ilustracnim piikladé.
Z =Xy — Xo — min
za podminek
X1 >2
Xo >2
5% + 10xx <50



Dvoufazova simplexova metoda

Vyskytuji-li se v Gloze i jind omezeni nez nerovnosti typu "<", je nutné nejprve
najit vychozi pripustné zakladni feSeni. K tomu slouzi prvni faze simplexové
metody. Ukazme si ji na ilustracnim piikladé.
Z =Xy — Xo — min
za podminek
X1 >2
Xo >2
5% + 10xx <50

Omezujici podminky Ize opét zavedenim nezapornych pfidatnych
proménnych prevést na rovnosti:
Xq —X3 =2
Xo —X4 =2
5x¢ + 10x» +x5 =50



Dvoufazova simplexova metoda

Vyskytuji-li se v Gloze i jind omezeni nez nerovnosti typu "<", je nutné nejprve
najit vychozi pripustné zakladni feSeni. K tomu slouzi prvni faze simplexové
metody. Ukazme si ji na ilustranim ptikladé.
Z=X{ — Xp — min
za podminek
X1 >2
Xo >2
5% + 10xx <50

Omezujici podminky Ize opét zavedenim nezapornych pfidatnych
proménnych prevést na rovnosti:

Xq —X3 =2
Xo —X4 =2
5x¢ + 10x» +x5 =150

Bohuzel nejde o soustavu v kanonickém tvaru, protoZe koeficienty u x3 a x4
nejsou = 1. Proto pfiCteme k levym stranam pfislusnych omezeni jesté
nezaporné pomocné promenné y;, y» a tyto proménné jiz budou spolu s x5
zakladnimi. Pro vychozi bod plati y1 = y» = 2, x5 = 50, coZ vSak neni
pripustné pro plvodni tlohu.



Dvoufazova simplexova metoda

K ziskani pfipustného feSeni ptivodni Ulohy je treba zajistit, aby y; = y» = 0.
To Ize pomoci minimalizace pomocné Ucelové funkce z’' = y; + yo. (jestlize
ma tato funkce minimum >0, pak vychozi Gloha nema zadné pfipustné
feseni). Vyjadieme z’' pomoci nezakladnich proménnych a vysledné
redukované ceny zapiSme do simplexové tabulky:
Z=Q2-x1+x3)+R2—Xo+Xs)=4—X1 —Xo+ X3+ X4



Dvoufazova simplexova metoda

K ziskani pfipustného feSeni ptivodni Ulohy je treba zajistit, aby y; = y» = 0.
To Ize pomoci minimalizace pomocné Ucelové funkce z’' = y; + yo. (jestlize
ma tato funkce minimum >0, pak vychozi Gloha nema zadné pfipustné
feseni). Vyjadieme z’' pomoci nezakladnich proménnych a vysledné
redukované ceny zapiSme do simplexové tabulky:
Z=Q2-x1+x3)+R2—Xo+Xs)=4—X1 —Xo+ X3+ X4

zakl.prom. | X1 X | X3 X4 X5 Y1 Yo | Bi
2 1 o1 0o O 1 o0 2
Yo o 1 o 1 0 0 1 2
X5 5 100 0 1 0 0|50
z; 1 1/-1 -1 0 0 0| 4

Jako vstupujici proménnou mizeme zvolit x; nebo x,, zvolme napf. tu druhou.



Dvoufazova simplexova metoda

K ziskani pfipustného feSeni ptivodni Ulohy je treba zajistit, aby y; = y» = 0.
To Ize pomoci minimalizace pomocné Ucelové funkce z’' = y; + yo. (jestlize
ma tato funkce minimum >0, pak vychozi Gloha nema zadné pfipustné
feseni). Vyjadieme z’' pomoci nezakladnich proménnych a vysledné
redukované ceny zapiSme do simplexové tabulky:
Z=Q2-x1+x3)+R2—Xo+Xs)=4—X1 —Xo+ X3+ X4

zakl.prom. | X1 X | X3 X4 X5 Y1 Yo | Bi
2 1 o1 0o O 1 o0 2
Yo o 1 o 1 0 0 1 2
X5 5 100 0 1 0 050
z; 1 1/-1 -1 0 0 0| 4

Od tretino fadku odeéteme desetinasobek druhého.



Dvoufazova simplexova metoda

K ziskani pfipustného feSeni ptivodni Ulohy je treba zajistit, aby y; = y» = 0.
To Ize pomoci minimalizace pomocné Ucelové funkce z’' = y; + yo. (jestlize
ma tato funkce minimum >0, pak vychozi Gloha nema zadné pfipustné
feseni). Vyjadieme z’' pomoci nezakladnich proménnych a vysledné
redukované ceny zapiSme do simplexové tabulky:
Z=Q2-x1+x3)+R2—Xo+Xs)=4—X1 —Xo+ X3+ X4

zakl.prom. | X1 Xo | X3 X4 X5 Y1 Yo | Bi
2 i 0|-1 0 O 1 0 2
Yo o 1t]0 -1 0 O 1 2
X5 5 00 10 1 0 -10|30
z; 1 1/-1 -1 0 O 0 4

Od ¢tvrtého fadku odecteme druhy.



Dvoufazova simplexova metoda

K ziskani pfipustného feSeni ptivodni Ulohy je treba zajistit, aby y; = y» = 0.
To Ize pomoci minimalizace pomocné Ucelové funkce z’' = y; + yo. (jestlize
ma tato funkce minimum >0, pak vychozi Gloha nema zadné pfipustné
feseni). Vyjadieme z’' pomoci nezakladnich proménnych a vysledné
redukované ceny zapiSme do simplexové tabulky:
Z=Q2-x1+x3)+R2—Xo+Xs)=4—X1 —Xo+ X3+ X4

zakl.prom. | X1 Xo | X3 X4 X5 Y1 Yo | Bi
2 i 0|-1 0 O 1 0 2
Xo o 110 -1 0 O 1 2
X5 5 0]0 10 1 0 -10|30
z; i 0|-1 0 O O -1 2

Ziskali jsme novou tabulku, vstupujici proménnou bude x;. Od tfetiho fadku
odeclteme pétkrat prvni.



Dvoufazova simplexova metoda

K ziskani pfipustného feSeni ptivodni Ulohy je treba zajistit, aby y; = y» = 0.
To Ize pomoci minimalizace pomocné Ucelové funkce z’' = y; + yo. (jestlize
ma tato funkce minimum >0, pak vychozi Gloha nema zadné pfipustné
feseni). Vyjadieme z’' pomoci nezakladnich proménnych a vysledné
redukované ceny zapiSme do simplexové tabulky:
Z=Q2-x1+x3)+R2—Xo+Xs)=4—X1 —Xo+ X3+ X4

zakl.prom. | X1 Xo | X3 X4 X5 Y1 Yo | Bi
2 i 0|-1 0 O 1 0 2
Xo o 110 -1 0 O 1 2
X5 0O o5 10 1t -5 -10|20
z; i 0|-1 0 O O -1 2

Od posledniho fadku odecteme prvni.



Dvoufazova simplexova metoda

K ziskani pfipustného feSeni ptivodni Ulohy je treba zajistit, aby y; = y» = 0.
To Ize pomoci minimalizace pomocné Ucelové funkce z’' = y; + yo. (jestlize
ma tato funkce minimum >0, pak vychozi Gloha nema zadné pfipustné
feseni). Vyjadieme z’' pomoci nezakladnich proménnych a vysledné
redukované ceny zapiSme do simplexové tabulky:
Z=Q2-x1+x3)+R2—Xo+Xs)=4—X1 —Xo+ X3+ X4

zakl.prom. | X1 Xo | X3 X4 X5 Y1 Yo | Bi
X i 0|1 0 O 1 0 2
Xo o 110 -1 0 O 1 2
X5 0O o5 10 1t -5 -10|20
z; O oj|0 O O -1 - 0

Nalezli jsme minimum pomocné fce z’ = 0, mizeme tedy zahajit 2. fazi:
vynechame yy, y» a z bodu [2, 2,0, 0, 20] minimalizujeme funkci
Z=x1— X2 =(2—x3) — (2 — X4) = —X3 + Xa, jejiz redukované ceny pfidame
do tabulky.

Pozn.: kdyby vyslo z;,, # 0, nema vychozi uloha zadne pfipustné feseni.



Dvoufazova simplexova metoda

Druhou fazi jiz dofeSime béznym zplsobem:

zakl. prom. | X1 Xo | X3 X4 X5 | [
Xq 1 0|-1 0 0] 2
Xo O 10 -1 0|2
X5 0 0|5 10 1|20
Z 0O 0 |-1 1 0|0

Jako vstupujici volime x4.




Dvoufazova simplexova metoda

Druhou fazi jiz dofeSime béznym zplsobem:

zakl. prom. | X1 Xo | X3 X4 X5 | [
X 1 0|-1 0 0] 2
Xo O 10 -1 0|2
X5 0O 0|5 10 1|20
Z o o1 1 0|0

Treti fadek vydélime 10.




Dvoufazova simplexova metoda

Druhou fazi jiz dofeSime béznym zplsobem:

zakl.prom. | X1 Xo | X3 X4 Xs | i
X 1 0|1 0 O0]2
Xo o 1|0 -1 0|2
Xs 0 o|F 1 &2
Z o o|-1 1 0/|O0

Pricteme treti k druhému.




Dvoufazova simplexova metoda

Druhou fazi jiz dofeSime béznym zplsobem:

zakl.prom. | X1 Xo | X3 X4 Xs | i
X 1 0|-1 0 0]2
Xo 0o 1 % 0 1‘—0 4
X5 0 O % 1 1‘—0 2
Z o o|-1 1 01O

Odecteme treti od posledniho.




Dvoufazova simplexova metoda

Druhou fazi jiz dofeSime béznym zplsobem:

l—
(=]

zakl. prom. Xo | X3 X4 X5 | i
Xq 0O(-1 0 0|2
Xo 1 % 0 11—0 4
X4 0 % 1 11—0 2
z; 0[-3 0 -5]|-2

Dostali jsme optimalni tabulku, je tedy x; =2, X0 =4, Zgpt = —2.




Dvoufazova simplexova metoda

Cely postup v grafickém znazornéni:

Mnozina pfipustnych feSeni M. P¥i zahajeni prvni faze jsou obé proménné
X1, X2 nezakladni, vychazime tedy z pocatku.



Dvoufazova simplexova metoda

Cely postup v grafickém znazornéni:

Po prvnim kroku se proménna x, stala zakladni s hodnotou x, = 2.



Dvoufazova simplexova metoda

Cely postup v grafickém znazornéni:

V dal§im kroku se i proménna x; stala zakladni s hodnotou x; = 2, dosahli
jsme ptipustné mnoziny a startujeme druhou fazi.



Dvoufazova simplexova metoda

Cely postup v grafickém znazornéni:

Po jednom kroku dosdhneme optima v bodé [x1, x2] = [2, 4].



Uskali simplexové metody - degenerace

Je-li bazicka souradnice feSeni rovna 0 (tj. nulova pfislusna prava strana),
fekneme Ze doSlo k degeneraci. Hrozi pak nebezpeci zacykleni (po nékolika
krocich se vratime do stejného vrcholu pfipustné mnoziny). Degenerace je
zplsobena tim, Ze nékteré omezeni je nadbyte€né.



Uskali simplexové metody - degenerace

Je-li bazicka souradnice feseni rovna 0 (tj. nulova pfislusna prava strana),
fekneme Ze doslo k degeneraci. Hrozi pak nebezpeci zacykleni (po nékolika
krocich se vratime do stejného vrcholu pfipustné mnoziny). Degenerace je
zplsobena tim, Ze nékteré omezeni je nadbyte€né.
Degeneraci Ize odstranit nékolika zpUsoby

@ Modifikace testu optima

@ Charnesova metoda - upravi nulové pravé strany na kladné

@ Blandovo pravidlo - modifikuje urceni klicového sloupce i kliCového fadku



Uskali simplexové metody - degenerace

Je-li bazicka souradnice feseni rovna 0 (tj. nulova pfislusna prava strana),
fekneme Ze doslo k degeneraci. Hrozi pak nebezpeci zacykleni (po nékolika
krocich se vratime do stejného vrcholu pfipustné mnoziny). Degenerace je
zplsobena tim, Ze nékteré omezeni je nadbyte€né.
Degeneraci Ize odstranit nékolika zpUsoby

@ Modifikace testu optima

@ Charnesova metoda - upravi nulové pravé strany na kladné

@ Blandovo pravidlo - modifikuje urceni klicového sloupce i kliCového fadku
\
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Uskali - ptipad vice optimalnich feseni

Je-li ve vystupni tabulce odpovidajici optimalnimu feSeni x néktery nebazicky
(nezakladni) koeficient v fadku z roven 0, pak pokud s proménnou pfisluSnou
tomuto koeficientu vstoupime do baze, dostaneme feseni x’, které bude
rovnéz optimalni. Optimum pak nenastava pouze v obou vrcholech x a x’, ale
také v kazdém bodé hrany mezi nimi. (v pfripadé tfi optimalnich soused je
optimalni dokonce cela sténa jimi uréena, atd.)



Uskali - ptipad vice optimalnich feseni

Je-li ve vystupni tabulce odpovidajici optimalnimu feSeni x néktery nebazicky
(nezakladni) koeficient v fadku z roven 0, pak pokud s proménnou pfisluSnou
tomuto koeficientu vstoupime do baze, dostaneme feseni x’, které bude
rovnéz optimalni. Optimum pak nenastava pouze v obou vrcholech x a x’, ale
také v kazdém bodé hrany mezi nimi. (v pfripadé tfi optimalnich soused je
optimalni dokonce cela sténa jimi uréend, atd.)




Uskali - neomezena piipustna mnozina

Jsou-li véechny hodnoty ve vstupnim sloupci v nékterém optimalizaénim
kroku < 0, tj. neexistuje Zadna kladna zmeéna pro dany sloupec, znamena to,
Ze mnozina pfipustnych fe$eni je neomezena (ve sméru optimalizace). V
praxi je to vétSinou zplsobeno chybnou formulaci tlohy (chybi urcité
omezeni, popfipadé néktery parametr neni dobfe odhadnut).



Uskali - neomezena piipustna mnozina

Jsou-li véechny hodnoty ve vstupnim sloupci v nékterém optimalizaénim
kroku < 0, tj. neexistuje Zadna kladna zmeéna pro dany sloupec, znamena to,
Ze mnozina pfipustnych fe$eni je neomezena (ve sméru optimalizace). V
praxi je to vétSinou zplsobeno chybnou formulaci tlohy (chybi urcité
omezeni, popfipadé néktery parametr neni dobfe odhadnut).

12
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Z = T + Ty — max




Uskali - prazdna pripustna mnozina

Neexistence pripustného feSeni se pozna podle toho, ze v 1.fazi dvoufazové
metody vyjde kladna optimalni hodnota. Je to zplsobeno tim, Ze omezeni si
odporuji. V podobnych situacich Ize vyuzit cilové programovani nebo
prehodnotit néktera omezeni.



Uskali - prazdné pfipustnd mnozina

Neexistence pripustného feSeni se pozna podle toho, ze v 1.fazi dvoufazové
metody vyjde kladna optimalni hodnota. Je to zplsobeno tim, Ze omezeni si
odporuji. V podobnych situacich Ize vyuzit cilové programovani nebo
prehodnotit néktera omezeni.

x4+ 29 <0

-20 -15 -10 -5 5 1 15




Dualita uloh LP

Na puvodni tlohu Ize nahlizet i jinym zplsobem. Predpokladejme, Ze bychom
suroviny nezpracovavali, ale rovnou prodali. Otazka zni, kdy se nam tento
pfimy prodej zdroju vyplati. To bude samoziejmé zaviset na zisku z prodeje
jednotlivych zdroju - vyjadfime jej pomoci tzv. dualnich proménnych, které
oznacime w; (v nasi Uloze mame tfi druhy kavovych bobd, tedy i = 1,2, 3).
Muzeme pak formulovat tzv. dudlni Glohu k vychozimu problému:

Jaky je minimalni zisk z prodeje zdroj, pfi kterém se nam nevyplati vyrabét
ani jeden vyrobek?



Dualita uloh LP

Na puvodni tlohu Ize nahlizet i jinym zplsobem. Predpokladejme, Ze bychom
suroviny nezpracovavali, ale rovnou prodali. Otazka zni, kdy se nam tento
pfimy prodej zdroju vyplati. To bude samoziejmé zaviset na zisku z prodeje
jednotlivych zdroju - vyjadfime jej pomoci tzv. dualnich proménnych, které
oznacime w; (v nasi Uloze mame tfi druhy kavovych bobd, tedy i = 1,2, 3).
Muzeme pak formulovat tzv. dudlni Glohu k vychozimu problému:

Jaky je minimalni zisk z prodeje zdroj, pfi kterém se nam nevyplati vyrabét
ani jeden vyrobek? Tedy minimalizujeme zisk z prodeje zdroju

g(w) = 40wy + 60w, + 25w3 za omezeni, Ze se nevyplati vyrabét ani smés

Mocca ani Standard, tedy, Ze plati nerovnosti 0,5w; + 0,5w, > 20,
0,5w; +0,25ws + 0,5w3 > 14.



Dualita uloh LP

Na puvodni tlohu Ize nahlizet i jinym zplsobem. Predpokladejme, Ze bychom
suroviny nezpracovavali, ale rovnou prodali. Otazka zni, kdy se nam tento
pfimy prodej zdroju vyplati. To bude samoziejmé zaviset na zisku z prodeje
jednotlivych zdrojl - vyjadiime jej pomoci tzv. dualnich proménnych, které
oznacime w; (v nasi Uloze mame tfi druhy kavovych bobd, tedy i = 1,2, 3).
Muzeme pak formulovat tzv. dudlni Glohu k vychozimu problému:
Jaky je minimalni zisk z prodeje zdroj, pfi kterém se nam nevyplati vyrabét
ani jeden vyrobek? Tedy minimalizujeme zisk z prodeje zdroju
g(w) = 40wy + 60w, + 25w3 za omezeni, Ze se nevyplati vyrabét ani smés
Mocca ani Standard, tedy, Ze plati nerovnosti 0,5w; + 0,5w, > 20,
0,5w; +0,25w> + 0,5w3 > 14. P¥i pouziti oznaceni zavedeného vySe, kde
¢ = (20, 14) je vektor zisk(l z prodeje smési , b = (40,60,25) " je vektor
kapacit surovin a A strukturni matice, miizeme porovnat maticovy zapis
puvodni, tzv. primarni tlohy a tlohy dudlni:

primarni tloha dualni uloha

maximalizovat z=¢' -x minimalizovat g(w) =b" -w

zapodm. A-x<b,x >0, zapodm. AT -w>c,w>0



Dualita uloh LP

Obecné Ize pro formulaci dualni Glohy k Gloze LP pouzit nasledujici pravidla:

Maximaliza¢ni Uloha
primarni

dudlni

omezeni typu <
omezeni typu >
omezeni typu rovnice
nezaporna proménna
nekladna proménna
proménna neomezena

S8 RO R A R R R N R

Minimaliza¢ni tloha
dualni

primarni

nezaporna proménna
nekladna proménna
proménna neomezena
omezeni typu >
omezeni typu <
omezeni typu rovnice



Dualita uloh LP

Vztah mezi vzajemné dualnimi Glohami Ize vyjadfrit vétou o dualité:
Existuje-li optimalni feSeni jedné z duélné sdruzenych uloh, potom existuje
i optimalni feSeni druhé Ulohy a navic optimalni hodnoty Ucelovych funkci
se sobé rovnaji!



Dualita uloh LP

Vztah mezi vzajemné dualnimi Glohami Ize vyjadfrit vétou o dualité:

Existuje-li optimalni feSeni jedné z duélné sdruzenych uloh, potom existuje

i optimalni feSeni druhé ulohy a navic optimalni hodnoty tcelovych funkci

se sobé rovnaji!
Z této véty logicky plyne, Ze pokud jedna ze sdruzenych uloh optimalni feSeni
nema, tak jej nemlze mit ani Uloha druhd, Ize ukazat, ze pokud jedna Uloha
nema zadné pripustné feSeni, tak druha Uloha je neomezena a naopak.
Dalsim dasledkem je tzv. slaba véta o dualité:

Hodnota Gcelové funkce maximalizaéni Glohy je vzdy mensi nebo rovna
hodnoté ucelové funkce minimalizaéni Glohy.



Dualita uloh LP

Vztah mezi vzajemné dualnimi Glohami Ize vyjadfrit vétou o dualité:

Existuje-li optimalni feSeni jedné z duélné sdruzenych uloh, potom existuje

i optimalni feSeni druhé ulohy a navic optimalni hodnoty tcelovych funkci

se sobé rovnaji!

Z této véty logicky plyne, Ze pokud jedna ze sdruzenych uloh optimalni feSeni
nema, tak jej nemlze mit ani Uloha druhd, Ize ukazat, ze pokud jedna Uloha
nema zadné pripustné feSeni, tak druha Uloha je neomezena a naopak.
Dalsim dasledkem je tzv. slaba véta o dualité:

Hodnota Gcelové funkce maximalizaéni Glohy je vzdy mensi nebo rovna
hodnoté ucelové funkce minimalizaéni Glohy.

Dale plati tzv. veéta o rovnovaze:
Je-li k-ta proménna v feseni primarni Ulohy nenulova (tedy kladna), pak je

k-ta podminka v feSeni dudlni Glohy spinéna jako rovnost. Rikame, Ze je k-ta
podminka aktivni.



PostoptimalizaCni analyza

Analyza citlivosti primarni Glohy zkouma, do jaké miry ovlivni pfipadné zmény
vstupnich Gdaju plvodni optimalni feSeni. Zejména nas zajimaji efekt pfi
zméne zisku z jednotlivého vyrobku, pfipadné pfi zméné v jednotlivém
kapacitnim omezeni. To Ize zjistit bez nutnosti prepocitavat celou tlohu
znovu. Uréujeme tzv. intervaly stability, a to pro:

@ koeficienty ucelové funkce cy, kdy zjistujeme, v jakém rozmezi hodnot
mizeme ménit jednotlivé ¢ (pfi zachovani hodnot ostatnich koeficient()
tak, aby nedoSlo ke zméné optimalniho feseni,

@ kapacitni omezeni b;, kdy zjiStujeme v jakém rozmezi se maze jednotlivé
b; pohybovat, aby nedo$lo ke zméné mnoziny zakladnich proménnych,
tedy byla zachovana mnozina aktivnich omezeni.

Pro manazerské rozhodovani je dulezité zjistit, jaky je vliv zmény
kapacitniho omezeni na hodnotu Ucelové funkce. To nam prozradi
optimalni hodnoty dudlnich proménnych w;. Tyto hodnoty se nazyvaji
stinové ceny a vyjadfuji hodnotu, o kterou se zméni hodnota tcelové
funkce, jestlize zvy§ime kapacitu i - tého zdroje b; o jednotku (za
predpokladu Ze se touto zménou nedostaneme mimo interval stability).



PostoptimalizaCni analyza - intervaly stability pro ceny

Vlastni uréeni intervall stability neni slozité a byva nedilnou soucasti
softwarovych vystupt. Dale si ukazeme grafickou interpretaci a odvozeni
interval( stability pro koeficienty G¢elové funkce v nasem jednoduchém
pfikladé optimalizace vyroby kavy. Na obrazku je vidét, jak Ize optimalni
izokvantu Ucelové funkce naklanét, aby stale bylo optimalnim feSenim x*.

t,

100
80

20 40 80 X4



PostoptimalizaCni analyza - intervaly stability pro ceny

Mezni hodnoty naklonéni uréime tak, Zze pfimka bude prochazet body
x* = [40,80],A = [20,100] resp. x* = [40,80], B = [80, 0]. Pro jeji smérnici g
tedy musi platit nerovnosti

80-0 80 —-100

= < < —_ =
20 80 9520 20 !

Smeérnici pivodni izokvanty z = ¢ x; + coxe vyjadiime jako g = %? pricemz

puvodni hodnoty koeficientld jsou ¢; = 20, ¢, = 14. Interval stability pro c;
tedy zjistime po dosazeni q = 55t do nerovnosti: —2 < =7+ < —1, .
¢y € (14,28). Analogicky pro ¢, ziskame interval stability dosazenim g = =20

C2
do nerovnosti: -2 < %ﬁo < —1 adostaneme ¢, € (10, 20).



PostoptimalizaCni analyza - intervaly stability pro

kapacity

Jesté si ukazme ve stejné Uloze grafické odvozeni intervall stability pro pravé
strany omezeni. Na obrazku je vidét, jak mGzeme posunout hranici prvniho
omezeni, aby stale optimalni feSeni lezelo v priseciku hrani¢nich pfimek
prvniho a druhého omezeni.

VA
X2\

120\

100|




PostoptimalizaCni analyza - intervaly stability pro

kapacity

Puvodni rovnice hraniCni pfimky prvniho omezeni byla 0,5x; + 0,25x, = 40.
Jeji pravou stranu by mizeme zménit maximalné tak, ze by pfimka
prochazela bodem A, resp. bodem C.

Dosazenim souradnic bodu A = [20, 100] do levé strany omezeni dostaneme
0,5-20+ 0,25 - 100 = 35, coz je dolni hranice pro b;.

Dosazenim soufadnic bodu C = [120, 0] do levé strany omezeni dostaneme
0,5-120 + 0,25 - 0 = 60, coz je horni hranice pro b;.



PostoptimalizaCni analyza - intervaly stability pro

kapacity

Puvodni rovnice hraniCni pfimky prvniho omezeni byla 0,5x; + 0,25x, = 40.
Jeji pravou stranu by mizeme zménit maximalné tak, ze by pfimka
prochazela bodem A, resp. bodem C.

Dosazenim souradnic bodu A = [20, 100] do levé strany omezeni dostaneme
0,5-20+ 0,25 - 100 = 35, coz je dolni hranice pro b;.

Dosazenim soufadnic bodu C = [120, 0] do levé strany omezeni dostaneme
0,5-120 + 0,25 - 0 = 60, coz je horni hranice pro b;.

Dostavame tedy interval stability b;: € (35,60). Podobné obdrzime intervaly
stability pro ostatni omezeni. Tyto intervaly jsou dllezité pfi rozhodovani o
nakupu dal$ich zdrojl: pokud je stinova cena daného omezeni vétsi nez
nakupni cena pfislusné suroviny, vyplati se v rozmezi intervalu stability
navysSovat kapacitu. A jak ur€ime stinovou cenu pro b;? Zménou na by + A
dostaneme novy bod optima jako prlsecik pfimek o rovnicich

0,5x1 +0,25x, = 40 + A, 0,5x1 + 0,5x, = 60, tedy bod o soufadnicich

[40 + 4A,80 — 4A]. V tomto bodé je pak hodnota ucelové funkce

z=20(40 + 4A) +14(80 — 4A) = 1920 + 24A. Stinova cena je wy = 24.
Stinové ceny najdeme v optimalni tabulce pod sloupci pfidatnych proménnych!



Specialni ulohy linearniho programovani

Mezi typickymi Ulohami LP Ize najit Glohy s néjakymi specialnimi viastnostmi.
Tyto vlastnosti se mohou tykat struktury modelu, zejména strukturni matice,
typu proménnych, dale zplsobl feseni, apod. Vyznamnou skupinu takovych
specialnich dloh tvofi distribucni Ulohy. Z téchto Gloh pfedstavime dopravni
problém, pfifazovaci problém a okruzni dopravni problém. DalSi problémy
(kontejnerovy Ci vicestupnovy dopravni problém, Uloha o pokryti, stanoveni
feznych plant apod.) viz literatura. Ulohy, ve kterych nékteré proménné
mohou nabyvat pouze hodnot z mnoziny celych Cisel souhrné nazyvame
Ulohami celociselného programovani. Proménné v téchto Ulohach zpravidla
vyjadfuji poCty nedélitelnych kus(, pfipadné nabyvaji pouze hodnot 0 a 1,
kterymi se koduje absence Ci pfitomnost urcitého spojeni mezi zadanymi
objekty. Specifikim celoCiselnych Uloh a zakladnim pfistupim k jejich feSeni
se budeme pozdéji také veénovat.



Dopravni problém - formulace

V dopravni Uloze se typicky fesi rozvrzeni rozvozu z dodavatelskych mist k
odbérateliim tak, aby byly minimalizovany naklady souvisejici s rozvozem. Je
definovano m dodavatelskych mist - zdroja Vi, Vs, ..., V;; s omezenymi
kapacitami ay, ao, ..., an a dale mame n cilovych mist - odbératelt Sy,

Sy, ..., Sy se stanovenymi pozadavky by, bo, ..., by. Kazda dvojice zdroj-cil
je néjak ohodnocena, typicky napfiklad naklady na prepravu jednotky zbozi.
Tyto naklady oznaCime ¢j, i=1,...,m, j=1,...,n. Cilem je naplanovat
objemy prepravy mezi jednotlivymi zdroji a cili ( oznacime je

xj, i=1,...,m, j=1,...,n) tak, aby byly uspokojeny pozadavky odbératell
a nebyly prekro¢eny kapacity zdroj.



Dopravni problém - formulace

V dopravni Uloze se typicky fesi rozvrzeni rozvozu z dodavatelskych mist k
odbérateliim tak, aby byly minimalizovany naklady souvisejici s rozvozem. Je
definovano m dodavatelskych mist - zdroja Vi, Vs, ..., V;; s omezenymi
kapacitami ay, ao, ..., an a dale mame n cilovych mist - odbératelt Sy,

Sy, ..., Sy se stanovenymi pozadavky by, bo, ..., by. Kazda dvojice zdroj-cil
je néjak ohodnocena, typicky napfiklad naklady na prepravu jednotky zbozi.
Tyto naklady oznaCime ¢j, i=1,...,m, j=1,...,n. Cilem je naplanovat
objemy prepravy mezi jednotlivymi zdroji a cili ( oznacime je

xj, i=1,...,m, j=1,...,n) tak, aby byly uspokojeny pozadavky odbératell
a nebyly piekrogeny kapacity zdroji.Uloha tedy obsahuje m - n proménnych
Xjj, pro néz minimalizujeme ucelovou funkci

m n ,
z=3Y "> cjx;j za podminek

n -
Zj=1x,-j§a,-, i=1,...,m,

m -
Zi:1xij:bj7.’:1a"‘vna
Xj>0,i=1,....m j=1,....n

Ugelové funkce i omezeni jsou linearni, jde tedy o Glohu LP.



Dopravni problém - metody fedeni

| kdyZ jde o Ulohu LP, kterou Ize fesit simplexovou metodou, vzhledem k
velkému poctu proménnych a specialni strukture matice omezeni jsou
vétSinou prakti¢téjsi jiné metody (jde o tzv. fidkou matici - obsahuje hodné nul,
navic zbylé jedni¢ky maji blokovou strukturu).



Dopravni problém - metody fedeni

| kdyZ jde o Ulohu LP, kterou Ize fesit simplexovou metodou, vzhledem k
velkému poctu proménnych a specialni strukture matice omezeni jsou
vétSinou prakti¢téjsi jiné metody (jde o tzv. fidkou matici - obsahuje hodné nul,
navic zbylé jedni¢ky maji blokovou strukturu).

Ptiklad: Pro realnou Ulohu s 20 zdroji a 300 zakazniky mame ? proménnych a
? omezeni, to znamena 1920000 poli v simplexové tabulce, coz zabere cca
11 MB operacni paméti



Dopravni problém - metody fedeni

| kdyZ jde o Ulohu LP, kterou Ize fesit simplexovou metodou, vzhledem k
velkému poctu proménnych a specialni strukture matice omezeni jsou
vétSinou prakti¢téjsi jiné metody (jde o tzv. fidkou matici - obsahuje hodné nul,
navic zbylé jedni¢ky maji blokovou strukturu).

Ptiklad: Pro realnou Ulohu s 20 zdroji a 300 zakazniky mame ? proménnych a
? omezeni, to znamena 1920000 poli v simplexové tabulce, coz zabere cca
11 MB operacni paméti

Ze simplexové metody vychazi modifikovana distribu¢ni metoda (MODI). Pro
rychlé ziskani pfiblizného feSeni bez zaruky optimality Ize vyuzit heuristické
metody, z nichz si ukaZzeme tfi: metodu severozapadniho rohu, metodu
maticového minima (zvanou téz indexni) a Vogelovu aproximaéni metodu
(VAM).



Dopravni problém - vyrovnani ulohy

Zrejmé neni mozné uspokojit vSechny spotiebitele, jestlize celkova poptavka
21’7:1 b; prevysuje celkovou kapacitu >°7 , a;, Uloha pak nema pfipustné
feseni. Ulohu, ve které plati rovnost Yiiibj=YiL, a oznatujeme jako
vyrovnany dopravni problém. Problém pak ma pfipustné feSeni i pokud u
omezeni pro kapacity zdroji nahradime nerovnosti rovnostmi, spotfebuji se

tedy v8echny jednotky. Nadale budeme pracovat jen s takovymi vyrovnanymi
Ulohami.



Dopravni problém - vyrovnani ulohy

Zrejmé neni mozné uspokojit vSechny spotiebitele, jestlize celkova poptavka
2}721 b; prevysuje celkovou kapacitu >°7 , a;, Uloha pak nema pfipustné
feseni. Ulohu, ve které plati rovnost Yiiibj=YiL, a oznatujeme jako
vyrovnany dopravni problém. Problém pak ma pfipustné feSeni i pokud u
omezeni pro kapacity zdroji nahradime nerovnosti rovnostmi, spotfebuji se

tedy v8echny jednotky. Nadale budeme pracovat jen s takovymi vyrovnanymi
Ulohami.

Nevyrovnana Uloha s pfevisem poptavky se pfevede na vyrovnanou pomoci
zavedeni fiktivniho zdroje s kapacitou >-7 ; b; — >~ ;. V pfipadé previsu
nabidky se naopak zavede fiktivni zakaznik s pozadavkem >7 ; & — > ¢ by.
Pozor! Prepravni naklady do fiktivnich mist jsou vzdy nulové.



Dopravni problém - metoda SZ rohu

Metoda severozapadniho rohu je zfejmeé nejjednodussi metodou ziskani
pfipustného feseni dopravni Ulohy, za¢ina se v levém hornim rohu tabulky a
pozadavky zakaznikl se uspokojuji zleva doprava. Pokud je jiz zdroj
vyCerpan, prejde se na dalsi zdroj, tj. o fadek niz. Konci se v pravém dolnim
rohu. Metoda nebere v (vahu prepravni naklady.



Dopravni problém - metoda SZ rohu

Metoda severozapadniho rohu je zfejmeé nejjednodussi metodou ziskani
pfipustného feseni dopravni Ulohy, za¢ina se v levém hornim rohu tabulky a
pozadavky zakaznikl se uspokojuji zleva doprava. Pokud je jiz zdroj
vyCerpan, prejde se na dalsi zdroj, tj. o fadek niz. Konci se v pravém dolnim
rohu. Metoda nebere v Gvahu pfepravni naklady.

Ukazme si metodu pro Glohu z "M. Plevny, M. Zizka: Modelovani a
optimalizace v manazerském rozhodovani": Najdéte ptipustné feseni DU s
pozadavky odbératelll S;, S», S; a S, postupné 3, 6, 4 a 5 jednotek zbozi a
zdroji V4, Vo a V5 s kapacitou po fadé 5, 7 a 6 jednotek.

pozadavky

Xj |3|/6|4|5
@ | 5
S| 7
N6

S; dostane z prvniho zdroje 3 jednotky, ve zdroji pak zlstanou 2.



Dopravni problém - metoda SZ rohu

Metoda severozapadniho rohu je zfejmeé nejjednodussi metodou ziskani
pfipustného feseni dopravni Ulohy, za¢ina se v levém hornim rohu tabulky a
pozadavky zakaznikl se uspokojuji zleva doprava. Pokud je jiz zdroj
vyCerpan, prejde se na dalsi zdroj, tj. o fadek niz. Konci se v pravém dolnim
rohu. Metoda nebere v Gvahu pfepravni naklady.

Ukazme si metodu pro Glohu z "M. Plevny, M. Zizka: Modelovani a
optimalizace v manazerském rozhodovani": Najdéte ptipustné feseni DU s
pozadavky odbératelll S;, S», S; a S, postupné 3, 6, 4 a 5 jednotek zbozi a
zdroji V4, Vo a V5 s kapacitou po fadé 5, 7 a 6 jednotek.

pozadavky
0|6|4|5
3

zbyva

o N X

Dvé zbylé jednotky z V; dostane S, pfesuneme se na dalSi zdroj.



Dopravni problém - metoda SZ rohu

Metoda severozapadniho rohu je zfejmeé nejjednodussi metodou ziskani
pfipustného feseni dopravni Ulohy, za¢ina se v levém hornim rohu tabulky a
pozadavky zakaznikl se uspokojuji zleva doprava. Pokud je jiz zdroj
vyCerpan, prejde se na dalsi zdroj, tj. o fadek niz. Konci se v pravém dolnim
rohu. Metoda nebere v Gvahu pfepravni naklady.

Ukazme si metodu pro Glohu z "M. Plevny, M. Zizka: Modelovani a
optimalizace v manazerském rozhodovani": Najdéte ptipustné feseni DU s
pozadavky odbératelll S;, S», S; a S, postupné 3, 6, 4 a 5 jednotek zbozi a
zdroji V4, Vo a V5 s kapacitou po fadé 5, 7 a 6 jednotek.

pozadavky
0(4|4|5
3|2

zbyva

o N oOXx

Ctyfi zbylé jednotky pro S, doda Vs, zbydou mu tfi jednotky.



Dopravni problém - metoda SZ rohu

Metoda severozapadniho rohu je zfejmeé nejjednodussi metodou ziskani
pfipustného feseni dopravni Ulohy, za¢ina se v levém hornim rohu tabulky a
pozadavky zakaznikl se uspokojuji zleva doprava. Pokud je jiz zdroj
vyCerpan, prejde se na dalsi zdroj, tj. o fadek niz. Konci se v pravém dolnim
rohu. Metoda nebere v Gvahu pfepravni naklady.

Ukazme si metodu pro Glohu z "M. Plevny, M. Zizka: Modelovani a
optimalizace v manazerském rozhodovani": Najdéte ptipustné feseni DU s
pozadavky odbératelll S;, S», S; a S, postupné 3, 6, 4 a 5 jednotek zbozi a
zdroji V4, Vo a V5 s kapacitou po fadé 5, 7 a 6 jednotek.

pozadavky
xX; |0]0]4]5
w | 0]3]2
S 3 4
N6

Tti zbylé jednotky V. se dodaji spotiebiteli Ss.



Dopravni problém - metoda SZ rohu

Metoda severozapadniho rohu je zfejmeé nejjednodussi metodou ziskani
pfipustného feseni dopravni Ulohy, za¢ina se v levém hornim rohu tabulky a
pozadavky zakaznikl se uspokojuji zleva doprava. Pokud je jiz zdroj
vyCerpan, prejde se na dalsi zdroj, tj. o fadek niz. Konci se v pravém dolnim
rohu. Metoda nebere v Gvahu pfepravni naklady.

Ukazme si metodu pro Glohu z "M. Plevny, M. Zizka: Modelovani a
optimalizace v manazerském rozhodovani": Najdéte ptipustné feseni DU s
pozadavky odbératelll S;, S», S; a S, postupné 3, 6, 4 a 5 jednotek zbozi a
zdroji V4, Vo a V5 s kapacitou po fadé 5, 7 a 6 jednotek.

pozadavky
X,'j 00 1 5
'© 032
2|0 413
N6

Jednu chybéjici jednotku dodéa spotiebiteli Sz zdroj Vs.



Dopravni problém - metoda SZ rohu

Metoda severozapadniho rohu je zfejmeé nejjednodussi metodou ziskani
pfipustného feseni dopravni Ulohy, za¢ina se v levém hornim rohu tabulky a
pozadavky zakaznikl se uspokojuji zleva doprava. Pokud je jiz zdroj
vyCerpan, prejde se na dalsi zdroj, tj. o fadek niz. Konci se v pravém dolnim
rohu. Metoda nebere v Gvahu pfepravni naklady.

Ukazme si metodu pro Glohu z "M. Plevny, M. Zizka: Modelovani a
optimalizace v manazerském rozhodovani": Najdéte ptipustné feseni DU s
pozadavky odbératelll S;, S», S; a S, postupné 3, 6, 4 a 5 jednotek zbozi a
zdroji V4, Vo a V5 s kapacitou po fadé 5, 7 a 6 jednotek.

pozadavky
Xj {0005
w | 0]3]2
=10 43
N |5 1

Poslednich pét jednotek ve V3 zbyde pro spotiebitele S;.



Dopravni problém - metoda SZ rohu

Metoda severozapadniho rohu je zfejmeé nejjednodussi metodou ziskani
pfipustného feseni dopravni Ulohy, za¢ina se v levém hornim rohu tabulky a
pozadavky zakaznikl se uspokojuji zleva doprava. Pokud je jiz zdroj
vyCerpan, prejde se na dalsi zdroj, tj. o fadek niz. Konci se v pravém dolnim
rohu. Metoda nebere v Gvahu pfepravni naklady.

Ukazme si metodu pro Glohu z "M. Plevny, M. Zizka: Modelovani a
optimalizace v manazerském rozhodovani": Najdéte ptipustné feseni DU s
pozadavky odbératelll S;, S», S; a S, postupné 3, 6, 4 a 5 jednotek zbozi a
zdroji V4, Vo a V5 s kapacitou po fadé 5, 7 a 6 jednotek.

pozadavky
x; |0[0]0]0
w | 0]3]2
=10 43
N0 115

Dostali jsme p¥ipustné feseni.



Dopravni problém - indexova metoda

Indexova metoda dava vétSinou feSeni s niz§imi prepravnimi naklady nez
predchozi metoda. Jde o tzv. hladovy algoritmus, vybirame postupné vzdy



Dopravni problém - indexova metoda

Indexova metoda dava vétSinou feSeni s niz§imi prepravnimi naklady nez
predchozi metoda. Jde o tzv. hladovy algoritmus, vybirame postupné vzdy
Ukazme si postup metody pro jiz dfive feSeny dopravni problém, pfidame
tabulku s pfepravnimi naklady ¢;, i=1,...3, j=1,...4.

pozadavky prepravni naklady
Xij 3|/6|4]|5 Cijj S1 32 83 84
'© 5 Vi | 2 1 3 4
=7 V.| 6] 2] 6|1
N1 6 Va | 7 3 3 3

neuvazujeme prvni fadek ani v matici nakladu.



Dopravni problém - indexova metoda

Indexova metoda dava vétSinou feSeni s niz§imi prepravnimi naklady nez
predchozi metoda. Jde o tzv. hladovy algoritmus, vybirame postupné vzdy
Ukazme si postup metody pro jiz dfive feSeny dopravni problém, pfidame
tabulku s pfepravnimi naklady ¢;, i=1,...3, j=1,...4.

pozadavky pfepravni naklady
311 4 |5 Cijj S1 Sg 83 84
5 Z

Vo | 6| 2| 6 |1
Vs | 71 3] 3] 3

o N O

zbyva

plné spokojen a Ctvrty sloupec tudiz uz dal nebereme v Gvahu.



Dopravni problém - indexova metoda

Indexova metoda dava vétSinou feSeni s niz§imi prepravnimi naklady nez
predchozi metoda. Jde o tzv. hladovy algoritmus, vybirame postupné vzdy
Ukazme si postup metody pro jiz dfive feSeny dopravni problém, pfidame
tabulku s pfepravnimi naklady ¢;, i=1,...3, j=1,...4.

pozadavky prepravni naklady
Xij 311 410 Cijj S1 Sg 83 84
‘(;5 0 5 V1
=2 5 V.| 6| 2|6
N1 6 Va | 7 3 3

druhy sloupec je tim vyCerpan.



Dopravni problém - indexova metoda

Indexova metoda dava vétSinou feSeni s niz§imi prepravnimi naklady nez
predchozi metoda. Jde o tzv. hladovy algoritmus, vybirame postupné vzdy
Ukazme si postup metody pro jiz dfive feSeny dopravni problém, pfidame
tabulku s pfepravnimi naklady ¢;, i=1,...3, j=1,...4.

pozadavky prepravni naklady
Xij 3/0(41]0 Cijj S1 Sg 83 84
‘(;5 0 5 V1
2|1 1 5 Vo | 6 6
Nl 6 Va | 7 3

sloupec je tim vyCerpan.



Dopravni problém - indexova metoda

Indexova metoda dava vétSinou feSeni s niz§imi prepravnimi naklady nez
predchozi metoda. Jde o tzv. hladovy algoritmus, vybirame postupné vzdy
Ukazme si postup metody pro jiz dfive feSeny dopravni problém, pfidame
tabulku s pfepravnimi naklady ¢;, i=1,...3, j=1,...4.

pozadavky pfepravni naklady
Xij 3/0/0]0 Cijj S1 Sg 83 84
w | 0 5 Vi
=1 1 5 Vo | 6
N |2 4 Vo | 7

sloupec je tim vyCerpan.



Dopravni problém - indexova metoda

Indexova metoda dava vétSinou feSeni s niz§imi prepravnimi naklady nez
predchozi metoda. Jde o tzv. hladovy algoritmus, vybirame postupné vzdy
Ukazme si postup metody pro jiz dfive feSeny dopravni problém, pfidame
tabulku s pfepravnimi naklady ¢;, i=1,...3, j=1,...4.

pozadavky pfepravni naklady
Xij 3/0/0]0 Cijj S1 Sg 83 84
w | 0 5 Vi
=1 1 5 Vo | 6
N |2 4 Vo | 7

fadek je tim vyCerpan.



Dopravni problém - indexova metoda

Indexova metoda dava vétSinou feSeni s niz§imi prepravnimi naklady nez
predchozi metoda. Jde o tzv. hladovy algoritmus, vybirame postupné vzdy
Ukazme si postup metody pro jiz dfive feSeny dopravni problém, pfidame
tabulku s pfepravnimi naklady ¢;, i=1,...3, j=1,...4.

pozadavky pfepravni naklady
Xij 2101010 Cijj S1 Sg 83 84
w | 0 5 Vi
=10 (1] 5 Va
N | 2 4 Vo | 7

V poslednim kroku doda V3 spotfebiteli Sy zbylé dvé jednotky.



Dopravni problém - indexova metoda

Indexova metoda dava vétSinou feSeni s niz§imi prepravnimi naklady nez
predchozi metoda. Jde o tzv. hladovy algoritmus, vybirame postupné vzdy
Ukazme si postup metody pro jiz dfive feSeny dopravni problém, pfidame
tabulku s pfepravnimi naklady ¢;, i=1,...3, j=1,...4.

pozadavky prepravni naklady
Xij 010|010 Cijj S1 32 83 84
w | 0 5 Vil2a | 1|3 |4
=10 (1] 5 V.| 6] 2] 6|1
N0 |2 4 Va | 7 3 3 3

Vysledné pfepravni naklady jsou
X12+C12+Xo1-Co1+Xoo-Coo+Xog-Cos+X31-C31+X33-:C33 = 5+6+2+5+14+12 = 44.
Pro pfedchozi metodu bychom dostali naklady ve vysi
6+2+6+2+5+14+12=47.



Dopravni problém - VAM

Vogelova aproximacni metoda je treti heuristickou metodou a jeji vyhoda
oproti metodé indexaéni spociva v tom, zZe bere v kazdém kroku v Uvahu
"alternativni naklady"pfi volbé nejlevnéjsi trasy. Pracuje s diferencemi, tedy
rozdily druhé nejlepsi oproti nejlepsi varianté v kazdém fadku a sloupci. Voli

vvvvvv



Dopravni problém - VAM

Vogelova aproximacni metoda je treti heuristickou metodou a jeji vyhoda
oproti metodé indexaéni spociva v tom, zZe bere v kazdém kroku v Uvahu
"alternativni naklady"pfi volbé nejlevnéjsi trasy. Pracuje s diferencemi, tedy
rozdily druhé nejlepsi oproti nejlepsi varianté v kazdém fadku a sloupci. Voli
Pouzijme metodu pro nas znamy ptiklad. K matici naklad( doplnime fadkové
a sloupcoveé diference d;, i=1,...3ad;, j=1,...4.

pozadavky Ci | S1 S S3 Si|d

xj|3|6|4|5 Vil 2 1 3 4 |1

'© 5 Vo | 6 2 6 1 1

27 Vs | 7 3 3 3|0
N1 6 dj | 4 1 0o 2

Njevétsi diference je v prvnim sloupecku, vybereme tedy jeho nejmensi
naklad, coz je ¢1 = 2.



Dopravni problém - VAM

Vogelova aproximacni metoda je treti heuristickou metodou a jeji vyhoda
oproti metodé indexaéni spociva v tom, zZe bere v kazdém kroku v Uvahu
"alternativni naklady"pfi volbé nejlevnéjsi trasy. Pracuje s diferencemi, tedy
rozdily druhé nejlepsi oproti nejlepsi varianté v kazdém fadku a sloupci. Voli

vvvvvv

Pouzijme metodu pro nas znamy ptiklad. K matici naklad( doplnime fadkové
a sloupcoveé diference d;, i=1,...3ad;, j=1,...4.

pozadavky Ci | S1 S S3 Si|d

Xij 06|45 V1 1 3 4 2

‘© 2 |3 Vs 2 6 1 1

27 V3 3 3 3|0
N1 6 d; 1 0o 2

Nejvétsi diference je v prvnim fadku, vybereme tedy jeho nejmensi naklad,
cozjecip=1.



Dopravni problém - VAM

Vogelova aproximacni metoda je treti heuristickou metodou a jeji vyhoda
oproti metodé indexaéni spociva v tom, zZe bere v kazdém kroku v Uvahu
"alternativni naklady"pfi volbé nejlevnéjsi trasy. Pracuje s diferencemi, tedy
rozdily druhé nejlepsi oproti nejlepsi varianté v kazdém fadku a sloupci. Voli
Pouzijme metodu pro nas znamy ptiklad. K matici naklad( doplnime fadkové
a sloupcoveé diference d;, i=1,...3ad;, j=1,...4.

pozadavky Ci | S1 S S S| a.
Xij 04|45 V1
'© 0(3]2 Vs 2 6 1 1
27 V3 3 3 3|0
Nl 6 d; 1 3 2

Nejvétsi diference je v tfetim sloupci, vybereme tedy jeho nejmensi naklad,
COZ je c33 = 3.



Dopravni problém - VAM

Vogelova aproximacni metoda je treti heuristickou metodou a jeji vyhoda
oproti metodé indexaéni spociva v tom, zZe bere v kazdém kroku v Uvahu
"alternativni naklady"pfi volbé nejlevnéjsi trasy. Pracuje s diferencemi, tedy
rozdily druhé nejlepsi oproti nejlepsi varianté v kazdém fadku a sloupci. Voli
Pouzijme metodu pro nas znamy ptiklad. K matici naklad( doplnime fadkové
a sloupcoveé diference d;, i=1,...3ad;, j=1,...4.

pozadavky Ci | S1 S S S| a.
Xij 04|05 V1
'© 0(3]2 Vs 2 1 1
27 V3 3 3|0
N | 2 4 d, 1 2

Nejvétsi diference je ve Ctvrtém sloupci, vybereme tedy jeho nejmensi naklad,
CcozZje Coq = 1.



Dopravni problém - VAM

Vogelova aproximacni metoda je treti heuristickou metodou a jeji vyhoda
oproti metodé indexaéni spociva v tom, zZe bere v kazdém kroku v Uvahu
"alternativni naklady"pfi volbé nejlevnéjsi trasy. Pracuje s diferencemi, tedy
rozdily druhé nejlepsi oproti nejlepsi varianté v kazdém fadku a sloupci. Voli
Pouzijme metodu pro nas znamy ptiklad. K matici naklad( doplnime fadkové
a sloupcoveé diference d;, i=1,...3ad;, j=1,...4.

pozadavky Ci | S1 S S S| a.
X,'/' 0|4]01]0 V1
© 032 Vs 2
21 2 5 Vs 3
N2 4 d; 1

Nejvétsi diference je ve druhém sloupci, vybereme tedy jeho nejmensi naklad,
COZ je Cop = 2.



Dopravni problém - VAM

Vogelova aproximacni metoda je treti heuristickou metodou a jeji vyhoda
oproti metodé indexaéni spociva v tom, zZe bere v kazdém kroku v Uvahu
"alternativni naklady"pfi volbé nejlevnéjsi trasy. Pracuje s diferencemi, tedy
rozdily druhé nejlepsi oproti nejlepsi varianté v kazdém fadku a sloupci. Voli
Pouzijme metodu pro nas znamy ptiklad. K matici naklad( doplnime fadkové
a sloupcoveé diference d;, i=1,...3ad;, j=1,...4.

pozadavky Ci | S1 S S S| a.
x;|0[2]0]0 V;
© 032 Vs
210 2 5 Vs
N2 4 d;

Zbyva prepravit dvé jednotky z V3 zakaznikovi Ss.



Dopravni problém - VAM

Vogelova aproximacni metoda je treti heuristickou metodou a jeji vyhoda
oproti metodé indexaéni spociva v tom, zZe bere v kazdém kroku v Uvahu
"alternativni naklady"pfi volbé nejlevnéjsi trasy. Pracuje s diferencemi, tedy
rozdily druhé nejlepsi oproti nejlepsi varianté v kazdém fadku a sloupci. Voli
Pouzijme metodu pro nas znamy ptiklad. K matici naklad( doplnime fadkové
a sloupcoveé diference d;, i=1,...3ad;, j=1,...4.

pozadavky Ci | S1 S S3 Si|d

x;|0]0[0]0 Vil 2 1 3 4 |1

© 032 V.| 6 2 6 1 1

210 2 5 V| 7 3 3 3|0
N1 O 2|4 dj | 4 1 0o 2

Vysledné prepravni naklady jsou

X11 - C11 + X12 - C12 + Xo2 - Co2 + Xo4 - Co4 + X32 - C32 + Xa3 - C33 = 35, COZ je
vyrazné méné nez u prfedchozich metod.



Dopravni problém - MODI

Modifikovana distribu¢ni metoda feSeni vyrovnanych uloh spociva ve vyuziti
duality. Dualni Glohu k problému z = >~ 37, ¢;x; — min za podminek

n . m .
S Xi=ai, i=1,....m 3 Xxj=b;, j=1,....n,
Xj>0,i=1,....m j=1,....n

formulujeme pomoci dualnich proménnych w;, v;, i=1,...,m, j=1,....n:
m n
Doicq @ili+ 3 4 bjv; — max

zaomezeni ui+Vvi<cj i=1,....m, j=1,....n



Dopravni problém - MODI

Modifikovana distribu¢ni metoda feSeni vyrovnanych uloh spociva ve vyuziti
duality. Duélni Glohu k problému z = Y71 >°7 | cjx; — min za podminek
Siaxj=a, i=1,...m > x=b,j=1,...,n,

xj>0,i=1,....m j=1,...,n

formulujeme pomoci dualnich proménnych w;, v;, i=1,...,m, j=1,....n:

m n
Doicq @ili+ 3 4 bjv; — max

zaomezeni ui+Vvi<cj i=1,....m, j=1,....n

Z teorie duality plyne, Ze pro vSechny zakladni proménné primarni ulohy

(xj > 0) je pfisludné omezeni spinéno jako rovnost. (u; + v; = ¢j). Pokud se
nejedna o feSeni degenerované, je v bazi pravé m-+ n— 1 proménnych, a
tedy dostaneme soustavu m + n — 1 rovnic pro m + n dualnich proménnych.
Zvolime-li libovolné hodnotu jedné dudlni proménné, Ize ostatni dopocitat.
Ovéfenim dudlni pfipustnosti zjistime, zda je nalezené feseni optimaini, tj.
zda ui+Vvi—c;<0,i=1,....m j=1,...,n



Dopravni problém - MODI

UrCeni hodnot dualnich proménnych a ovéfeni optimality 1ze provést pfimo v
tabulce, vratme se k pfikladu vyfeSenému metodou VAM:

pozadavky Gi | S1 S S5 Si|uy
X; |36 4[5 Vi[2 1 3 4
S|5[3]2 Vo | 6 2 6 1
§ 7 2 5 Vs| 7 3 3 3
g | 6 2|4 vj

Volime u;, v; tak, aby jejich soucty byly rovny Cislim v Cervenych polich. Jednu
proménnou volime libovolné, tedy pro jednoduchost napt. v» = 0. Ostatni
postupné dopocitame.



Dopravni problém - MODI

UrCeni hodnot dualnich proménnych a ovéfeni optimality 1ze provést pfimo v
tabulce, vratme se k pfikladu vyfeSenému metodou VAM:

pozadavky Gi | S1 S S5 Si|uy

xj |3[6]4]5 Vil 2 1 3 41

S|5]3]2 Vo | 6 2 6 1 2

§ 7 2 5 Vs |7 3 3 3|3
o 6 214 % 1 0 0o -1

Volime u;, v; tak, aby jejich soucty byly rovny Cislim v Cervenych polich. Jednu
proménnou volime libovolné, tedy pro jednoduchost napt. v» = 0. Ostatni
postupné dopocitame. Tabulka je optimalni, soucty dualnich proménnych
nepresahuji ¢isla uvnitf tabulky.



Dopravni problém - MODI

Kritérium optimality vSak neni spInéno pro pfipustné feSeni nalezené
indexovou metodou:

poiadavky Cij 51 Sg 33 S4 uj
X; |3]6]4]5 Vil 2 1 3 4
|5 5 Vo | 6 2 6 1
§ 7011 5 Vs |7 3 3 3
g |6 ]2 4 vj




Dopravni problém - MODI

Kritérium optimality vSak neni spInéno pro pfipustné feSeni nalezené
indexovou metodou:

poiadavky Cij 51 Sg 33 S4 uj

xj | 3645 Vil 2 1 3 4 |-

S5 5 .| 6 2 6 1[0

S| 7|11 5 Vs | 7 3 3 3|1
T|6]2 4 v |6 2 2 1

Volime u;, v; tak, aby jejich soucty byly rovny &isliim v Eervenych polich.
Pozadovnych hodnot dosahneme napt. volbou ue, = 0. Ostatni opét
dopoditame.



Dopravni problém - MODI

Kritérium optimality vSak neni spInéno pro pfipustné feSeni nalezené
indexovou metodou:

poiadavky Cij S, S, 33 Si |y

X; | 36|45 Vil 2 1 3 4 |-
S[5 5 | 6 2 6 1

8|7 11]1 5 Vs | 7 3 3 3|1
glef2] |4 v 6 2 2 1

Je vidét, ze v levém hornim rohu je poru$ena podminka optimality:
uy+vi=5>c=2.



Dopravni problém - MODI

Kritérium optimality vSak neni spInéno pro pfipustné feSeni nalezené
indexovou metodou:

pozadavky Cij St S S Sy |y

xi| 3] 6 |45 Vil2 1 3 4]
S5+ |5- V| 6 2 6 1

|7 [1-]1+ 5 Vs| 7 3 3 3|1
g 6 2 4 7 6 2 2 1

Je vidét, ze v levém hornim rohu je poru$ena podminka optimality:
ur+vy=5>cy =2

K zakladnimu feseni s lepsi hodnotou primarni Gcelové funkce prejdeme
volbou x4+ jako vstupujici proménné, pomoci které nahradime nékterou z
promeénnych xy2, X22, Xo1 lezicich na tzv. Dantzigové uzavieném obvodu
vychazejicim z xy1. Vybirame tak, aby se neporusily podminky primarni
pfipustnosti. Je vidét, Ze Ize o 1 zmensit a tudiz vyhodit z baze x,;. Souasné
musime zvétsit xo» a zmensit xq2 (viz znaménka + a - v levé tabulce).
Dostaneme nové zakladni feSeni.



Dopravni problém - MODI

Kritérium optimality vSak neni spInéno pro pfipustné feSeni nalezené
indexovou metodou:

poiadavky Cij 51 Sg 33 34 uj

X; | 36|45 Vi 2 1 3 4 [

S|5[1]4 .|6 2 6 10

&l 7102 5 Vs | 7 83 3 3|4
glef2] |4 v [3 2 1 1

Znovu doplnime u;, v; a zkontrolujeme podminku optimality. Ta je poruSena
Pro Czz a Cs4.



Dopravni problém - MODI

Kritérium optimality vSak neni spInéno pro pfipustné feSeni nalezené
indexovou metodou:

poiadavky Cij S, S, S3 S, |y
xj| 36 4[5 Vil 2 1 3 4 A1
S5 [1+]4- v.|6 2 6 110
8171 0|2 5 Vs | 7 3 3|4
o
T |6 ]|2-|+ |4 v | 3 2 -1 1

Znovu doplnime u;, v; a zkontrolujeme podminku optimality. Ta je poruSena
Pro Czz a Cs4.

Protoze vétsi rozdil je mezi (us + v2) — ¢z = 6 — 3 = 3 nez mezi

(Us+ v4) — c34 =5 — 3 =2, ziskdme volbou X3, jako vstupujici vétsi zlepSeni
Ucelové funkce. Musime k ni doplnit Dantzigtv obvod, budou jej tvofit xz1, x11
a xy2. Z baze vystoupi x31, jehoz 2 jednotky se presunou do xs». (na obvodu
tudiz téz o 2 zvétSime x71 @ zmensime x;2. Dostaneme novou tabulku.



Dopravni problém - MODI

Kritérium optimality vSak neni spInéno pro pfipustné feSeni nalezené
indexovou metodou:

poiadavky Cij 51 Sg 33 S4 uj

X; |36 4[5 Vi 2 1 3 4 [1

S15[3]2 V.| 6 2 6 1|2

| 7 2 5 Vs |7 3 3 3|3
g|6 /0|24 v |1 0 0 A

Nalezené feseni je jiz optimalni jak jsme ovéfili dfive, pfi vypoctu metodou
VAM. Hodnota G&elové funkce z = 35 jiz dale nejde zlepsit. P¥i postupu
metodou MODI se nékdy setkame s degeneraci, kdy v bazi je méné nez
m+ n— 1 proménnych. Pak se nékteré nulové x; uméle nahradi malou
hodnotou ¢ > 0.



Dopravni problém - pouziti

Priklady moznych aplikaci dopravniho problému ilustruje nasleduijici prehled.

druh ¢innosti zdroje cilova mista
rozvoz pohonnych hmot | rafinérie, sklady Cerpaci stanice
svoz postovnich zasilek | prepravni uzly tridici centra

sbér fotozakazek fotosbérny spadova centra
distribuce léciv sklady distribuCnich firem | l1ékarny, nemocnice
zpracovani cukrové fepy | produkéni strediska cukrovary

Vyjimeéné se u dopravnich tloh setkdme i s maximalizaci GCelové funkce.
Kdy?



Pfifazovaci problém

Pfifazovaci Ulohu mdzeme charakterizovat jako problém vytvoreni part z
objektl ze dvou riznych skupin, tak aby toto sparovani prineslo co nejvétsi
efekt. Typicky jde o pfidéleni jednotlivych projektd pracovnikiim ¢&i pracovnich
¢innosti strojiim tak abychom minimalizovali naklady nebo maximalizovali
zisk. Jde o Ulohu pfibuznou s dopravnim problémem.

Ukazme piiklad takové Ulohy z knihy "M. Kavan: Vyrobni a provozni
management": Optimalizujte pfidéleni praci 1, 2, 3 strojim A, B, C, D, pficemz
vyrobni naklady jsou dany tabulkou:

stroje
A|B|C|D
15119 | 17 | 12
1210 | 15| 9
18 | 14 | 11 | 14

prace
w N =9

Musime tedy vybrat jedno Cislo v kazdém Fadku, tak aby jejich soucet byl
minimalni a pfitom zadna dvé Cisla nelezela ve stejném sloupci.



Prifazovaci problém - matematicka formulace

Pridéleni i-tého Ukolu j-tému pracovnimu mistu mizeme reprezentovat
zapisem x; = 1, ostatnim proménnym pfifadime hodnotu 0. Pokud by bylo
Ukoll vice nez pracovnich mist (m > n), je GUloha nefesitelna. V pfipadé
opacné nerovnosti dorovname ulohu zavedenim fiktivnich praci s nulovymi
naklady, tak aby m = n. Nadale pfedpokladejme, Ze je Gloha vyrovnana.
Matematicky model pfifazovaciho problému zahrnuje podminky, ze fadkové a
sloupcové soucty v tabulce jsou rovny jedné, s tim ze proménné nabyvaji
pouze hodnot 0 nebo 1. Ulohu miizeme zapsat tatkto:

Minimalizujme Ucelovou funkci

z=3% 1, Z,"’=1 CiXij

za podminek
Siaxj=1,i=1,....n,
Sy x=1,j=1,...,n,
xje{0, 1}, i=1,j=1,....n



Prifazovaci problém - feseni

Prifazovaci problém je mozné feSit tzv. mad'arskou metodou. Jejim principem
je prevedeni pavodni Ulohy na ulohu redukovanou tak, aby v kazdé fadé
(fadou oznacujeme souhrné fadky a sloupce) byla aspori jedna nula a pfitom
ostatni sazby zUlstaly kladné. Optimalni tabulka je takova, kterd obsahuje n
"nezavislych nul"(nezavislé jsou tehdy, kdyz zadné dvé nelezi ve stejné fadé
-jako v sudoku). To pozname podle toho, zZe nelze "preskrtnout"v§echny nuly
pomoci méné nez n vodorovnych a svislych ¢ar. Metodu ukazeme na feseni

avodni ulohy.



Prifazovaci problém - feseni

Prifazovaci problém je mozné feSit tzv. mad'arskou metodou. Jejim principem
je prevedeni pavodni Ulohy na ulohu redukovanou tak, aby v kazdé fadé
(fadou oznacujeme souhrné fadky a sloupce) byla aspori jedna nula a pfitom
ostatni sazby zUlstaly kladné. Optimalni tabulka je takova, kterd obsahuje n
"nezavislych nul"(nezavislé jsou tehdy, kdyz zadné dvé nelezi ve stejné fadé
-jako v sudoku). To pozname podle toho, zZe nelze "preskrtnout"v§echny nuly
pomoci méné nez n vodorovnych a svislych ¢ar. Metodu ukazeme na feseni
Gvodni Ulohy. Pavodni zadani je tfeba vyrovnat, protoze pocet stroju je veétsi
nez pocet praci.

stroje
AlBJ]C]D
1519 | 17 | 12
12 10| 15| 9
18 [ 14 | 11 | 14

prace
wn =9

Pfidame tedy jednu fiktivni ¢innost s nulovymi naklady.



Prifazovaci problém - feseni

Prifazovaci problém je mozné feSit tzv. mad'arskou metodou. Jejim principem
je prevedeni pavodni Ulohy na ulohu redukovanou tak, aby v kazdé fadé
(fadou oznacujeme souhrné fadky a sloupce) byla aspori jedna nula a pfitom
ostatni sazby zUlstaly kladné. Optimalni tabulka je takova, kterd obsahuje n
"nezavislych nul"(nezavislé jsou tehdy, kdyz zadné dvé nelezi ve stejné fadé
-jako v sudoku). To pozname podle toho, zZe nelze "preskrtnout"v§echny nuly
pomoci méné nez n vodorovnych a svislych ¢ar. Metodu ukazeme na feseni
Gvodni Ulohy. Pavodni zadani je tfeba vyrovnat, protoze pocet stroju je veétsi
nez pocet praci.

stroje
AlBJC]D
1519 | 17 | 12
12 10| 15| 9
18 [ 14 | 11 | 14
0o|0|0]O

prace
TR RN o)

Zredukujeme fadky odectenim fadkového minima, v kazdém pak bude aspon
jedna nula.



Prifazovaci problém - feseni

Prifazovaci problém je mozné feSit tzv. mad'arskou metodou. Jejim principem
je prevedeni pavodni Ulohy na ulohu redukovanou tak, aby v kazdé fadé
(fadou oznacujeme souhrné fadky a sloupce) byla aspori jedna nula a pfitom
ostatni sazby zUlstaly kladné. Optimalni tabulka je takova, kterd obsahuje n
"nezavislych nul"(nezavislé jsou tehdy, kdyz zadné dvé nelezi ve stejné fadé
-jako v sudoku). To pozname podle toho, zZe nelze "preskrtnout"v§echny nuly
pomoci méné nez n vodorovnych a svislych ¢ar. Metodu ukazeme na feseni
Gvodni Ulohy. Pavodni zadani je tfeba vyrovnat, protoze pocet stroju je veétsi
nez pocet praci.

stroje
¢, |A]B[C[D
g [1T[3]7]5]0
s |23|1]6]|0
@1 3|7|3|0]3
4 0lo|l0|O

Nyni bychom totéz provedli i pro sloupce, aby v kazdém byla jedna nula. To uz
ale nemusime délat diky pfidané &innosti.
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je prevedeni pavodni Ulohy na ulohu redukovanou tak, aby v kazdé fadé
(fadou oznacujeme souhrné fadky a sloupce) byla aspori jedna nula a pfitom
ostatni sazby zUlstaly kladné. Optimalni tabulka je takova, kterd obsahuje n
"nezavislych nul"(nezavislé jsou tehdy, kdyz zadné dvé nelezi ve stejné fadé
-jako v sudoku). To pozname podle toho, zZe nelze "preskrtnout"v§echny nuly
pomoci méné nez n vodorovnych a svislych ¢ar. Metodu ukazeme na feseni
Gvodni Ulohy. Pavodni zadani je tfeba vyrovnat, protoze pocet stroju je veétsi
nez pocet praci.

stroje
cg |A[B]C]D
Q 1 3|/7(5]|0
S | 2(3[1[6]|0
&13||7/3|0/|3
4 10[0]|]0]|0O0

K pokryti véech nul staci tfi ¢ary, takZe tabulka neni optimalni. Krok metody
spociva v pricteni nejmensiho nepokrytého prvku k hodnotam v priisecicich
¢ar a soucasné jeho odecteni od vSech nepokrytych prvki.
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"nezavislych nul"(nezavislé jsou tehdy, kdyz zadné dvé nelezi ve stejné fadé
-jako v sudoku). To pozname podle toho, zZe nelze "preskrtnout"v§echny nuly
pomoci méné nez n vodorovnych a svislych ¢ar. Metodu ukazeme na feseni
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cg |A[B]C]D
@ 1 216|510
© | 22[0(6]|0
&13|6/2|0/|3
4 100 |1]|1

Po provedeni kroku metody jsme dostali novou nepokrytou nulu a zbavili se
dvoijité pokrytych nul. Musime setrojit nové pokryti.
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Prifazovaci problém je mozné feSit tzv. mad'arskou metodou. Jejim principem
je prevedeni pavodni Ulohy na ulohu redukovanou tak, aby v kazdé fadé
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pomoci méné nez n vodorovnych a svislych ¢ar. Metodu ukazeme na feseni
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4 100 |1]|1

Ovéfme, zda je nova tabulka optimalni. K pokryti véech nul jsou potfeba
minimalné Ctyfi ¢ary. Vypocet konci, jinak bychom zopakovali krok.



Prifazovaci problém - feseni

Prifazovaci problém je mozné feSit tzv. mad'arskou metodou. Jejim principem
je prevedeni pavodni Ulohy na ulohu redukovanou tak, aby v kazdé fadé
(fadou oznacujeme souhrné fadky a sloupce) byla aspori jedna nula a pfitom
ostatni sazby zUlstaly kladné. Optimalni tabulka je takova, kterd obsahuje n
"nezavislych nul"(nezavislé jsou tehdy, kdyz zadné dvé nelezi ve stejné fadé
-jako v sudoku). To pozname podle toho, zZe nelze "preskrtnout"v§echny nuly
pomoci méné nez n vodorovnych a svislych ¢ar. Metodu ukazeme na feseni
Gvodni Ulohy. Pavodni zadani je tfeba vyrovnat, protoze pocet stroju je veétsi
nez pocet praci.
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cg |A[B]C]D
Q 1 216|510
© | 2(2[0(6]|0
&13|6/2|0/|3
4 10]0|1]1

Mezi témi, které nejsou pokryty dvojité vybereme nezavislé nuly. Ty nam
fikaji, které prace kterym strojlim pfifadit. Tedy 1-D, 2-B, 3-C. Stroji A se
priradi fiktivni prace, tedy se nevyuZije.



Prifazovaci problém - feseni

Prifazovaci problém je mozné feSit tzv. mad'arskou metodou. Jejim principem
je prevedeni pavodni Ulohy na ulohu redukovanou tak, aby v kazdé fadé
(fadou oznacujeme souhrné fadky a sloupce) byla aspori jedna nula a pfitom
ostatni sazby zUlstaly kladné. Optimalni tabulka je takova, kterd obsahuje n
"nezavislych nul"(nezavislé jsou tehdy, kdyz zadné dvé nelezi ve stejné fadé
-jako v sudoku). To pozname podle toho, zZe nelze "preskrtnout"v§echny nuly
pomoci méné nez n vodorovnych a svislych ¢ar. Metodu ukazeme na feseni
Gvodni Ulohy. Pavodni zadani je tfeba vyrovnat, protoze pocet stroju je veétsi
nez pocet praci.

stroje

cg| A[B]C]|D
115119 17 | 12
2 12]10]15| 9
3 (18|14 | 11| 14

prace

Optimalni feSeni znovu vyznacme v puvodni tabulce. Celkové néklady jsou
12+ 10 + 11 = 33. Uloha nemusi mit jediné fe$eni - pokud je mozné volit
¢ary pokryti ¢i vybirat nezavislé nuly vice zplsoby, vS§echna vysledna feSeni
budou mit stejnou hodnotu Uc¢elové funkce.



Okruzni dopravni problém

Problém se &asto téZ nazyvéa jako Uloha obchodniho cestujiciho a pfipomina
pfifazovaci tlohu. Cilem je vyjit z néjakého vychoziho stanovisté (oznacme jej
A1), navstivit postupné kazdé jednou mista Ao, ..., A, a nakonec se vratit zpét
tak, aby délka trasy byla co nejmensi. Uloha ma velké mnozZstvi redinych

aplikaci - pravidelny rozvoz €i svoz rGznych produktld (pekarny, mlékarny,
popelafi, atd.).



Okruzni dopravni problém

Problém se &asto téZ nazyvéa jako Uloha obchodniho cestujiciho a pfipomina
prifazovaci Ulohu. Cilem je vyjit z néjakého vychoziho stanovisté (oznaéme jej
A1), navstivit postupné kazdé jednou mista Ao, ..., A, a nakonec se vratit zpét
tak, aby délka trasy byla co nejmensi. Uloha ma velké mnozZstvi redinych
aplikaci - pravidelny rozvoz €i svoz rGznych produktld (pekarny, mlékarny,
popelafi, atd.).

V matematickém modelu se také zavadeji bivalentni promeénné x; nabyvajici
hodnoty 1 nebo 0 podle toho, zda cesta A;, A; bude na okruzni trase
zafazena Ci ne. ProtoZe se kazdé misto projede pravé jednou, tj. pravé jednou
bude koncovym a prave jednou vychozim bodem, mame stejné jako u
prifazovaciho problému omezeni ve formé jednotkovych fadkovych i

obsahuje dal$i omezeni, které ma zabranit tomu, aby se feseni rozpadlo do
vice samostatnych cykll (pfiklad viz tabulky).



Okruzni dopravni problém

Problém se &asto téZ nazyvéa jako Uloha obchodniho cestujiciho a pfipomina
prifazovaci Ulohu. Cilem je vyjit z néjakého vychoziho stanovisté (oznaéme jej
A1), navstivit postupné kazdé jednou mista Ao, ..., A, a nakonec se vratit zpét
tak, aby délka trasy byla co nejmensi. Uloha ma velké mnozZstvi redinych
aplikaci - pravidelny rozvoz €i svoz rGznych produktld (pekarny, mlékarny,
popelafi, atd.).

V matematickém modelu se také zavadeji bivalentni promeénné x; nabyvajici
hodnoty 1 nebo 0 podle toho, zda cesta A;, A; bude na okruzni trase
zafazena Ci ne. ProtoZe se kazdé misto projede pravé jednou, tj. pravé jednou
bude koncovym a prave jednou vychozim bodem, mame stejné jako u
prifazovaciho problému omezeni ve formé jednotkovych fadkovych i

obsahuje dal$i omezeni, které ma zabranit tomu, aby se feseni rozpadlo do
vice samostatnych cykll (pfiklad viz tabulky).

Pro velka n je prakticky nemozné pouziti standartnich optimalizaénich
algoritmu ( s bézné dostupnou vypocetni technikou nenajdeme v redlném
Case optimalni feSeni uz pro 30 uzld).



Okruzni dopravni problém - pfipustnost feSeni

llustrujme si rozdil mezi pfifazovaci a okruzni Glohou na nasledujicim pfikladé.
Cilem je najit néjakou okruzni trasu (pro jednoduchost neuvadime tabulku
nakladll a tedy nepozadujeme optimalitu) mezi mésty A, ..., As, mlze se
nam tedy zdat, Ze je to stejné jako vybér dvojic mést, mezi kterymi povede
trasa. Znazornéme néjaky takovy vybér v tabulce:

A [ A | As | As | As
Alo[o[1]0]o0
Alo|[o]o0 |10
AAlOoO[1 00O
A,lO[O0 0] 01
A1 (0|0 0]o0

Jedna se o pripustné feSeni okruzni Glohy, reprezentuje trasu
Al — Ay — Ay — Ay — As — Ay



Okruzni dopravni problém - pfipustnost feSeni

llustrujme si rozdil mezi pfifazovaci a okruzni Glohou na nasledujicim pfikladé.
Cilem je najit néjakou okruzni trasu (pro jednoduchost neuvadime tabulku
nakladll a tedy nepozadujeme optimalitu) mezi mésty A, ..., As, mlze se
nam tedy zdat, Ze je to stejné jako vybér dvojic mést, mezi kterymi povede
trasa. Znazornéme néjaky takovy vybér v tabulce:

A [ A | As | As | As
Alo[1]o0]0]o0
A 0|0 [1]0]0
AAl1[0]0]0]o0
A,lO[O0 |00/

Asl0[0|0 |10

Jedna se o nepfiipustné feseni okruzni Ulohy, reprezentuje dva samostatné
CYK|yA1 —AQ—A3—A1 aA4—A5—A4.



Okruzni dopravni problém - pfiblizné reseni

K nalezeni pfiblizného feSeni Ize vyuzit heuristické metody, napt. hladovy
algoritmus. Na uloze z knihy "J. Pelikan, V. Chyna: Kvantitativni

Pekérna v Kralupech vypravuje kazdé rdno dodavku, kterd zasobuje prodejny
potravin v okolnich méstech a poté se vraci zpét. Doporucte, v jakém poradi
ma mésta projet, aby ujel co nejméné km. Tabulka vzdalenosti je nasledujici:
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K nalezeni pfiblizného feSeni Ize vyuzit heuristické metody, napt. hladovy
algoritmus. Na uloze z knihy "J. Pelikan, V. Chyna: Kvantitativni
management", ukazeme metodu nejbliz§iho souseda.
Pekérna v Kralupech vypravuje kazdé rdno dodavku, kterd zasobuje prodejny
potravin v okolnich méstech a poté se vraci zpét. Doporucte, v jakém poradi

ma mésta projet, aby ujel co nejméné km. Tabulka vzdalenosti je nasledujici:

Kralupy | Veltrusy | Slany | Velvary | Zlonice | Vrany | Bfiza

Kralupy 0 4 16 8 18 25 17
Veltrusy 4 0 20 12 22 28 13

Slany 16 20 0 12 7 14 17
Velvary 8 12 12 0 10 17 10
Zlonice 18 22 7 10 0 7 10

Vrany 25 28 14 17 7 0 15

Bfiza 17 13 17 10 10 15 0




Okruzni dopravni problém - pfiblizné reseni

K nalezeni pfiblizného feSeni Ize vyuzit heuristické metody, napt. hladovy
algoritmus. Na uloze z knihy "J. Pelikan, V. Chyna: Kvantitativni
management", ukazeme metodu nejbliz§iho souseda.
Pekérna v Kralupech vypravuje kazdé rdno dodavku, kterd zasobuje prodejny
potravin v okolnich méstech a poté se vraci zpét. Doporucte, v jakém poradi

ma mésta projet, aby ujel co nejméné km. Tabulka vzdalenosti je nasledujici:

Kralupy | Veltrusy | Slany | Velvary | Zlonice | Vrany | Bfiza
Kralupy 0 4 16 8 18 25 17
Veltrusy 4 0 20 12 22 28 13
Slany 16 20 0 12 7 14 17
Velvary 8 12 12 0 10 17 10
Zlonice 18 22 7 10 0 7 10
Vrany 25 28 14 17 7 0 15
Bfiza 17 13 17 10 10 15 0

nezacyklila. Dostaneme okruh Kralupy - Veltrusy - Velvary - Zlonice - Slany -
Vrany - Bfiza - Kralupy o celkové délce 4+12+10+ 7+ 14+15 +17 = 79 km.



Okruzni dopravni problém - pfiblizné reseni

K nalezeni pfiblizného feSeni Ize vyuzit heuristické metody, napt. hladovy
algoritmus. Na uloze z knihy "J. Pelikan, V. Chyna: Kvantitativni
management", ukazeme metodu nejbliz§iho souseda.
Pekérna v Kralupech vypravuje kazdé rdno dodavku, kterd zasobuje prodejny
potravin v okolnich méstech a poté se vraci zpét. Doporucte, v jakém poradi

ma mésta projet, aby ujel co nejméné km. Tabulka vzdalenosti je nasledujici:

Kralupy | Veltrusy | Slany | Velvary | Zlonice | Vrany | Bfiza
Kralupy 0 4 16 8 18 25 17
Veltrusy 4 0 20 12 22 28 13
Slany 16 20 0 12 7 14 17
Velvary 8 12 12 0 10 17 10
Zlonice 18 22 7 10 0 7 10
Vrany 25 28 14 17 7 0 15
Bfiza 17 13 17 10 10 15 0

Metodu je dobré zkusit nastartovat i odjinud. Start z Veltrus dava okruh
Veltrusy - Kralupy - Velvary - Zlonice - Slany - Vrany - Bfiza - Veltrusy o
celkové délce 4+8+10+ 7+ 14+15 +13 = 71 km.



Okruzni dopravni problém - pfiblizné reseni

K nalezeni pfiblizného feSeni Ize vyuzit heuristické metody, napt. hladovy
algoritmus. Na uloze z knihy "J. Pelikan, V. Chyna: Kvantitativni
management", ukazeme metodu nejbliz§iho souseda.

Pekérna v Kralupech vypravuje kazdé rdno dodavku, kterd zasobuje prodejny
potravin v okolnich méstech a poté se vraci zpét. Doporucte, v jakém poradi
ma mésta projet, aby ujel co nejméné km. Tabulka vzdalenosti je nasledujici:

Kralupy | Veltrusy | Slany | Velvary | Zlonice | Vrany | Bfiza
Kralupy 0 4 16 8 18 25 17
Veltrusy 4 0 20 12 22 28 13
Slany 16 20 0 12 7 14 17
Velvary 8 12 12 0 10 17 10
Zlonice 18 22 7 10 0 7 10
Vrany 25 28 14 17 7 0 15
Bfiza 17 13 17 10 10 15 0

Start z Vraného da okruh Vrany -Zlonice - Slany - Velvary - Kralupy - Veltrusy
- Bfiza -Vrany o celkové délce 7+7+12+8+4+13 +15 = 66 km, coz je dokonce
nejkrat§i mozn4 trasa.



Okruzni dopravni problém - pfiblizné fedeni

Dalsi heuristikou je metoda vyhodnostnich Cisel. Je zaloZzena na srovnani
délky trasy mezi mésty 1 —j — j — 1 a souCtu délekcest 1 —i—1,1 —j—1.
Vyhodnostni Cislo Sj pak definujeme jako rozdil téchto délek, neboli
vyhodnost propojeni i a j: Sj = ¢y + ¢1j — Cjj .

Spoctéme matici vyhodnostnich Eisel pro Glohu o pekafstvi:



Okruzni dopravni problém - pfiblizné reseni

Dalsi heuristikou je metoda vyhodnostnich Cisel. Je zaloZzena na srovnani
délky trasy mezi mésty 1 — i — j — 1 a souCtu délek cest1 —j— 1,1 —j — 1.
Vyhodnostni Cislo Sj pak definujeme jako rozdil téchto délek, neboli

vyhodnost propojeni i a j: Sj = ¢y + ¢1j — Cjj .

Spoctéme matici vyhodnostnich Cisel pro Glohu o pekafrstvi:
Veltrusy | Slany | Velvary | Zlonice | Vrany | Bfiza
Veltrusy X 0 0 0 1 8
Slany 0 X 12 27 27 16
Velvary 0 12 X 16 16 15
Zlonice 0 27 16 X 36 25
Vrany 1 27 16 36 X 27
Briza 8 16 15 25 27 X

Trasu tvofime postupné (hladové) od nejvétSich vyhodnostnich Cisel, pficemz
se branime pred€asnému uzavieni okruhu. Dostaneme trasu Slany - Zlonice -
Vrany - Bfiza - Velvary - Veltrusy. Startovni a koncové zUstavaji Kralupy,

dohromady tedy mame 16+7+7+15+10+12+4 = 71 km.




Uloha celogiselného programovani

Mezi specialni tlohy linearniho programovani patfi i tlohy celoCiselného
programovani (integer programming, IP). Jedna se o standartni tlohy LP
doplnéné o podminky celoCiselnosti u nékterych ( smiSené dlohy IP ),

pripadné v§ech proménnych ( ryze celoCiselné tlohy ). Tyto podminky
zpravidla plynou pfimo z ekonomického modelu, kdy proménné vyjadiuji
pocCty kusl nedélitelnych produkttl, pocty opakovani néjaké aktivity, apod. U
fady Uloh se pracuje dokonce jen s proménnymi, které vyjadruji urcité
rozhodnuti nebo alternativu, nabyvaji hodnot {0, 1} a pak hovofime o
bivalentnich tlohach .



Uloha celogiselného programovani

Mezi specialni tlohy linearniho programovani patfi i tlohy celoCiselného
programovani (integer programming, IP). Jedna se o standartni tlohy LP
doplnéné o podminky celoCiselnosti u nékterych ( smiSené dlohy IP ),

pfipadné vSech proménnych ( ryze celociselné ulohy ). Tyto podminky
zpravidla plynou pfimo z ekonomického modelu, kdy proménné vyjadiuji
pocCty kusl nedélitelnych produkttl, pocty opakovani néjaké aktivity, apod. U
fady Uloh se pracuje dokonce jen s proménnymi, které vyjadruji urcité
rozhodnuti nebo alternativu, nabyvaji hodnot {0, 1} a pak hovofime o
bivalentnich tlohach . Typickymi pfedstaviteli takovych uloh jsou napfiklad
prifazovaci ¢i okruzni dopravni problém nebo téz tzv. "lloha o batohu":

Mame n rGzné cennych véci s riznou hmotnosti a batoh o0 omezené kapacité.
Ukolem je vybrat véci, které vlozime do batohu tak, aby nebyl pretizen a cena
jeho obsahu byla co nejvyssi. (Reseni tlohy bez podminky celogiselnosti by
bylo trivialni: Sefadili bychom véci dle klesajiciho poméru cena/hmotnost a
plnili batoh v tomto poradi. U prvni véci, ktera by se nevesla cela, bychom
vzali jen jeji pomérnou ¢ast do vySe kapacity batohu.)



Celociselné programovani- priklad

Priklad: Odévni firma Styl, s.r.0. se zabyva se vyrobou panské mody. Za tyden
pracovnice usiji x; modeld "Marcel"a x, modell "Filip", Pfitom na vyrobu
jednoho modelu "Marcel"je potfeba 10 hodin a naklady na material jsou 400
K¢&. Pro model "Filip"je to 20 hodin, material 300 K&. Firma dostala nabidku na
GcCast na zahrani¢nim prodejnim veletrhu, ktery se kona za tyden. Oekavany
zisk z prodeje je 20 Euro, resp. 30 Euro pro jednotlivé modely. Navrhnéte
optimalni plan vyroby, jestlize firma ma k dispozici jednu pracovnici na plny a
jednu na polovicni Uvazek (celkem 60 h) a zasobu materialu za 1300K¢.
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Priklad: Odévni firma Styl, s.r.0. se zabyva se vyrobou panské mody. Za tyden
pracovnice usiji x; modeld "Marcel"a x, modell "Filip", Pfitom na vyrobu
jednoho modelu "Marcel"je potfeba 10 hodin a naklady na material jsou 400
K¢&. Pro model "Filip"je to 20 hodin, material 300 K&. Firma dostala nabidku na
GcCast na zahrani¢nim prodejnim veletrhu, ktery se kona za tyden. Oekavany
zisk z prodeje je 20 Euro, resp. 30 Euro pro jednotlivé modely. Navrhnéte
optimalni plan vyroby, jestlize firma ma k dispozici jednu pracovnici na plny a
jednu na polovicni Uvazek (celkem 60 h) a zasobu materialu za 1300K¢.

Matematicky zapis Ulohy z uvedeného pfikladu je nasledujici: Maximalizovat
UcCelovou funkci

z = 20x1 + 30x2

za podminek

400x1 + 300x2 < 1300

10xy +20x2 < 60
xi, X2 € {0,1,2,3,...}



CelocCiselné programovani- grafické znazornéni

Uloha obsahuje pouze dvé proménné, je tedy mozné ji fesit graficky.



CelocCiselné programovani- grafické znazornéni

Uloha obsahuje pouze dvé proménné, je tedy mozné ji fesit graficky.

Znazornéme pripustnou mnozinu. Jsou to body o celoCiselnych souradnicich
lezici uvnitt Etyfahelnika.



CelocCiselné programovani- grafické znazornéni

Uloha obsahuje pouze dvé proménné, je tedy mozné ji fesit graficky.

o o
z=2x1 +3x2

Pridame nulovou izokvantu Gcelové funkce, vyjadfujeme v desitkach Eur.



CelocCiselné programovani- grafické znazornéni

Uloha obsahuje pouze dvé proménné, je tedy mozné ji fesit graficky.

Nejvy$Si izokvanta Ucelové funkce prochazi bodem [0, 3], coz je hledané
optimalni feSeni x*. Ziskame 3 - 30 = 90 Euro.



CelocCiselné programovani- grafické znazornéni

Uloha obsahuje pouze dvé proménné, je tedy mozné ji fesit graficky.

Optimalni feSeni Ulohy bez omezeni celoCiselnosti je x.o = [1,6;2,2],
hodnota ucelové funkce v tomto bodé je z;. = 98 Euro.



CelocCiselné programovani- grafické znazornéni

Uloha obsahuje pouze dvé proménné, je tedy mozné ji fesit graficky.

Zaokrouhlenim xq¢; = [1, 6; 2, 2] dostaneme bod [2, 2], ktery neni pfipustny.
Pfi zakrouhleni dolli na [1, 2] dostaneme neoptimalni feSeni, dava pouze
20 + 2 - 30 = 80 Euro oproti 90 Euro v bodé x*.



CelocCiselné programovani- metody

V predchozim prikladé jsme vidéli, Ze intuitivni pristup k feSeni celoCiselné
Ulohy zanedbat podminky celoCiselnosti, vyresit ziskanou Glohu LP, tzv.
zrelaxovanou Ulohu a vysledné feseni zaokrouhlit, neni vzdy vhodny. Proto se
pouzivaji jiné postupy vyvinuté specialné pro celotiselné tlohy. Byvaji vSak

poctu proménnych a omezeni v fadu desitek.



CelocCiselné programovani- metody

V predchozim prikladé jsme vidéli, Ze intuitivni pristup k feSeni celoCiselné
Ulohy zanedbat podminky celoCiselnosti, vyresit ziskanou Glohu LP, tzv.
zrelaxovanou Ulohu a vysledné feseni zaokrouhlit, neni vzdy vhodny. Proto se
pouzivaji jiné postupy vyvinuté specialné pro celogiselné ulohy. Byvaji véak

poctu proménnych a omezeni v fadu desitek.

Metody feznych nadrovin (nap¥. Gomoryho algoritmus) spocivaji v hledani
optima zrelaxované Ulohy a nasledném pridani dalSiho omezeni, které toto
optimum "odfizne", ale pfitom mu budou vyhovovat véechna pfipustna feseni
puvodni ulohy. Tyto metody jsou starsi a méné pouzivané.



CelocCiselné programovani- metody

V predchozim prikladé jsme vidéli, Ze intuitivni pristup k feSeni celoCiselné
Ulohy zanedbat podminky celoCiselnosti, vyresit ziskanou Glohu LP, tzv.
zrelaxovanou Ulohu a vysledné feseni zaokrouhlit, neni vzdy vhodny. Proto se
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Metody feznych nadrovin (nap¥. Gomoryho algoritmus) spocivaji v hledani
optima zrelaxované Ulohy a nasledném pridani dalSiho omezeni, které toto
optimum "odfizne", ale pfitom mu budou vyhovovat véechna pfipustna feseni
puvodni ulohy. Tyto metody jsou starsi a méné pouzivané.

Kombinatorické metody jsou zaloZzeny na efektivnim prohledavani pfipustné
mnoziny, ktera pro ryze celoCiselnou Ulohu obsahuje koneéné, av§ak zpravidla
velmi mnoho prvkd. V programovych systémech se nejc¢astéji vyuziva metody
vetvi a mezi (téz Branch and Bound, tj. B & B), kterou si blize popiSeme.



CelocCiselné programovani- metody

V predchozim prikladé jsme vidéli, Ze intuitivni pristup k feSeni celoCiselné
Ulohy zanedbat podminky celoCiselnosti, vyresit ziskanou Glohu LP, tzv.
zrelaxovanou Ulohu a vysledné feseni zaokrouhlit, neni vzdy vhodny. Proto se
pouzivaji jiné postupy vyvinuté specialné pro celogiselné ulohy. Byvaji véak

poctu proménnych a omezeni v fadu desitek.

Metody feznych nadrovin (nap¥. Gomoryho algoritmus) spocivaji v hledani

optima zrelaxované Ulohy a nasledném pridani dalSiho omezeni, které toto
optimum "odfizne", ale pfitom mu budou vyhovovat véechna pfipustna feseni
puvodni ulohy. Tyto metody jsou starsi a méné pouzivané.

Kombinatorické metody jsou zaloZzeny na efektivnim prohledavani pfipustné
mnoziny, ktera pro ryze celoCiselnou Ulohu obsahuje koneéné, av§ak zpravidla
velmi mnoho prvkd. V programovych systémech se nejc¢astéji vyuziva metody
vetvi a mezi (téz Branch and Bound, tj. B & B), kterou si blize popiSeme.

Specialni metody se pouzivaji pro Ulohy se specialni strukturou, jde napf. o
riizné heuristiky pro okruzni dopravni problém nebo Mad'arskou metodu.



CelocCiselné programovani- metoda B & B

MnozZina pfipustnych feSeni se postupné déli na mensi ¢asti (branching), kde
sledujeme horni, (pfi minimalizaci dolni) hranici hodnot G¢elové funkce
(bounding). To nam umozni vytipovat podmnozinu, kde nejpravdépodobné;ji
nastane optimum a také podmnoziny, kde optimum urcité nebude.



CelocCiselné programovani- metoda B & B

MnozZina pfipustnych feSeni se postupné déli na mensi ¢asti (branching), kde
sledujeme horni, (pfi minimalizaci dolni) hranici hodnot G¢elové funkce
(bounding). To nam umozni vytipovat podmnozinu, kde nejpravdépodobné;ji
nastane optimum a také podmnoziny, kde optimum urcité nebude.

Vétveni je mozné provést pomoci feSeni klasické Ulohy LP ziskané relaxaci
celociselné ulohy - pfipustnou mnozinu oznaéme M. Je-li jeji bod optima x°
celociselny, nasli jsme jiz optimalni feSeni plvodni ulohy. Jinak vybereme
néjaké i, pro néz je i-ta slozka feseni x? neceld, a pfidame dodate¢né
omezeni x; < a, resp. X; > b, kde a, b jsou cela ¢isla obklopujici x;. Tim
rozdélime mnozinu My na podmnoziny M; a M.



CelocCiselné programovani- metoda B & B

MnozZina pfipustnych feSeni se postupné déli na mensi ¢asti (branching), kde
sledujeme horni, (pfi minimalizaci dolni) hranici hodnot G¢elové funkce
(bounding). To nam umozni vytipovat podmnozinu, kde nejpravdépodobné;ji
nastane optimum a také podmnoziny, kde optimum urcité nebude.

Vétveni je mozné provést pomoci feSeni klasické Ulohy LP ziskané relaxaci
celociselné ulohy - pfipustnou mnozinu oznaéme M. Je-li jeji bod optima x°
celociselny, nasli jsme jiz optimalni feSeni plvodni ulohy. Jinak vybereme
néjaké i, pro néz je i-ta slozka feseni x? neceld, a pfidame dodate¢né
omezeni x; < a, resp. X; > b, kde a, b jsou cela ¢isla obklopujici x;. Tim
rozdélime mnozinu My na podmnoziny M; a M.

Na kazdé z nich zase najdeme optimum ucelové funkce x' a x? a uréime
jejich hodnoty ucelové funkce z' a z2. Celé ¢asti téchto hodnot nam davaji
horni mez pro uc¢elovou funkci na mnozinach M; a M,. Cely proces pokracuje
tak dlouho, dokud se vSechny vétve neuzaviou tak, Ze:

@ Ve vétvi je nalezeno celoCiselné feSeni nebo

@ ve vétvi neexistuje pripustné feSeni nebo

@ ve vétvi je nalezeno necelé feseni, jehoz hodnota je mensi nez hodnota

celocCiselného feseni z jiné vétve



Celociselné programovani- pouziti metody B & B

Ukazme metodu B & B pro ulohu rozvrzeni vyroby textilu



Celociselné programovani- pouziti metody B & B

Ukazme metodu B & B pro ulohu rozvrzeni vyroby textilu

Jiz mame feseni relaxace Gvodni Glohy x° = x¢ = [1,6; 2, 2] Jeho prvni
slozka je neceld, pridame tedy omezeni x; > 2, resp. x; < 1, ¢imz vytvofime
mnoziny My a Mo.



Celociselné programovani- pouziti metody B & B

Ukazme metodu B & B pro ulohu rozvrzeni vyroby textilu

M
z=§x1 +3xﬂ| 1

1 2 5 X4

Na mnoziné M; dostaneme optimum x' = [2; 2] a na M, feeni x2 = [1; 3].
Jejich hodnoty jsou z' = 90 a z2 = 95, coz davéa horni meze pro M; a M.



Celociselné programovani- pouziti metody B & B

Ukazme metodu B & B pro ulohu rozvrzeni vyroby textilu

Mnozina M. ma vyssi horni mez, takze s délenim pokracujeme na ni. Druha
slozka x? je rovna 32, pfidame tedy omezeni x» < 2, resp. x» > 3, éimz
vytvofime mnoziny Mz a M, (ta je jen jednobodova).



Celociselné programovani- pouziti metody B & B

Ukazme metodu B & B pro ulohu rozvrzeni vyroby textilu

z=2x1 +3xM 1

1 2 5 X4

Regeni x® a x* jsou jiz obé celogiselna, hodnoty G&elové funkce v nich jsou
z® = 80 a z* = 90. Vypocet konéi, na zadné vétvi (ani M) uz nemizeme
dostat vice nez 90 Euro v bodé optima x* = [0, 3].



Celociselné programovani- pouziti metody B & B

Ukazme metodu B & B pro ulohu rozvrzeni vyroby textilu

M
=90 N
M.
x°=(8/5,11/5)
0_
2'=98 O ) x=(1,2)

: z¢=80
x*=(1,5/2) ~—
22=95 —

\ Y M.
x*=(0,3)
z*=90

N

Postup feseni mizeme znazornit schematicky.



Optimalizace v grafech - zakladni pojmy

Radu redlnych systému (napt. distibuéni sit) Ize modelovat rovinnymi grafy.
Graf je tvoren uzly, které budeme znacit uy, . .., u, a hranami, pfi¢emz hranu
mezi uzly u; a u; oznaCime hj. V roviné mizeme znazornit graf pomoci bodu
(kolecek) a spojnic mezi nimi. Hrany, které umoznuji pohyb v obou smérech
nazyvame neorientované. Je-li povolen pouze jeden smér pohybu,
znazornime to na grafu Sipkou a takové "jednosmérné"hrany nazyvame
orientované. Neorientovanym grafem nazveme graf obsahuijici pouze
neorientované hrany, jinak jej nazveme orientovanym. Na obrazku je
znazornén neorientovany a orientovany graf.




Optimalizace v grafech - zakladni pojmy

Cestou z uzlu u; do uzlu u; nazveme posloupnost na sebe navazujicich hran,
z nichZ prvni zaCina v u; a posledni konCi v u;. Pokud cesta respektuje
orientaci hran, nazyva se orientovana (v opac¢ném ptipadé neorientovana).
Na obrazku je znazornéna jedna z orientovanych cest z uzlu 1 do uzlu 6.
Naopak z uzlu 6 do uzlu 1 vedou pouze necrientované cesty.




Optimalizace v grafech - zakladni pojmy

Cestou z uzlu u; do uzlu u; nazveme posloupnost na sebe navazujicich hran,
z nichZ prvni zaCina v u; a posledni konCi v u;. Pokud cesta respektuje
orientaci hran, nazyva se orientovana (v opa¢ném pfipadé neorientovand).
Na obrazku je znazornéna jedna z orientovanych cest z uzlu 1 do uzlu 6.
Naopak z uzlu 6 do uzlu 1 vedou pouze necrientované cesty.

Cestu, pro kterou u; = uj, nazveme cyklus, v pfipadé neorientovaného grafu
kruznice. Zobrazeny graf obsahuje napfiklad kruznici 1 — 3 — 4 — 1. Graf, ve
kterém mezi libovolnymi dvéma uzly existuje aspon jedna neorientovana
cesta, se nazyva souvisly. Kazdy souvisly neorientovany graf, ktery
neobsahuje kruznici, se nazyva strom.



Optimalizace v grafech - zakladni pojmy

P¥i feSeni optimalizacnich uloh zpravidla pracujeme s hranové ohodnocenymi

grafy. Hranam jsou pfifazeny hodnoty y; podle ekonomického vyznamu (napf.

vzdalenosti mezi distribuénimi centry ¢i naklady na prepravu mezi centry,

apod.) Souvisly orientovany a nezaporné ohodnoceny graf se dvéma

specialnimi uzly (vstupem a vystupem) nazveme sit. Pfidame-li ohodnoceni

hran do naseho grafu, ziskdme sit se vstupnim uzlem 1 a vystupnim uzlem 6.
7




Optimalizace v grafech - zakladni pojmy

P¥i feSeni optimalizacnich uloh zpravidla pracujeme s hranové ohodnocenymi

grafy. Hranam jsou pfifazeny hodnoty y; podle ekonomického vyznamu (napf.

vzdalenosti mezi distribuénimi centry ¢i naklady na prepravu mezi centry,

apod.) Souvisly orientovany a nezaporné ohodnoceny graf se dvéma

specialnimi uzly (vstupem a vystupem) nazveme sit. Pfidame-li ohodnoceni

hran do naseho grafu, ziskdme sit se vstupnim uzlem 1 a vystupnim uzlem 6.
7

Délkou cesty nazveme soucet ohodnoceni jejich hran. Naptiklad mezi délka
orientované cesty 1-2-5-6 je 3+7+6=16. Pozor! Graf je definovan pomoci
mnoziny uzl a mnoziny hran, nikoliv zakreslenim. Délky spojnic nemusi a
¢asto ani nemohou odpovidat ohodnoceni hran.



Optimalizace v grafech - ulohy

Na grafech se fesi fada uloh:

@ Standartni optimaliza¢ni Ulohou je hledani nejkratsi cesty mezi dvéma
uzly. Uloha se fesi v orientovanych i neorientovanych grafech. existuje
vice algoritm(, nékteré k urCeni celé matice vzdalenosti. Jeden z
nejznameéjSich algoritmu je Dijkstrav algoritmus.

@ Hledani minimalni kostry grafu - Ukolem je vybrat takovou podmnozinu
hran, aby mezi kazdymi dvéma uzly existovala cesta a aby celkové
ohodnoceni bylo minimalni (kostra nesmi obsahovat cyklus).

@ Urceni maximalniho toku v siti (propustnosti sité): Predstavuje - li
ohodnoceni v siti pfepravni kapacitu hran, pak Ukolem je urceni
maximalniho poétu jednotek, které je mozné prepravit ze vstupniho do
vystupniho uzlu.

@ Dalsi ulohy, jako problém barveni grafu, problém ¢inského postaka,
problém obchodniho cestujiciho, median grafu, centr grafu, atd.



Optimalizace v grafech - minimalni kostra

Pro nalezeni kostry grafu s minimalnim celkovym ohodnocenim hran Ize
pouzit hladovy (Kruskaliv) algoritmus: do kostry postupné zarazujeme hrany
nesmime dopustit vznik cyklu: takové hrany, které by uzavfely okruh, do
kostry nezahrneme. Naleznéme minimalni kostru v grafu z knihy T. Subrt:
Ekonomicko-matematické metody:



Optimalizace v grafech - minimalni kostra

Pro nalezeni kostry grafu s minimalnim celkovym ohodnocenim hran Ize
pouzit hladovy (Kruskaliv) algoritmus: do kostry postupné zarazujeme hrany
nesmime dopustit vznik cyklu: takové hrany, které by uzavfely okruh, do
kostry nezahrneme. Naleznéme minimalni kostru v grafu z knihy T. Subrt:
Ekonomicko-matematické metody:

Nejprve pfidame hranu s hodnotou 1.



Optimalizace v grafech - minimalni kostra

Pro nalezeni kostry grafu s minimalnim celkovym ohodnocenim hran Ize
pouzit hladovy (Kruskaliv) algoritmus: do kostry postupné zarazujeme hrany
nesmime dopustit vznik cyklu: takové hrany, které by uzavfely okruh, do
kostry nezahrneme. Naleznéme minimalni kostru v grafu z knihy T. Subrt:
Ekonomicko-matematické metody:

Dale vybereme vSechny hrany s hodnotou 2.



Optimalizace v grafech - minimalni kostra

Pro nalezeni kostry grafu s minimalnim celkovym ohodnocenim hran Ize
pouzit hladovy (Kruskaliv) algoritmus: do kostry postupné zarazujeme hrany
nesmime dopustit vznik cyklu: takové hrany, které by uzavfely okruh, do
kostry nezahrneme. Naleznéme minimalni kostru v grafu z knihy T. Subrt:
Ekonomicko-matematické metody:

Pfidame hrany s hodnotou 3 kromé v3-v4, ktera by uzavrela okruh.



Optimalizace v grafech - minimalni kostra

Pro nalezeni kostry grafu s minimalnim celkovym ohodnocenim hran Ize
pouzit hladovy (Kruskaliv) algoritmus: do kostry postupné zarazujeme hrany
nesmime dopustit vznik cyklu: takové hrany, které by uzavfely okruh, do
kostry nezahrneme. Naleznéme minimalni kostru v grafu z knihy T. Subrt:
Ekonomicko-matematické metody:

Hrana s hodnotou 6 nemuze byt do kostry zahrnuta, pfidame tedy hranu s
hodnotou 7.



Optimalizace v grafech - minimalni kostra

Pro nalezeni kostry grafu s minimalnim celkovym ohodnocenim hran Ize
pouzit hladovy (Kruskaliv) algoritmus: do kostry postupné zarazujeme hrany
nesmime dopustit vznik cyklu: takové hrany, které by uzavfely okruh, do
kostry nezahrneme. Naleznéme minimalni kostru v grafu z knihy T. Subrt:
Ekonomicko-matematické metody:

Dostali jsem jiz souvisly podgraf, tedy kostru, celkova hodnota jejich hran je
20.



Optimalizace v grafech - nejkratSi cesta

Pro hledani nejkratsi cesty z uzlu v1 do ostatnich uzl(i Ize pouzit Dijkstriiv
algoritmus: pfedved'me na grafu z pfedchoziho pfikladu:




Optimalizace v grafech - nejkratSi cesta

Pro hledani nejkratsi cesty z uzlu v1 do ostatnich uzl(i Ize pouzit Dijkstriiv
algoritmus: pfedved'me na grafu z pfedchoziho pfikladu:

Algoritmus rozdéluje uzly podle toho, zda uz do nich nejkratsi cestu zname
nebo ne. Zacindme s cestou délky 0 z v1 do v1. NejkratSi cestu prodlouzime
vzdy o jednu hranu. Projdeme vSechny uzly se znamou délkou cesty z v1,
seCteme tyto délky postupné s hodnotami hran z uzl( vychazejicich a
vybereme ze v8ech souctl nejmensi, tak ziskame délku cesty do néjakého
nového uzlu a postup dale opakujeme.



Optimalizace v grafech - nejkratSi cesta

Postup algoritmu se Iépe sleduje v tabulce sousedu (v zavorkach jsou

uvedeny hodnoty hran):
[ sousedi [ vi [ v2 | v3 [va [ 5 | v6 | v7 [v8 ]

v2 (7) | v1(7) vl (9) vl (8) | v2(8) v2 (2) v5 (10) | v5(7)
v3(9) | v3(10) | v2(10) | v2(3) | v3(6) v3 (10) | v6 (3) v6 (2)
v4 (8) | v4(3) | v4(3) | v3(3) | v4(3) |v4(2) | v8(1) |Vv7(1)
v5 (8) v5 (6) v5(3) | v6 (10) | v5(10)
v6 (2) v6 (10) | v6 (2) | v7 (9) v7 (3)
v8 (7) | v8(2)
[ved.zvi[O | \ \ \ \ \ \ |

V prvnim kroku zname jen vzdalenost do v1, projdeme jeho sousedy a
vybereme hranu s nejmensi hodnotou, coz je v1-v2 s délkou 7. Vrchol v2 tedy
zafadime do skupiny se znamou vzdalenosti z v1.



Optimalizace v grafech - nejkratSi cesta

Postup algoritmu se Iépe sleduje v tabulce sousedu (v zavorkach jsou

uvedeny hodnoty hran):
[ sousedi [ vi [ v2 | v3 [va [ 5 | v6 | v7 [v8 ]

VoA | v | viHO) | w8} | v2{8) | v2{2) | v5(10) | V5 (7)
v3(9) | v3(10) | v2(10) | v23) | v3(6) | v3(10) | v6(3) | v6 (2)
v4(8) | v4(3) | v4(3) | v3(3) | v4(3) |v4(2) | v8(1) |Vv7(1)
v5 (8) v5 (6) v5(3) | v6 (10) | v5(10)
v6 (2) v6 (10) | v6 (2) | v7 (9) v7 (3)
v8(7) | v8(2)
[vzd.zvi [0 |7 \ \ \ \ \ \ |

V druhém kroku prochazime kromé sousedu v1 také sousedy v2, délky cest
pres v2 jsou 7+10, 7+3, 7+8, 7+2, takze nejkrat§i novou cestou bude v1-v4
délky 8. Pridame v4 mezi uzly, do nichz nejkratsi cestu zname.



Optimalizace v grafech - nejkratSi cesta

Postup algoritmu se Iépe sleduje v tabulce sousedu (v zavorkach jsou
uvedeny hodnoty hran):

[ sousedi [ vi [ v2 | v3 [va [ 5 | v6 | v7 [v8 ]
V2@ | Vi@ | w9y | vi{8) | v28) | v2{2) | v5(10) | V5 (7)
v3(9) | v3(10) | v2(40) | v2{3) | v3 (6) v3 (10) | v6 (3) V6 (2)
v4{8) | w43}y | v43) | v3(3) | v43} | w42} | v8(1) v7 (1)
v5 (8) v5 (6) v5(3) | v6 (10) | v5(10)
v6 (2) v6 (10) | v6 (2) | v7 (9) v7 (3)
v8 (7) v8 (2)

[vzd.zv1 [ 0 |7 \ | 8 \ \ \ \

V dal$im kroku prochazime dosud nezafazené sousedy uzll v1, v2 a v4.
Nejmensi celkova délka cest pres tyto uzly do jejich sousedu je v1-v3 s
hodnotou 9. To bude tedy vzdalenost do uzlu v3.



Optimalizace v grafech - nejkratSi cesta

Postup algoritmu se Iépe sleduje v tabulce sousedu (v zavorkach jsou

uvedeny hodnoty hran):

[ sousedi [ vi [ v2 | v3 [va [ 5 | v6 | v7 [v8 ]
v2{7 | viH7A | viH{9) | vi8) | v2{8) | v2(2) | v5(10) | V5 (7)
v3H{9) | v3{10) | v2{10) | v2{3) | v3{6) | ¥3(10) | v6(3) | V6 (2)
va{8) | v4{3) | v4(@) | v3{3) | v4{3) | w42 | v8(1) |v7(1)

v5 (8) v5 (6) v5(3) | v6 (10) | v5(10)
v6 (2) v6 (10) | v6 (2) | v7 (9) v7 (3)
v8(7) | v8(2)

[vzd.zv1 [ 0 |7 [ 9 | 8 \ \ \

Stejnou vzdalenost (také 9) ma cesta pres v2 do v6.



Optimalizace v grafech - nejkratSi cesta

Postup algoritmu se Iépe sleduje v tabulce sousedu (v zavorkach jsou
uvedeny hodnoty hran):

[ sousedi [ vi [ v2 | v3 [va [ 5 | v6 | v7 [v8 ]
v2{7 | viH7A | viH{9) | vi8) | v2{8) | v2(2) | v5(10) | V5 (7)
v3H{9) | v3{10) | v2{10) | v2(3) | ¥v346) | v3(16) | v6(3) | ¥6(2)
va{8) | v4{3) | vA@) | v3{3) | v4{3) | w42 | v8(1) |v7(1)

v5 (8) v5 (6) v5 (3) | w610} | v5(10)
w62y | v6{10) | w62y | v7(9) | v7 (3)
V8 (7) | v8 (2)
[vzd.zv1 [ 0 |7 [ 9 | 8 \ [ 9 \ \ ]

Z dosud nezarazenych uzld ma nejmensi celkovou vzdalenost pres jednu
hranu z jiz vytvofenych cest uzel v5, ktery napojime z v4, jeho vzdalenost z v1
je 11.



Optimalizace v grafech - nejkratSi cesta

Postup algoritmu se Iépe sleduje v tabulce sousedu (v zavorkach jsou

uvedeny hodnoty hran):

[ sousedi [ vi [ v2 | v3 [va [ 5 | v6 | v7 [v8 ]
v {7 | vH7A) | vy | viH8) | v2H8) | v2{2) | v5{10) | ¥v5(F
v3H{9) | v3{10) | v2{10) | v2(3) | ¥v346) | v3(16) | v6(3) | ¥6(2)
va{8) | v4{3) | vA@) | v3{3) | v4{3) | w42 | v8(1) |v7(1)

v6(2) | v6(10) | v6<2) | v7 (9) | v7 (3)
V8 (7) | v8 (2
[vzd.zv1 [ 0 |7 [ 9 | 8 [ 11 [ 9 \

Stejné vzdalenosti 11 dosdhneme napojenim uzlu v8 pies v6.



Optimalizace v grafech - nejkratSi cesta

Postup algoritmu se Iépe sleduje v tabulce sousedu (v zavorkach jsou

uvedeny hodnoty hran):

[ sousedi [ vi [ v2 | v3 [va [ 5 | v6 | v7 [v8 ]
v {7 | vH7A) | vy | viH8) | v2H8) | v2{2) | v5{10) | ¥v5(F
v3H{9) | v3{10) | v2{10) | v2(3) | ¥v346) | v3(16) | v6(3) | ¥6(2)
va{8) | v4{3) | v4@) | v3{3) | v4{3) | v42) | v& | v7 (1)

Vo2 | ve10y | v642) | v7 (9) | v7 (3)
VoA | ve{2)

[vzd.zv1 [ 0 |7 [ 9 | 8 [ 11 [ 9 \ [ 11 ]

Nakonec pfipojime uzel v7, nejkrats§i moznost je pres v6, celkova vzdalenost
do néj je 12.




Optimalizace v grafech - median grafu

Median grafu minimalizuje soucet vzdalenosti od ostatnich uzld. Spocitejme
ho pro Ulohu o umisténi skladu pro mésta uvazovana ve vySe feSené okruzni
Uloze.

Kralupy | Veltrusy | Slany | Velvary | Zlonice | Vrany | Bfiza | SUMA

Kralupy 0 4 16 8 18 25 17 88
Veltrusy 4 0 20 12 22 28 13 99

Slany 16 20 0 12 7 14 17 86
Velvary 8 12 12 0 10 17 10 69
Zlonice 18 22 7 10 0 7 10 74

Vrany 25 28 14 17 7 0 15 106

Briza 17 13 17 10 10 15 0 82




Optimalizace v grafech - median grafu

Median grafu minimalizuje soucet vzdalenosti od ostatnich uzld. Spocitejme
ho pro Ulohu o umisténi skladu pro mésta uvazovana ve vySe feSené okruzni
Uloze.

Kralupy | Veltrusy | Slany | Velvary | Zlonice | Vrany | Bfiza | SUMA

Kralupy 0 4 16 8 18 25 17 88
Veltrusy 4 0 20 12 22 28 13 99

Slany 16 20 0 12 7 14 17 86
Velvary 8 12 12 0 10 17 10 69
Zlonice 18 22 7 10 0 7 10 74

Vrany 25 28 14 17 7 0 15 106

Briza 17 13 17 10 10 15 0 82

Aby se do skladu nejezdilo celkem co nejméné kilometrd, je nejlepsi jej
umistit ve Velvarech.

Pozn.: Pfi umisténi dvou skladi hovofime o dvoumedianu, atd.



Optimalizace v grafech - centr grafu

Centr grafu minimalizuje maximum vzdalenosti od ostatnich uzll. Spocitejme
ho pro Ulohu o umisténi hasi¢ské stanice pro mésta uvazovana ve vysSe
feSené okruzni Uloze.

Kralupy | Veltrusy | Slany | Velvary | Zlonice | Vrany | Bfiza | MAX
Kralupy 0 4 16 8 18 25 17 25
Veltrusy 4 0 20 12 22 28 13 28
Slany 16 20 0 12 7 14 17 20
Velvary 8 12 12 0 10 17 10 17
Zlonice 18 22 7 10 0 7 10 22
Vrany 25 28 14 17 7 0 15 28
Bfiza 17 13 17 10 10 15 0 17




Optimalizace v grafech - centr grafu

Centr grafu minimalizuje maximum vzdalenosti od ostatnich uzll. Spocitejme
ho pro Ulohu o umisténi hasi¢ské stanice pro mésta uvazovana ve vysSe
feSené okruzni Uloze.

Kralupy | Veltrusy | Slany | Velvary | Zlonice | Vrany | Bfiza | MAX
Kralupy 0 4 16 8 18 25 17 25
Veltrusy 4 0 20 12 22 28 13 28
Slany 16 20 0 12 7 14 17 20
Velvary 8 12 12 0 10 17 10 17
Zlonice 18 22 7 10 0 7 10 22
Vrany 25 28 14 17 7 0 15 28
Bfiza 17 13 17 10 10 15 0 17

Aby meésta byla pro hasice co nejrychleji dostupna, nejlepsi je umistit stanici
ve Velvarech nebo Bfize.

Pozn.: PFi umisténi dvou stanic hovofime o dvoucentru, atd.



Optimalizace v sitovych grafech

o

potrubi, silni¢ni ¢i datova sit,...). Pro feSeni potfebujeme znat:
@ popis potrubi (graf, zpravidla orientovany)
@ odkud voda vytéka (specialni uzel: zdroj)
@ kam voda tece (specialni uzel: cil, spotfebic)

@ kolik vody mlze danou hranou protéct (kapacita = nazaporné
ohodnoceni hran)

Graf s vyjmenovanymi vlastnostmi oznacujeme jako sit.



Optimalizace v sitovych grafech

potrubi, silni¢ni ¢i datova sit,...). Pro feSeni potfebujeme znat:
@ popis potrubi (graf, zpravidla orientovany)
@ odkud voda vytéka (specialni uzel: zdroj)
@ kam voda tece (specialni uzel: cil, spotfebic)
@ kolik vody mlze danou hranou protéct (kapacita = nazaporné
ohodnoceni hran)

Graf s vyjmenovanymi vlastnostmi oznacujeme jako sit.

Tokem nazveme funkci pfifazujici kazdé hrané nezaporné Cislo nepresahuijici
kapacitu spliujici tzv. Kirchhoffovy zakony: soucet tokd na hranach
vstupuijicich je stejny jako na vystupuijicich. Tyto podminky musi platit ve
v8ech uzlech kromé zdroje a cile. Velikost toku je soucet tokud vychazejicich
ze zdroje. Pokud ze zdroje nic nevytéka, jde o nulovy tok.



Optimalizace v sitovych grafech

Pro hledani maximalniho toku v siti se pouzivaji zlepSovaci algoritmy: zaéne
se zpravidla s nulovym tokem a hleda se cesta, na niz maji vSechny hrany
nenulovou rezervu (rozdil kapacity a skutec¢ného toku). Tok Ize navysit na
dané cesté o minimalni hodnotu rezervy. Postupujeme déle prohledavanim
grafu a hledanim dalsi zlepSujici cesty. Prostou aplikaci tohoto postupu
bychom ale nemuseli nalézt nejlepsi fesSeni, nékdy je potfeba na nékterych
hranach naopak tok zmensSit, aby se mohl vést lepsi cestou a celkova velikost
toku se zvysila.



Optimalizace v sitovych grafech

Pro hledani maximalniho toku v siti se pouzivaji zlepSovaci algoritmy: zaéne
se zpravidla s nulovym tokem a hleda se cesta, na niz maji vSechny hrany
nenulovou rezervu (rozdil kapacity a skutec¢ného toku). Tok Ize navysit na
dané cesté o minimalni hodnotu rezervy. Postupujeme déle prohledavanim
grafu a hledanim dalsi zlepSujici cesty. Prostou aplikaci tohoto postupu
bychom ale nemuseli nalézt nejlepsi fesSeni, nékdy je potfeba na nékterych
hranach naopak tok zmensSit, aby se mohl vést lepsi cestou a celkova velikost
toku se zvysSila. VylepSeny algoritmus (Ford-Fulkerson) je nasleduijici:
@ U kazdé hrany evidujeme jeji rezervu i "rezervu v protisméru"(o kolik Ize
tok snizit). Na za¢atku u vychoziho nulového toku jsou rezervy rovny
kapacitam (rezervy v protisméru u orientovanych hran nulové)

@ Vybereme zlepsujici cestu a navySime tok o jeji rezervu. SouCasné o
stejnou hodnotu snizime rezervy v8ech hran na cesté a navySime jejich
rezervy v protisméru.

@ Postupujeme takto dal, dokud Ize nalézt cestu s nenulovou rezervou.



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:

Zatneme s nulovym tokem, na hranach modfe vyznacCime rezervy, zelené
"rezervy v protisméru".



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:

Najdeme libovolnou zlepSuijici cestu.



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:

Na zvolené cesté je nejmensi rezerva 6, o tuto hodntu navySime tok na cesté.
Rezervy na vSech vybranych hranach tedy klesnou o Sest a o stejnou
hodnotu se zvysi protismerné rezervy.



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:

Najdeme dalSi zlepSujici cestu.



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:

Na této cesté je hrana s rezervou 5, nemUizeme tedy tok zvysit o vic.



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:

Po navyS$eni najdeme dalSi cestu s nenulovou rezervou.



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:

Na této cesté jsme navysili tok o 7.



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:

Existuje jesté zlepSujici cesta s rezervou 1.



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:

Provedli jsme navySeni.



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:

Muzeme tok jesté zlepSit po ceste, ktera mezi v5 a v7 vede "v protisméru".



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:

Provedeme navySeni o nejmensi rezervu (1, na posledni hrané). Mezi v5 a v7
se tok fakticky snizil o 1.



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:

Nalezeny tok ma velikost 7+8 +5=20 (viz zelené hodnoty u cile). Evidentné je
to optimalni feSeni, do cile uz neni volna dalsi kapacita.



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:



Rizeni projektt

Rizeni projektt je jednou z typickych aplikaci teorie graftl. Projekt mtizeme
obecné chapat jako soubor €innosti. Tyto ¢innosti Ize charakterizovat
predpokladanou dobou trvani, naklady na realizaci, pozaddavky na zajisténi,
vyétem Cinnosti, které realizaci musi pfedchazet, atd. NejCastéji hledame
odpovéd na tyto otazky:

@ Jakd je nejkrat8i mozna doba realizace projektu?

@ Které Cinnosti jsou z hlediska dodrzeni terminu kliCové, tzv. kritické

¢innosti?

@ Jaké jsou rezervy u nekritickych Cinnosti

@ Jaky je Casovy rozvrh pro realizaci jednotlivych ¢innosti?
Kromé Casové analyzy projektl nas zajimaji téZ naklady na projekt v
zavislosti na ¢ase, hovotime pak o nakladové analyze. Dale muzeme sledovat
Uroven a rozlozeni zdroji potfebnych pro jednotlivé &innosti, tedy provadét
zdrojovou analyzu projektu.



Rizeni projektu - konstrukce sitového grafu

Projekt znazornujeme pomoci ohodnoceného sitového grafu, kde hrany
reprezentuji Cinnosti, ohodnoceni vétsinou dobu jejich trvani a uzly
pfedstavuji momenty zahajeni ¢i ukonéeni jednotlivych ¢innosti. Pi analyze
nejprve musime vymezit jednotlivé ¢innosti, odhadnout délky jejich realizace a
definovat navaznosti pomoci vyétu bezprostfedné predchazejicich ¢innosti.



Rizeni projektu - konstrukce sitového grafu

Projekt znazornujeme pomoci ohodnoceného sitového grafu, kde hrany
reprezentuji Cinnosti, ohodnoceni vétsinou dobu jejich trvani a uzly
predstavuji momenty zahajeni ¢i ukoncéeni jednotlivych ¢innosti. PFi analyze
nejprve musime vymezit jednotlivé ¢innosti, odhadnout délky jejich realizace a
definovat navaznosti pomoci vyCtu bezprostfedné predchazejicich Cinnosti.
Ukazme si sitovy graf pro projekt vytvoreni nového obchodniho stfediska
firmy Q-mark, a.s. (J.Jablonsky: Operacni vyzkum). Pfed vlastnim sestavenim
grafu definujeme elementarni Cinnosti a jejich vlastnosti, viz. tabulka:

¢innost | popis ¢innosti trvani [tydny] | pfedchazi

A vybér a nakup projektu 6 -

B zpracovani projektu 4 A
C obsazeni pozice manazera 3 A
D vybér personalu 3 B,C
E rekonstrukce a vybaveni objektu 8 B
F Skoleni personalu 2 D
G vybeér sortimentu zbozi 2 B,C
H uzavieni smluv s dodavateli 5 G

| nakup zbozi 3 E,FH
J reklama 2 H




Rizeni projektu - konstrukce sitového grafu

P¥i sestavovani grafu mGzeme narazit na problém u definice uzl(. Napfiklad
¢innosti D musi predchazet B,C, ale ¢innosti E pfedchazi pouze B. Jak tedy
spravné znazornit navaznost? Priklady nespravného znazornéni, viz obr.:

B E
A

c D

A ~B ~ E
(D—2—>®

C™~—~ D
(4

Podobny problém je u €innosti I,J, které maiji spolecného predchiidce H, ale
¢innosti | navic prfedchazii E,F.



Rizeni projektu - konstrukce sitového grafu

Problém s navaznosti Ize fesit zavedenim fiktivnich Cinnosti, jimz odpovidajici
fiktivni hrany doplni chybéjici spoje. Znazornuji se prerusovanou ¢arou. Doba
fiktivnich ¢innosti je vzdy nulova. Do naseho prikladu tedy doplnime dvé
fiktivni Cinnosti: X zprostfedkujici navaznost mezi B a D a ¢innost Y pro
navaznost mezi H a I.



Rizeni projektu - konstrukce sitového grafu

Problém s navaznosti Ize fesit zavedenim fiktivnich Cinnosti, jimz odpovidajici
fiktivni hrany doplni chybéjici spoje. Znazornuji se prerusovanou ¢arou. Doba
fiktivnich ¢innosti je vzdy nulova. Do naseho prikladu tedy doplnime dvé
fiktivni Cinnosti: X zprostfedkujici navaznost mezi B a D a ¢innost Y pro
navaznost mezi H a I. Jedno z moznych znazornéni sité projektu je na
obrazku:

Pti sestavovani grafu je dobré drzet se pravidla, aby index pocate¢niho uzlu
kazdé hrany byl niz8i nez index jejiho koncového uzlu. Potom graf nebude
obsahovat zadné orientované cykly.



Critical Path Method (CPM)

Metoda se pouziva od 50. let minulého stoleti. Jejim principem je urcit pro
kazdou Cinnost tyto 4 charakteristiky:
@ Nejdfive mozny zacatek provadéni Cinnosti zacinajici v uzlu u;, znacime
jej: 17
@ Nejdfive mozZny konec provadéni Cinnosti reprezentované hranou h;
ziskame prictenim doby trvani ¢innosti: 2 + y;
@ Nejpozdéji pfipustny konec provadéni cinnosti kon€ici v uzlu u;, znacime
jej:
@ Nejpozdéji pripustny zacatek provadeni innosti reprezentované hranou
hjj ziskdme odectenim doby trvani Cinnosti: tj‘ — Vi
V sitovém grafu vyznacime do jednotlivych uzld i nejdfive mozné zacatky a
nejpozdéji pripustné konce Cinnosti, které v ném zacinaji, resp. konéi:

>




Critical Path Method (CPM)

Vlastni algoritmus metody probiha ve &tyfech fazich:

@ Vypocet nejprve moznych zacatkd: Pro Cinnosti zaCinajici v uzlu u; se
spocte jako maximum nejdfive moznych konct ¢innosti, které do néj
vstupuji. tf = max;(t° + y;j) Pro vystupni uzel tak dostaneme nejkratsi
moznou dobu realizace projektu.

@ Vypocet nejpozdéji pripustnych koncl: Pro ¢innosti konéici v uzlu u; se
spocte jako minimum z nejpozdéji pfipustnych zacatkd ¢innosti z uzlu
vystupujicich. & = min(t — yj)

@ Vypocet celkovych &asovych rezerv: Cinnost reprezentovana hranou hjj
ma stanoveno, kdy muze nejdfive zadit (t°) a kdy musi nejpozdéji skoncit
(/). Doba, béhem které se musi realizovat, je tedy t! — t a protoZe jeji
realizace trva yj;, dostaneme jeji pro Casovou rezervu vztah:

Rj =1 — & —yj

© Sestaveni harmonogramu ¢innosti



Critical Path Method (CPM) - 1. faze

V prvni fazi metody CPM postupné zleva doprava pocitame nejdfive mozné
zacatky Cinnosti.



Critical Path Method (CPM) - 1. faze

V prvni fazi metody CPM postupné zleva doprava poc¢itame nejdfive mozné
zacatky Cinnosti.

Nejprve si zobrazime graf projektu s dobami trvani ¢innosti.



Critical Path Method (CPM) - 1. faze

V prvni fazi metody CPM postupné zleva doprava pocitame nejdfive mozné
zacatky Cinnosti.

Nejdfive mozny zacatek ¢innosti B,C je £ = 0 + 6 = 6.



Critical Path Method (CPM) - 1. faze

V prvni fazi metody CPM postupné zleva doprava pocitame nejdfive mozné
zacatky Cinnosti.

Nejdfive mozny zacatek ¢innosti E je t = 6 + 4 = 10.



Critical Path Method (CPM) - 1. faze

V prvni fazi metody CPM postupné zleva doprava poc¢itame nejdfive mozné
zacatky Cinnosti.

Nejdfive mozny zacatek ¢innosti D,G je t§ = max(10 + 0,6 + 3) = 10.



Critical Path Method (CPM) - 1. faze

V prvni fazi metody CPM postupné zleva doprava poc¢itame nejdfive mozné
zacatky Cinnosti.

Nejdfive mozny zacatek ¢innosti F, resp. H je t = 10 + 3 = 13, resp.
f=10+2=12.



Critical Path Method (CPM) - 1. faze

V prvni fazi metody CPM postupné zleva doprava pocitame nejdfive mozné
zacatky Cinnosti.

Nejdfive mozny zacatek Cinnosti J je t2 =12+ 5 = 17.



Critical Path Method (CPM) - 1. faze

V prvni fazi metody CPM postupné zleva doprava poc¢itame nejdfive mozné
zacatky Cinnosti.

Nejdfive mozny zacatek Cinnosti | je t = max(10 +8,13 + 2,17 +2) = 18.



Critical Path Method (CPM) - 1. faze

V prvni fazi metody CPM postupné zleva doprava poc¢itame nejdfive mozné
zacatky Cinnosti.

Nejdfive mozna doba ukonceni projektu je v Case
0 = max(18 + 3,17 +2) = 21 tydnu.



Critical Path Method (CPM) - 2. faze

Ve druhé fazi postupujeme zprava doleva a dopliiujeme nejpozdéji pripustné

konce. Pfedpokladejme, ze chceme stihnout projekt v nejkrat§im mozném
Case.



Critical Path Method (CPM) - 2. faze

Ve druhé fazi postupujeme zprava doleva a dopliiujeme nejpozdéji pripustné
konce. Pfedpokladejme, ze chceme stihnout projekt v nejkrat§im mozném
Case.

Stanovili jsme minimalni dobu trvani projektu na 21 tydnd. To bude i
nejpozdéji pfipustny konec ¢innosti 1,J: t§ = 21.



Critical Path Method (CPM) - 2. faze

Ve druhé fazi postupujeme zprava doleva a dopliiujeme nejpozdéji pripustné
konce. Pfedpokladejme, ze chceme stihnout projekt v nejkrat§im mozném
Case.

Nejpozdéji pfipustny konec Einnosti FE je t} =21 — 3 = 18.



Critical Path Method (CPM) - 2. faze

Ve druhé fazi postupujeme zprava doleva a dopliiujeme nejpozdéji pripustné
konce. Pfedpokladejme, ze chceme stihnout projekt v nejkrat§im mozném
Case.

Nejpozdéji pfipustny konec ¢innosti H je t} = min(21 — 2,18 — 0) = 18.



Critical Path Method (CPM) - 2. faze

Ve druhé fazi postupujeme zprava doleva a dopliiujeme nejpozdéji pripustné
konce. Pfedpokladejme, ze chceme stihnout projekt v nejkrat§im mozném
Case.

Nejpozdéji pfipustny konec Cinnosti D, resp. G je t1 = 18 — 2 = 16, resp.
i =18-5=13.



Critical Path Method (CPM) - 2. faze

Ve druhé fazi postupujeme zprava doleva a dopliiujeme nejpozdéji pripustné
konce. Pfedpokladejme, ze chceme stihnout projekt v nejkrat§im mozném
Case.

Nejpozdéji pfipustny konec ¢innosti C je t] = min(13 — 2,16 — 3) = 11.



Critical Path Method (CPM) - 2. faze

Ve druhé fazi postupujeme zprava doleva a dopliiujeme nejpozdéji pripustné
konce. Pfedpokladejme, ze chceme stihnout projekt v nejkrat§im mozném
Case.

Nejpozdéji pfipustny konec Einnosti B je t} = min(18 —8,11 — 0) = 10.



Critical Path Method (CPM) - 2. faze

Ve druhé fazi postupujeme zprava doleva a dopliiujeme nejpozdéji pripustné
konce. Pfedpokladejme, ze chceme stihnout projekt v nejkrat§im mozném
Case.

Nejpozdéji pfipustny konec ¢innosti A je t! = min(10 — 4,11 — 3) = 6. Protoze
jsme vychazeli z nejrychlej$i mozné realizace projektu, samoziejmeé vyslo
tH=6-6=0.



Critical Path Method (CPM) - 3. faze

Dopocitame rezervy jednotlivych ¢innosti podle vztahu R; = tj‘ — 0 —yj.

Napfiklad ¢innost J musi probéhnout mezi 17. a 21. tydnem a trva 2 tydny, jeji
rezerva je tedy R;g = 21 — 17 — 2 = 2 tydny, apod.

Rezervy jednotlivych &innosti jsou uvedeny v zavorkach. Cervené je
znazornéna kriticka cesta sestavajici z ¢innosti A,B,E, |, které nemaji Zzadnou
¢asovou rezervu.



Critical Path Method (CPM) - 4. faze

Posledni, ale velmi dulezitou fazi je rozvrzeni realizace Cinnosti v Case. Je
nutné urcit, které ¢innosti mohou probihat paralelné a které na sebe musi
navazovat. To nAm umozni dale rozvrhovat zdroje potrebné pro jednotlivé
¢innosti. Ukazme si rozvrh ¢innosti v diagramu, kde ramecky tvofi nejdfive
mozny zacCatek a nejpozdéji pfipustny konec Cinnosti, stinovani naznacuje
dobu jejich trvani. V horni ¢asti tabulky jsou kritické ¢innosti s nulovymi
rezervami - tyto musi na sebe bezprostfedné navazovat, aby nedoslo ke
zpozdéni projektu.

Cinnost Cas
01 2 3 45 6 7 8 910111213 14 1516 17 18 19 20 21

CcI®OMUO|—mMmwW >




Metoda PERT

Metoda PERT (Program Evaluation and Review Technique) je
pravdépodobnostnim rozsifenim metody CPM. V praxi Casto neni realné
stanovit realizaCni doby Cinnosti, proto jsou hodnoty y; nahrazeny ndhodnymi
veli€inami, které se realizuji na néjakém intervalu (a;, b;). Kromé tohoto
mezniho optimistického, resp. pesimistického odhadu se pracuje s
nejpravdépodobnéj$i dobou trvani cinnosti mj;, ta se oznacuje jako modalni
odhad.



Metoda PERT

Metoda PERT (Program Evaluation and Review Technique) je
pravdépodobnostnim rozsifenim metody CPM. V praxi Casto neni realné
stanovit realizaCni doby Cinnosti, proto jsou hodnoty y; nahrazeny ndhodnymi
veli€inami, které se realizuji na néjakém intervalu (a;, b;). Kromé tohoto
mezniho optimistického, resp. pesimistického odhadu se pracuje s
nejpravdépodobnéj$i dobou trvani cinnosti mj;, ta se oznacuje jako modalni
odhad. Skute¢né rozlozeni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny neni obecné
znamo, ale Casto se aproximuje S-rozdélenim. Lze ukazat, Ze pro jeji stfedni
hodnotu a rozptyl plati:

= a,‘j+4I6Tl,'j+b,'j

bi—ai
oj = 116 jj



Metoda PERT

Metoda PERT (Program Evaluation and Review Technique) je
pravdépodobnostnim rozsifenim metody CPM. V praxi Casto neni realné
stanovit realizaCni doby Cinnosti, proto jsou hodnoty y; nahrazeny ndhodnymi
veli€inami, které se realizuji na néjakém intervalu (a;, b;). Kromé tohoto
mezniho optimistického, resp. pesimistického odhadu se pracuje s
nejpravdépodobnéj$i dobou trvani cinnosti mj;, ta se oznacuje jako modalni
odhad. Skute¢né rozlozeni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny neni obecné
znamo, ale Casto se aproximuje S-rozdélenim. Lze ukazat, Ze pro jeji stfedni
hodnotu a rozptyl plati:

= a,',-+4ré'l,','+b,-,»

bi—ai
oj = 116 jj

Vlastni vypocCet metodou PERT se neli§i od metody CPM, jen se misto hodnot
yjj pracuje se stfednimi hodnotami p;. Za urcitych predpokladl se da dle
centralni limitni véty aproximovat rozlozeni celkové délky projektu normalni
nahodnou veli¢inou a ziskat tak odpovéd’ na otazky : Jaka je
pravdépodobnost, Ze projekt bude ukoncen v ¢ase T, resp. v jakém Case
bude projekt ukoncen se stanovenou pravdépodobnosti p, apod.



Metoda PERT - priklad

Priklad : V zavodé se ma provést rekonstrukce vyrobni linky spojena

s vymenou vyrobniho zafizeni, stavebnimi Gpravami, generalni opravou
elektroinstalace a zlepSenim pracovniho prostiedi. Projekt byl rozloZzen na
diléi ¢innosti, které jsou spolu s pfedpokladanou dobou jejich trvani

(v tydnech) uvedeny v tabulce. Pomoci metody PERT stanovte kritickou cestu.

Popis Cinnosti predchudci | A | B | C
A Demontaz starého zatizeni - 518 |10
B Oprava stfechy vyrobni haly - 4 | 6| 7
C Oprava podlahy A 1 2 |5
D Vnitfni stavebni Gpravy B,C 2 | 41| 6
E Generalni oprava elektroinstalace D 7 | 10| 14
F Montéaz nového vyrobniho zafizeni E 10 | 12 | 13
G Montaz klimatiza¢niho zafizeni E 4 | 5] 8
H ZkuSebni provoz F 3146
I Dokonéeni vnitfnich stavebnich Uprav G 1 3|5




Metoda PERT - priklad

Reseni: Stanovime stfedni hodnoty a rozptyly dob trvani ¢innosti:

(i) [a|my|[bj| ny | of
A(1,2) | 5 8 |10 | 7,83 | 0,69
B(13)| 4 | 6 | 7 | 583 | 0,5
C23) [ 1| 2 | 5| 233 |044
D34) | 2 | 4 | 6 | 400 | 0,44
E@5) | 7 | 10 | 14 [ 10,17 | 1,36
F(5.6) [ 10| 12 |13 | 11,83 | 0.25
GGB.7)| 4 | 5| 8 | 533 | 044
H(6,8) | 3 4 6 | 417 | 0,25
(7.8) | 1| 3 | 5| 3,00 | 044




Metoda PERT - priklad

Reseni: Stanovime stfedni hodnoty a rozptyly dob trvani ¢innosti:

(i) lag[my| by | w [ of
A(1,2) | 5 8 |10 | 7,83 | 0,69
BA3) | 4 | 6 | 7 | 583 | 0,25
C@3) | 1|2 |5 233 044
DB34) | 2 | 4 | 6 | 400 | 0,44
E@5) | 7 | 10 | 14 | 10,17 | 1,36
F(5.6) [ 10| 12 |13 | 11,83 | 0.25
GG,7)| 4 | 5 | 8 | 533 | 044

H(6,8) | 3 4 6 417 | 0,25

7.8 | 1 | 3 | 5 | 300 | 0,44

Kritickou cestu Ize u jednodussich projektl uréit i prochazenim sitového
diagramu v§emi zplisoby (v naSem pfipadé existuji Ctyfi). Pfesné ¢asové
Udaje jednotlivych nahrazujeme stfednimi hodnotami. Pro kazdou moznou
cestu uréime dobu trvani celého projektu, a to souétem stfednich hodnot
jednotlivych Cinnosti lezicich na dané cesté. Kromé stfednich hodnot s€itame
i prislusné rozptyly. Ze vSech cest vybereme tu s maximalni stfedni hodnotou
celkové doby trvani, pro nas projekt jeto A, C, D, E, F, H.



Metoda PERT - priklad

kriticka cesta | a; | mj [ by | pj o5
A(1,2) 5 8 [10] 7,83 | 0,69
C2.3) T 2 5 233 | 044
D(3,4) 2 6 | 4,00 | 0,44
E(4,5) 7 |10 | 14 | 10,17 | 1,36
F(5,6) 10 13 | 11,83 | 0,25
H(6,8) 3 6 | 417 | 0,25

| > [ | | ]40,33[3,43




Metoda PERT - priklad

kriticka cesta | a; | mj [ by | pj o5
A(1,2) 58 |10 7,83 | 0,69
C(2,3) T 2 5 233 | 044
D(3,4) 2 6 | 4,00 | 0,44
E(4,5) 7 |10 | 14 | 10,17 | 1,36
F(5,6) 10 13 | 11,83 | 0,25
H(6,8) 3 6 | 417 | 0,25

> [ [ [ [4033[343]

Celkova stfedni doba trvani projektu je u(T) = 40, 33 tydn( a celkovy rozptyl
¢ini 02(T) = 3,43 tydne. Pravdépodobnostni vypotty provadime u projektl s
velkym poctem Cinnosti, a to za predpokladu, ze zkoumané terminy jsou
nezavislé nahodné veliCiny. Zdavodnitelny je zejména u doby trvani celého
projektu. Podle centralni limitni véty plati, Ze rozdéleni nahodné veli¢iny T ,
ktera je souctem velkého poCtu nezavislych shodné rozdélenych nahodnych

veli¢in tj, se blizi normalnimu rozdéleni N(u(T),o?(T)) .



Vypocet pravdépodobnosti dodrzeni terminu Ty

Tato pravdépodobnost se urci pomoci hodnot distribuéni funkce ¢(u)
normovaného normalniho rozdéleni N(0; 1). Nejprve se musi nahodna

veligina T standardizovat dle vztahu U = T=40 ~ N(0; 1)

a(7))
P(T < To) = o (Z8D).

. Potom



Vypocet pravdépodobnosti dodrzeni terminu Ty

Tato pravdépodobnost se urci pomoci hodnot distribuéni funkce ¢(u)
normovaného normalniho rozdéleni N(0; 1). Nejprve se musi nahodna

veli¢ina T standardizovat dle vztahu U= T (‘}))T) N(0; 1). Potom

PT < To) = ¢ (Z452).

@ Pokud je planovany konec dfivéjsi nez stfedni hodnota doby trvani
projektu ( Ty < u(T)), argument funkce ¢(u) je zadporny. Hodnotu
distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni pocitame podle
vztahu ¢(u) = 1 — ¢(—u). Pravdépodobnost dodrZeni tohoto terminu pak
bude mensi nez 50%.

@ Pokud je planovany konec shodny se stfedni hodnotou doby trvani
projektu (Tp = p(T)), pravdépodobnost dodrzeni terminu bude 50%.
@ Pokud je planovany konec pozdéjsi nez stfedni hodnota doby trvani

projektu (Tp > 1(T)), pravdépodobnost dodrZeni terminu je vétsi nez
50%.



Urceni doby trvani projektu T, pfi zvolené mire rizika r

Tuto dobu Ize stanovit rovnéz s vyuzitim tabulek funkce ¢(u). Je-li velikost
rizika r v procentech, v tabulce kvantili standardizovaného normalniho
rozdéleni najdeme hodnotu u;_/190. Odpovidajici dobu trvani projektu T;

Zjistime ze vztahu uy ;100 = T’;("T()T), ze kterého vyjadiime dobu trvani
projektu Tr = u(T) + a(T) - U1—r/100




Urceni doby trvani projektu T, pfi zvolené mire rizika r

Tuto dobu Ize stanovit rovnéz s vyuzitim tabulek funkce ¢(u). Je-li velikost
rizika r v procentech, v tabulce kvantili standardizovaného normalniho
rozdéleni najdeme hodnotu u;_/190. Odpovidajici dobu trvani projektu T;

Zjistime ze vztahu us_, /100 = T’;(”T()T), ze kterého vyjadiime dobu trvani
projektu T, = u(T) + o(T) - U1—r/100
Priklad : Pro vySe feseny priklad projektu s celkovou stfedni dobou trvani
40,33 tydnu a rozptylem 3,43 urCete

@ s jakou pravdépodobnosti bude ukoncen nejpozdéiji v ¢ase 42 tydnu!

Reseni: P(T < 42) = ¢ (42—;\/&4»333) = ¢(0,90). V tabulce distribu¢ni

funkce standardizovaného normalniho rozdéleni najdeme
pravdépodobnost. Projekt bude ukonéen nejpozdeji ve 42 tydnu
s pravdépodobnosti 81,59%.

@ dobu realizace projektu, ktera bude dodrzena s rizikem 20%.
Reseni: 20-tiprocentnimu riziku odpovida 80-tiprocentni
pravdépodobnost spIinéni terminu. Pro tuto pravdépodobnost zjistime
kvantil up g = 0, 84. Po dosazeni zjistime poZzadovanou dobu
T, = 40,33 + /3,43 - 0,84. S 80ti procentni pravdépodobnosti mizeme
ocekavat. ze oroiekt skonéi dfive nez v ¢ase 41.88 tvidne.




Casové - nakladova analyza projektu

Metoda CPM a PERT pfihlizi pouze k ¢asovym vztah(im v projektech,
pricemz optimalni Casovy rozvrh €innosti nemusi byt vzdy hospodarny.
Zakladnim kritériem efektivnosti projektu jsou zpravidla naklady spojené s
jeho realizaci a ty Uzce souviseji s dobou trvani:

@ Naklady nepfimé — souvisi s realizaci projekt jako celku (rezijni naklady,
ztraty vzniklé pozdnim dokonéenim projektu....). Jsou rostouci (linearni)
funkci doby trvani projektu

@ Naklady pfimé — souviseji s jednotlivymi innostmi (material, mzdy).

@ Souctem pFimych nakladl na jednotlivé ¢innosti ziskame ptimé naklady
na cely projekt.

Pfimé naklady na realizaci Cinnosti (i, j) v ¢ase t; oznacime c;. Budeme
predpokladat opét linearni zavislost na dobé trvani (v tomto pfipadé funkce
nerostouci — se zkrdcenim doby trvani rostou naklady). Tvar nédkladové
funkce odvodime podle téchto pojmu:

Dj ... normalni doba trvani Cinnosti (/, j), které odpovidaji minimalni naklady
cj(D)

d,{,- ... krajni doba trvani €innosti (i, j) pfi maximalné intenzivnim rezimu s
vysokymi néklady c;(d).



Casové - nakladova analyza projektu: pfimé naklady

Pt¥imka KN aproximuje graf zavislosti pfimych nakladu na dobé trvani
prislugné Cinnosti. Rovnice této pfimky je: ¢; = b; — a;t;, kde
b,‘j = a,-,-d,-,- + C,'j(d), aj= 700(3)_CU(D)

ji—dj



Minimalizace pfimych nakladu pti dané dobé trvani

projektu

Pro projekt Ize Ghrnné pfimé néklady vyjadfit takto:
cp = > jyer(bj — ajty) .
Koeficient a; pfedstavuje nakladovy spad mezi dvojici bodi odpovidajicich

normalnimu a maximalné intenzivnimu rezimu (v opacném sméru jde o
nakladovy rst).



Minimalizace pfimych nakladu pti dané dobé trvani

projektu

Pro projekt Ize Ghrnné pfimé néklady vyjadfit takto:

cp = 2 (i jyer(bi — ajty) -

Koeficient a; pfedstavuje nakladovy spad mezi dvojici bodi odpovidajicich
normalnimu a maximalné intenzivnimu rezimu (v opacném sméru jde o
nakladovy rst).

Pro pfimé naklady cp spojené s realizaci celého projektu v Case T plati:

> ijer Ci(D) < cp < 32 jep Ci(d)

Pfi zachovani doby trvani projektu T Ize tyto néklady snizit prodlouzenim doby
trvani nekritickych ¢innosti az do dosazeni jejich normaini doby trvani a az do
vyCerpani jejich Casovych rezerv.



Minimalizace pfimych nakladu pti dané dobé trvani

projektu - priklad

Pfiklad : Uvazujme projekt zadany tabulkou (VR; oznacCuje voIné rezervy a
Cervené jsou oznaceny kritické Cinnosti):

(1)) | & | dj | Dy | ¢j(d) | cy(D) | a; | VRj | cj
(12 [3[3 4] 23 [ 20 | 3] 0 | 23
(13 4|35 17 | 15 | 1 16
25 3|25 16 | 10 |2 | 5 | 14
B4 3|24 26 | 22 |2 0 | 24
B35 [7|5| 7] 38 | 30 |4 30
@5 1|1 [ 1] 10 | 10 | -] 3 | 10

(> [ [ [ [0 ]tz ] [ [17]




Minimalizace pfimych nakladu pti dané dobé trvani

projektu - priklad

Pfiklad : Uvazujme projekt zadany tabulkou (VR; oznacCuje voIné rezervy a
Cervené jsou oznaceny kritické Cinnosti):

(1)) |t | dj | Dy | cj(d) | ci(D) | a; | VR; | ¢
(12 [3]3[4] 23 | 20 [3] 0 | 23
(13435 17 | 15 | 1 16
25 3| 2[5 16 | 10 |2 | 5 | 14
B4) 3|2 4| 26 | 22 |2 | 0 | 24
B35 |75 7 ] 3 | 30 | 4 30
@5 1] 1 [ 1] 10 | 10 | - | 3 | 10
| > [ [ [ [0 [107 ] [  ]117]

S realizaci daného projektu jsou spojeny pfimé naklady ve vysi 117
nakladovych jednotek (NJ). Tyto naklady Ize snizit u nekritické ¢innosti (2,5) o
dvé Casové jednotky. Naklady klesnou 0 4 NJ, tedy 117 — 4 = 113.
Prodluzujeme dobu trvani nekritickych ¢innosti maximalné o dobu

Ati = min(VRj; Dj — tj) a prednostné prodluzujeme Cinnosti s velkym a;.



Stanoveni optimalni celkové doby trvani projektu

Z hlediska efektivnosti je optimalni doba trvani charakterizovana minimalnimi
celkovymi naklady, které jsou souctem pfimych a nepfimych nakladu. Jak jiz
bylo uvedeno, pfimé naklady se pfi zkracovani doby trvani ¢innosti zvysuji a
nepiimé naklady se snizuji. Pfi optimalni dobé trvani projektu jsou celkové



Stanoveni optimalni celkové doby trvani projektu

Z hlediska efektivnosti je optimalni doba trvani charakterizovand minimalnimi
celkovymi naklady, které jsou souctem pfimych a nepfimych nakladu. Jak jiz
bylo uvedeno, pfimé naklady se pfi zkracovani doby trvani ¢innosti zvysuji a
nepiimé naklady se snizuji. Pfi optimalni dobé trvani projektu jsou celkové
lezicich na kritické cesté (nejprve u Cinnosti s nejnizsim koeficientem
nakladového rdstu). Kritické Cinnosti se zkracuji vzdy do dosazeni krajni doby
trvani. P¥i takovémto zkracovani maze dojit ke vzniku dalsi kritické cesty,
kterou je nutné potom také sledovat.



Stanoveni optimalni celkové doby trvani projektu

Z hlediska efektivnosti je optimalni doba trvani charakterizovand minimalnimi
celkovymi naklady, které jsou souctem pfimych a nepfimych nakladu. Jak jiz
bylo uvedeno, pfimé naklady se pfi zkracovani doby trvani ¢innosti zvysuji a
nepiimé naklady se snizuji. Pfi optimalni dobé trvani projektu jsou celkové
lezicich na kritické cesté (nejprve u Cinnosti s nejnizsim koeficientem
nakladového rdstu). Kritické Cinnosti se zkracuji vzdy do dosazeni krajni doby
trvani. P¥i takovémto zkracovani maze dojit ke vzniku dalsi kritické cesty,
kterou je nutné potom také sledovat.

Vypocet si budeme ilustrovat na vyse feSeném pfikladu. Pfedpokladame, ze
v8echny Cinnosti maji normalni dobu trvani.

T () |1 ] Ac; | NN| PN | CN=PN+NN

2] - [-| - | 60107 167

11 [ ({3 |4 1 |55 | 108 163

10 [(1,3) [ 3| 1 | 50 | 109 159

9 | (35)| 6| 4 |45 113 158

8 | (35) | 5| 4 | 40 | 117 157
25 | 4] 2

Vznikne dalsi kriticka cesta 1-2-5, kterou je nutné brat rovnéz v Gvahu.



Casové zdrojova analyza projektu

S realizaci projektu je vzdy spojeno Cerpani zdrojl (prace, material, finance,
atd.). V fizeném projektu je snaha Cerpani zdroji rovnomérné rozlozit na
celou dobu trvani projektu. V nékterych pfipadech pfi vzniku kapacitnich
$picek vznikne nedostatek zdroje (jeho potfeba prevysuje jeho disponibilni
mnozstvi). Souctova cara (diagram potfeby zdroju) — graficky vyjadfuje
Uhrnné naroky na zdroje v kazdém okamziku trvani projektu za predpokladu,
ze kazda Cinnost zaCne ve svém nejdfive mozném zacCatku. Souctova ¢ara
meéni svUj pribéh v okamziku, kdy zacina nebo koncCi néjaka Cinnost.



Casové zdrojova analyza projektu - ptiklad

Pro vySe feSenou Ulohu mame Ganttliv diagram

Jeho souétova ¢ara je




Casové zdrojova analyza projektu - ptiklad

V ¢asovém intervalu 3,6 Ize zvySeny narok na zdroje odstranit tak, ze
vyuzijeme volnou ¢asovou rezervu Cinnosti (2,5) a zahajime ji az v Case 8
(misto puvodniho zacatku v ¢ase 3), ktery je jejim nejpozdéji pfipustnym
zaCatkem.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11




Casové zdrojova analyza projektu - ptiklad

V ¢asovém intervalu 3,6 Ize zvySeny narok na zdroje odstranit tak, ze
vyuzijeme volnou ¢asovou rezervu Cinnosti (2,5) a zahajime ji az v Case 8
(misto puvodniho zacatku v ¢ase 3), ktery je jejim nejpozdéji pfipustnym
zaCatkem.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Poznamka : V nékterych pfipadech prodluzujeme dobu trvani nekritickych
¢innosti, ¢imz se také snizi potfeba zdroje na tuto ¢innost v pribéhu ¢asu.



Vicekriterialni rozhodovani

V realnych rozhodovacich situacich je ¢asto dilezité vzit do Gvahy vice
optimaliza¢nich kritérii. Tato vSak zfidka byvaji ve vzajemném souladu, takze
neni mozné najit feseni, které bude nejlepsi podle véech kritérii. Ulohy
vicekriterialniho rozhodovani se déli podle zplsobu stanoveni rozhodovacich
variant.

@ Jsou-li stanoveny vyétem, mluvime o vicekriterialnim hodnoceni variant
(VHV).

@ Jiny pfistup je vymezeni variant soustavou omezujicich podminek,
mluvime pak o Ulohach vicekriterialniho programovani.



Vicekriterialni hodnoceni variant

V tlohach VHV je ddna mnozina variant X = { X, ..., Xy}, které jsou
hodnoceny podle kritérii Y7, ..., Yx. KaZzda varianta je pak popsana vektorem
kriterialnich hodnot, tyto Ize pak jako fadky pro jednotlivé varianty shrnout do
kriterialni matice.

Y Ve . Y
Xi |y Y2 .. Yk
Xo | Y1 Yoo ... Yok
Xn Y Vn2 s Yk

Soucasti modelu tlohy musi byt u kvantitativnich kritérii i urCeni jejich typu
(maximalizacni ¢i minimalizaéni). ProtoZe nékteré metody vyzaduiji, aby
v8echna kritéria byla stejného typu, nékdy je nutné provést transformaci
(napf. u hodnoceni hospodarské vyspélosti je HDP na hlavu kritériem
maximalizaénim a mira nezaméstnanosti minimalizaénim). DalSi oblasti
aplikace VHV jsou velmi Siroké: rizna vybérova fizeni, hodnoceni podnikd,
vyrobkU ¢&i sluzeb, vybér lokality pro investiéni akci, atd.



Vicekriterialni hodnoceni variant - priklad

Dale uvedené postupy budeme ilustrovat na prikladu vybéru tabletu (z knihy
Tomas Subrt a kol.: Ekonomicko - matematické metody): Uzivatel definoval
pét relevantnich hledisek, podle kterych bude jednotlivé nabidky hodnotit:
cena [K¢], velikost operacni paméti RAM [MB], vydrz baterie [hod.], hmotnost
[g] a souhrnné kombinace OS, procesoru a velikosti displeje. V Gvahu pfipada
pét konkrétnich tabletd T1 - T5, uvedme piehled jejich charakteristik:

cena | RAM | vydrz | hmotnost OS, procesor,
baterie display
T1 || 12000 | 1000 9,5 680 Android 3.0,Tegra 1 GHz, 10,1”
T2 || 12000 | 1000 10 600 Apple 1054,1 GHz Dual, 9,7”
T3 || 5000 | 512 7 380 Android 2.2, 1 GHz, 7"
T4 || 20000 | 4000 3 1160 Windows 7,iCore5 1 GHz, 12,1”
T5 || 5000 | 256 4 400 Android 2.1, 800 MHz, 7~

Prvni Ctyfi kritéria jsou kvantitativni (cena a hmotnost minimalizagni, ostatni
maximaliza¢ni), u patého kritéria mame alespon ordinalni informaci v podobé
poradi tablett dle odbornika: 1,3,4,2,5.




Vicekriterialni hodnoceni variant

Mezi zakladni cile pfi analyze VHV patfi:
@ vybér jedné, tzv. kompromisni varianty (nap¥. pfi vybérovém fizeni)
@ usporadani variant (napf. spotiebitelské Zebricky)
@ klasifikace variant (napf. pfi pfijimackach: pfijati/nepfijati nebo hodnoceni
bonity klientd bankou, atd.)
Vzajemny vztah mezi variantami mize pfi VHV byt nasleduijici:

@ Varianta X; dominuje variantu X;, jestlize (yj1,...,yx) > (¥ji1,-..,Yk), ale
vektory se nerovnaji.

@ Varianta X; dominuje variantu X;

@ Varianty X;, X; jsou vzdjemné nedominované.
Rekneme, Ze varianta X; je nedominovana, jestlize neexistuje zadna jina
varianta, ktera ji dominuje. Zfejmé kompromisni varianta musi byt vzdy
nedominovand. Déle definujeme pojmy bazalni a idealni varianta, coz je
oznaceni pro zpravidla realné neexistujici variantu nabyvajici nejhorsich
(resp. nejlepsich) hodnot podle v§ech kritérii.



VHV - vztahy mezi variantami, priklad

V Uloze o vybéru tabletu stanovte nedominované varianty a vyberte bazalni a
idealni varinatu.

cena | RAM | vydrz | hmotnost | OS, procesor,
baterie display
Tablet 1 || 12000 | 1000 9,5 680 1
Tablet 2 || 12000 | 1000 10 600 3
Tablet 3 || 5000 | 512 7 380 4
Tablet 4 || 20000 | 4000 3 1160 2
Tablet 5 || 5000 | 256 4 400 5

V tabulce jsou vyznaceny nejlepsi hodnoty dosazené u jednotlivych kritérii.



VHV - vztahy mezi variantami, priklad

V Uloze o vybéru tabletu stanovte nedominované varianty a vyberte bazalni a
idealni varinatu.

cena | RAM | vydrz | hmotnost | OS, procesor,
baterie display
Tablet 1 || 12000 | 1000 9,5 680 1
Tablet 2 || 12000 | 1000 10 600 3
Tablet 3 || 5000 | 512 7 380 4
Tablet 4 || 20000 | 4000 3 1160 2
Tablet 5 || 5000 | 256 4 400 5

V tabulce jsou vyznaceny nejlepsi hodnoty dosazené u jednotlivych kritérii.
Idedlni varianta by tedy hypoteticky byla (5000 K&, 4000 MB, 10 hod., 380g a
1. poradi dle experta). Obdobné bazalni varianta (20000 K¢, 256 MB, 3 hod.,
1160g a 5. poradi dle experta). Nedominované jsou témeéf vSechny varianty,
dominovany je pouze Tablet 5 (ve vSem horSi nez Tablet 3)



VHV - vyjadreni preference kritérii

U vétSiny metod VHV je nutné, aby rozhodovatel vyjadfil své preference ve
vztahu k jednotlivym kritériim. Tyto preference mohou byt stanoveny pomoci

@ aspiracnich Grovni kritérii, tedy stanovenim minimalnich hodnot, kterych
ma byt dosazeno u jednotlivych maximalizaénich kritérii (resp.
maximalnich hodnot pro minimalizaéni kritéria). Preference kritérii je tak

vvvvvvvvvv

@ poradi kritérii (ordindlni informace o kritériich)
@ vah kritérii: v=(v4,...,%), > vi=1,v;>0, i=1,... k. (kardindlni
informace o kritériich)

@ miry substituce mezi kriterialnimi hodnotami, na niz jsou zalozeny
kompenzaéni metody VHV



VHV - metody odhadu vah kritérii

Ziskani vah od rozhodovatele pfimo v numerické podobé byva problematické,
proto je vhodné usnadnit mu situaci pomoci néjakého jednoduchého nastroje.
@ Metoda poradi vyzaduje pouze sefazeni kritérii od nejméné dulezitého po

nejdulezitéjsi. Pfirazené poradi p; tedy bude nabyvat hodnot 1,... k a
odhad vah Ize ziskat jejich normalizaci: v; = ka" o
i=1 M

@ Bodovaci metoda spociva v tom, ze rozhodovatel pfifadi kazdému kritériu
body p; z néjaké predem zvolené Skaly. Pfepocet bodl na vahy je stejny
jako vyse.

@ Fullerdv trojuhelnik je zalozen na parovém porovnavani kritérii.
Jednotlivym kritériim se pfifadi tolik bodl p;, kolikrat je zvolen jako
(takovych dvojic je k(k — 1)/2 a Ize je usporadat do trojuhelnikového
schématu, odtud nazev metody)

projdou v8echny dvojice kritérii a kazdé se pfifadi Cislo s; ~ % které

odhaduje pomeér mezi dilezitosti jednotlivych kritérii. Matice
S = (sj)ij=1,... k Se nazyva Saatyho matice.



VHYV - Saatyho metoda odhadu vah kritérii

Saatyho metoda umoznuje formulovat preference verbalné a pak vyjadrit
numericky pomoci stupnice:

@ kritéria Y; a Y; jsou stejné duleZita, pak s;j = s =1,

Jestlize uvedena stupnice nepostacuje, Ize pouzit i mezistupné 2,4,6,8.
Pokud je Saatyho matice tzv. konzistentni, staéi vahy spoéitat jako feSeni
soustavy rovnic %/' =sj,0,j=1,...,k, > vi=1. Pro nekonzistentni matici
soustava nema feSeni a vahy se pak odhaduji naptiklad normalizaci

geometrickych pramérd fadkl matice S: p; = «/ Hj-‘=1 Sjj.



VHV - metody odhadu vah kritérii, priklad

Pro Ulohu o tabletu ukazme rtizné zplsoby stanoveni vah kritérii.
Nejjednodussi metodou poradi by uzivatel pfi preferenci ,1.cena, 2.RAM,
3.nazor experta, 4.vydrz baterie, 5.hmotnost” dospél k vaham

_ (5 4 2 1 3
V= (ﬁ7ﬁ,ﬁaﬁvﬁ)'



VHV - metody odhadu vah kritérii, priklad

Pro Ulohu o tabletu ukazme rtizné zplsoby stanoveni vah kritérii.
Nejjednodussi metodou poradi by uzivatel pfi preferenci ,1.cena, 2.RAM,
3.nazor experta, 4.vydrz baterie, 5.hmotnost” dospél k vaham

V= (35 15 157 15, 15)" .

Jinym zpUsobem je oznaceni preference kritéria z daného fadku oproti
kritériim v jednotlivych sloupcich vyznacenim hodnoty 1 ve Fullerovée

trojuhelniku:

cena | RAM | baterie | hmotnost | expert | skore | vahy
cena 1 1 1 1
RAM 1 1 1
baterie 1 0
hmotnost 0
expert

Pro vypocet skére doplnime spodek tabulky symetricky opacnymi hodnotami



VHV - metody odhadu vah kritérii, priklad

Pro Ulohu o tabletu ukazme rtizné zplsoby stanoveni vah kritérii.
Nejjednodussi metodou poradi by uzivatel pfi preferenci ,1.cena, 2.RAM,
3.nazor experta, 4.vydrz baterie, 5.hmotnost” dospél k vaham

V= (35 15 157 15, 15)" .

Jinym zpUsobem je oznaceni preference kritéria z daného fadku oproti
kritériim v jednotlivych sloupcich vyznacenim hodnoty 1 ve Fullerovée

trojuhelniku:

cena | RAM | baterie | hmotnost | expert | skore | vahy
cena 1 1 1 1
RAM 0 1 1 1
baterie 0 0 1 0
hmotnost 0 0 0 0
expert 0 0 1 1

Nyni vypocteme skore jako soucCet poctu preferenci v danych fadcich.



VHV - metody odhadu vah kritérii, priklad

Pro Ulohu o tabletu ukazme rtizné zplsoby stanoveni vah kritérii.
Nejjednodussi metodou poradi by uzivatel pfi preferenci ,1.cena, 2.RAM,
3.nazor experta, 4.vydrz baterie, 5.hmotnost” dospél k vaham

V= (35 15 157 15, 15)" .

Jinym zpUsobem je oznaceni preference kritéria z daného fadku oproti
kritériim v jednotlivych sloupcich vyznacenim hodnoty 1 ve Fullerovée

trojuhelniku:

cena | RAM | baterie | hmotnost | expert | skore | vahy
cena 1 1 1 1 4
RAM 0 1 1 1 3
baterie 0 0 1 0 1
hmotnost 0 0 0 0 0
expert 0 0 1 1 2

Nyni vypocteme vahy vydeélenim bodovych ziskd jejich celkovym souctem, .
10.



VHV - metody odhadu vah kritérii, priklad

Pro Ulohu o tabletu ukazme rtizné zplsoby stanoveni vah kritérii.
Nejjednodussi metodou poradi by uzivatel pfi preferenci ,1.cena, 2.RAM,
3.nazor experta, 4.vydrz baterie, 5.hmotnost” dospél k vaham

Jinym zpUsobem je oznaceni preference kritéria z daného fadku oproti
kritériim v jednotlivych sloupcich vyznacenim hodnoty 1 ve Fullerovée

trojuhelniku:

cena | RAM | baterie | hmotnost | expert | skore | vahy
cena 1 1 1 1 4 0,4
RAM 0 1 1 1 3 0,3
baterie 0 0 1 0 1 0,1
hmotnost 0 0 0 0 0 0
expert 0 0 1 1 2 0,2

BohuZel vaha nejméné dulezitého kritéria vyjde pfi konzistenci v preferencich
nulova. Postup je mozné modifikovat pfidanim jedniCek na diagonale (jako by

vvvvvv



VHV - metody odhadu vah kritérii, priklad

Pro Ulohu o tabletu ukazme rtizné zplsoby stanoveni vah kritérii.
Nejjednodussi metodou poradi by uzivatel pfi preferenci ,1.cena, 2.RAM,

3.nazor experta, 4.vydrz baterie, 5.hmotnost” dospél k vaham

_ (5 4 2 1 3
V.T(ﬁ’ﬁ’ﬁ’ﬁ’.ﬁ)' . s :
Jinym zpusobem je oznaceni preference kritéria z daného fadku oproti
kritériim v jednotlivych sloupcich vyznacenim hodnoty 1 ve Fullerovée

trojuhelniku:

cena | RAM | baterie | hmotnost | expert | skore | vahy
cena 1 1 1 1 1 5 >
RAM 0 1 1 1 1 4 e
baterie 0 0 1 1 0 2 %
hmotnost | 0 0 0 1 0 1 hs
expert 0 0 1 1 1 3 &

Dostaneme stejné vahy jako u metody poradi.



VHV - metody odhadu vah kritérii, priklad

Ukazme jesté pro stejné zadani jedno z moznych uzivatelova vyplnéni

Saatyho matice.

cena | RAM | baterie | hmotnost | expert | b; | v;
cena 1 4 2 9 2
RAM 1/4 1 1/2 3 1/2
baterie 1/2 2 1 7 1
hmotnost | 1/9 1/3 1/7 1 1/7
expert 1/2 2 1 7 1

Matice je dostatecné konzistentni. (Ize vypocitat index konzistence 0,005)

Doplnime geometrické priméry fadkl b; a z nich odvozené vahy v;.




VHV - metody odhadu vah kritérii, priklad

Ukazme jesté pro stejné zadani jedno z moznych uzivatelova vyplnéni
Saatyho matice.

cena | RAM | baterie | hmotnost | expert | b; Vi
cena 1 4 2 9 2 2,7 | 0,41
RAM 1/4 1 1/2 3 1/2 | 0,72 | 0,11
baterie 1/2 2 1 7 1 1,48 | 0,22
hmotnost | 1/9 1/3 1/7 1 1/7 0,24 | 0,04
expert 1/2 2 1 7 1 1,48 | 0,22

U Saatyho metody vychazeji vahy vétSinou vice diferencované nez u
ostatnich metod.



VHV - klasifikace metod

Existuje cela fada pfistupt k feSeni tloh VHV, my zminime pouze ty

jednodussi z nich. Metody Ize klasifikovat podle typu informace o preferencich

mezi jednotlivymi kritérii a variantami, viz nasledujici struény prehled.

Informace o preferencich mezi variantami
aspiraéni ordinalni kardinalni
Urovné informace informace
funkce vzdalenost preferencni mezni mira
uzitku variant relace substituce
od bazalni
resp. idealni
Metody
PRIAM Lexikografickd | WSA TOPSIS AHP Kompenzaéni
ORESTE PROMETHEE
Permutacni ELECTRE




VHV - metody nevyzadujici vahy kriterii

Pokud nejsou znamy preference mezi kritérii nebo jsou kritéria rovnocenné
dulezitd, mizeme pro vybér kompromisni varianty pouzit pouha poradi
hodnot u jednotlivych kritérii (v pfipadé shodnych hodnot se pfifadi primérné
vSechna kritéria.

V prikladu s tablety pracujeme s poradimi rovnou v poslednim sloupci
(expertni nazor). V ostatnich sloupcich nahradime jednotlivé hodnoty pofadim
v ramci sloupce a doplnime jejich fadkové soucty:

cena | RAM | vydrz | hmotnost | OS, procesor | soucet
baterie display
Tablet 1 3 2,5 2 4 1 12,5
Tablet 2 3 2,5 1 3 3 12,5
Tablet 3 1 4 3 1 4 13
Tablet 4 5 1 5 5 2 18
Tablet 5 1 5 4 2 5 17

vvvvv



VHV - metody nevyzadujici vahy kriterii

Dalsi metodou nevyzadujici apriori vahy kritérii je metoda PRIAM , ktera
pracuje s aspiraCnimi Urovnémi kritérii. Varianty jsou pro konkrétni nastaveni
aspiraénich Urovni rozdéleny na akceptovatelné a neakceptovatelné. Mize
nastat situace, kdy nevyhovuje zadna varianta, pak je nutné trovné nékterych
kritérii uvolnit. Naopak, vyhovuje-li mnoho variant, je mozné jejich pocet
zredukovat zpfisnénim nékterych trovni. Metoda PRIAM je interaktivnim
pristupem postupného pfizplsobovani aspiraCnich mezi k dosazeni urcitého
poctu akceptovatelnych variant (v krajnim pfipadé jediné varianty, kterou pak
zvolime jako kompromisni).



VHV - metody nevyzadujici vahy kriterii

Dalsi metodou nevyzadujici apriori vahy kritérii je metoda PRIAM , ktera
pracuje s aspiraCnimi Urovnémi kritérii. Varianty jsou pro konkrétni nastaveni
aspiraénich Urovni rozdéleny na akceptovatelné a neakceptovatelné. Mize
nastat situace, kdy nevyhovuje zadna varianta, pak je nutné trovné nékterych
kritérii uvolnit. Naopak, vyhovuje-li mnoho variant, je mozné jejich pocet
zredukovat zpfisnénim nékterych trovni. Metoda PRIAM je interaktivnim
pristupem postupného pfizplsobovani aspiraCnich mezi k dosazeni urcitého
poctu akceptovatelnych variant (v krajnim pfipadé jediné varianty, kterou pak

zvolime jako kompromisni).

cena | RAM | vydrz | hmotnost | OS, procesor, | vyhovuje
baterie display
Tablet 1 || 12000 | 1000 9,5 680 1 ANO
Tablet 2 || 12000 | 1000 10 600 3 ANO
Tablet 3 || 5000 | 512 7 380 4 ANO
Tablet 4 || 20000 | 4000 3 1160 2 ANO
Tablet5 || 5000 | 256 4 400 5 ANO

Pro Ulohu s tablety mGZeme nastavit vychozi aspiraéni Grovné na hodnoty
bazalni varianty z° = (20000, 256, 3, 1160, 5), pak vyhovuiji véechny tablety.



VHV - metody nevyzadujici vahy kriterii

Dalsi metodou nevyzadujici apriori vahy kritérii je metoda PRIAM , ktera
pracuje s aspiraCnimi Urovnémi kritérii. Varianty jsou pro konkrétni nastaveni
aspiraénich Urovni rozdéleny na akceptovatelné a neakceptovatelné. Mize
nastat situace, kdy nevyhovuje zadna varianta, pak je nutné trovné nékterych
kritérii uvolnit. Naopak, vyhovuje-li mnoho variant, je mozné jejich pocet
zredukovat zpfisnénim nékterych trovni. Metoda PRIAM je interaktivnim
pristupem postupného pfizplsobovani aspiraCnich mezi k dosazeni urcitého
poctu akceptovatelnych variant (v krajnim pfipadé jediné varianty, kterou pak

zvolime jako kompromisni).

cena | RAM | vydrz | hmotnost | OS, procesor, | vyhovuje
baterie display
Tablet 1 || 12000 | 1000 9,5 680 1 ANO
Tablet 2 || 12000 | 1000 10 600 3 ANO
Tablet 3 || 5000 | 512 7 380 4 ANO
Tablet 4 || 20000 | 4000 3 1160 2 NE
Tablet5 || 5000 | 256 4 400 5 ANO

Zptisnénim pozadavku na cenu max. 12000K¢ dostaneme
z' = (12000, 256, 3, 1160, 5), takze tablet 4 jiz nevyhovuije.



VHV - metody nevyzadujici vahy kriterii

Dalsi metodou nevyzadujici apriori vahy kritérii je metoda PRIAM , ktera
pracuje s aspiraCnimi Urovnémi kritérii. Varianty jsou pro konkrétni nastaveni
aspiraénich Urovni rozdéleny na akceptovatelné a neakceptovatelné. Mize
nastat situace, kdy nevyhovuje zadna varianta, pak je nutné trovné nékterych
kritérii uvolnit. Naopak, vyhovuje-li mnoho variant, je mozné jejich pocet
zredukovat zpfisnénim nékterych trovni. Metoda PRIAM je interaktivnim
pristupem postupného pfizplsobovani aspiraCnich mezi k dosazeni urcitého
poctu akceptovatelnych variant (v krajnim pfipadé jediné varianty, kterou pak
zvolime jako kompromisni).

cena | RAM | vydrz | hmotnost | OS, procesor, | vyhovuje
baterie display
Tablet 1 || 12000 | 1000 9,5 680 1 ANO
Tablet 2 || 12000 | 1000 10 600 3 ANO
Tablet 3 || 5000 | 512 7 380 4 NE
Tablet 4 || 20000 | 4000 3 1160 2 NE
Tablet5 || 5000 | 256 4 400 5 NE

Zptisnénim pozadavku na baterii a expertni nazor,
72 = (12000, 256, 7, 1160, 3), vyfadime dale tablety 3 a 5.



VHV - metody nevyzadujici vahy kriterii

Dalsi metodou nevyzadujici apriori vahy kritérii je metoda PRIAM , ktera
pracuje s aspiraCnimi Urovnémi kritérii. Varianty jsou pro konkrétni nastaveni
aspiraénich Urovni rozdéleny na akceptovatelné a neakceptovatelné. Mize
nastat situace, kdy nevyhovuje zadna varianta, pak je nutné trovné nékterych
kritérii uvolnit. Naopak, vyhovuje-li mnoho variant, je mozné jejich pocet
zredukovat zpfisnénim nékterych trovni. Metoda PRIAM je interaktivnim
pristupem postupného pfizplsobovani aspiraCnich mezi k dosazeni urcitého
poctu akceptovatelnych variant (v krajnim pfipadé jediné varianty, kterou pak

zvolime jako kompromisni).

cena | RAM | vydrz | hmotnost | OS, procesor, | vyhovuje
baterie display
Tablet 1 || 12000 | 1000 9,5 680 1 NE
Tablet 2 || 12000 | 1000 10 600 3 ANO
Tablet 3 || 5000 | 512 7 380 4 NE
Tablet 4 || 20000 | 4000 3 1160 2 NE
Tablet5 || 5000 | 256 4 400 5 NE

Budeme-li poZadovat jesté niz&i hmotnost, z* = (12000, 256, 7, 600, 3),
zUstane prijatelny pouze tablet 2.



VHV - metody vyzadujici poradi kritérii

Nejpouzivanéjsi a soucasné ziejmeé nejjednodussi metodou z tfidy postupt
vyzadujicich pouze ordinalni informaci o kritériich je metoda lexikograficka .

vvvvvv

Ridime se dle nejduleZitéjsiho kritéria a je-li nejlépe hodnocena varianta dle
tohoto kritéria jedina, je zvolena jako kompromisni. V pfipadé, ze by nejlepsi
hodnoty doséahlo vice variant, vybere se ta z nich, ktera ma lepsi hodnoceni

vvvvvv



VHV - metody vyzadujici poradi kritérii

Nejpouzivanéjsi a soucasné ziejmeé nejjednodussi metodou z tfidy postupt
vyzadujicich pouze ordinalni informaci o kritériich je metoda lexikograficka .

vvvvvv

Ridime se dle nejduleZitéjsiho kritéria a je-li nejlépe hodnocena varianta dle
tohoto kritéria jedina, je zvolena jako kompromisni. V pfipadé, ze by nejlepsi
hodnoty doséahlo vice variant, vybere se ta z nich, ktera ma lepsi hodnoceni
Pouzitim lexikografické metody na vybér tabletu, je-li prioritnim kritériem cena
a druhym kritériem vydrz baterie, se rozhodneme pro tablet 3, protoze je
spolu s tabletem 5 nejlevnéjsi a jeho baterie vydzi 7 hodin oproti 4 hodinam
tabletu 5:

cena | RAM | vydrz | hmotnost | OS, procesor, | vyhovuje
baterie display
Tablet 1 || 12000 | 1000 9,5 680 1 NE
Tablet 2 || 12000 | 1000 10 600 3 NE
Tablet 3 | 5000 | 512 7 380 4 ANO
Tablet 4 || 20000 | 4000 3 1160 2 NE
Tablet5 || 5000 | 256 4 400 5 NE




VHV - metody vyzadujici kardinalni informaci o

kritériich

Existuji tfi zakladni kategorie pfistupl k hodnoceni variant vyuZzivajici vah
kritérii, a to:

@ maximalizace uzitku
@ minimalizace vzdalenosti od idealni varianty
@ preferencni relace

Z kazdé skupiny metod uvedeme aspon jednoho zastupce. Prvni z moZnosti
je vycisleni uzitku jednotlivych variant na Skale od 0 do 1. Pro vyjadreni
celkového uZitku varianty je tfeba nejprve vyjadfit dilci funkce uzitku u; dle
jednotlivych kritérii j = 1,. .., k. Kardinalni hodnoty yj jsou tedy nahrazeny

pomoci hodnot uj = uj(yj), j=1,...,k. DilCi funkce uZitku jsou nastaveny

tak, aby idealni varianta méla dil¢i uzitek dle vSech kritérii roven 1 a bazalni
varianta nulovy. RozliSujeme tfi typy funkci uzitku:

@ linearni (rust uzitku je proporcionalni ristu hodnot kritéria)
@ progresivni (tempo ristu uzitku se pfi zlepgovani hodnot zvysuje)
@ degresivni (tempo rlstu uzitku se pfi zlepSovani hodnot snizuje)



VHV - metody zalozené na funkci uzitku

Metoda vazeného souctu (WSA) je zaloZena na konstrukci linearni funkce
uZitku se stupnici od 0 do 1. Jestlize pro Y; oznaCime D; nejnizsi a H; nejvyssi
kriterialni hodnotu, pak Ize pfi maximalizaci nahradit prvky y;
standardizovanymi hodnotami

Yi=D
yq—H e

Potom bude mit tedy nejhorsi varianta D; uzitek 0 a nejlepsi H; uzitek 1. Pro
minimaliza¢ni kritéria pouzijeme vztah

g —Yi
y/j Dj

Tentokrat bude nejhor&i varianta H; a nejlepsi D; a bude jim opét odpovidat
uzitek 0, resp. 1. Celkovy uzitek varianty X; pak spo¢teme jako vazeny soucet

diléich uzitkd u(X;) = Z/l‘(:1 viy; avarianty pak sefadime podle klesajicich
hodnot uzitku.



VHV - metoda WSA, priklad

Pouzijme metodu WSA na problém vybéru tabletu, pficemz pfevezmeme vahy
stanovené dle Saatyho metody:

cena | RAM | vydrz | hmotnost | OS, procesor, | uzitek
baterie display

Tablet 1 || 12000 | 1000 9,5 680 1
Tablet 2 || 12000 | 1000 10 600 3
Tablet 3 || 5000 | 512 7 380 4
Tablet 4 || 20000 | 4000 3 1160 2
Tablet5 || 5000 | 256 4 400 5

vah 0,41 0,12 0,22 0,03 0,22
D; 5000 | 256 3 380 1
H; 20000 | 4000 10 1160 5

typ min max max min min

Prepocteme na standardizované hodnoty ;.



VHV - metoda WSA, priklad

Pouzijme metodu WSA na problém vybéru tabletu, pficemz pfevezmeme vahy
stanovené dle Saatyho metody:

cena | RAM | vydrz | hmotnost | OS, procesor, | uzitek
baterie display
Tablet 1 0,53 0,2 0,93 0,62 1
Tablet2 || 0,53 0,2 1 0,72 0,5
Tablet 3 1 0,07 | 0,57 1 0,25
Tablet 4 0 1 0 0 0,75
Tablet 5 1 0 0,14 0,97 0
vah 0,41 0,12 0,22 0,03 0,22
D; 5000 | 256 3 380 1
H; 20000 | 4000 10 1160 5
typ min max max min min

Pro kazdou variantu spo¢teme hodnotu agregované funkce uzitku.



VHV - metoda WSA, priklad

Pouzijme metodu WSA na problém vybéru tabletu, pficemz pfevezmeme vahy
stanovené dle Saatyho metody:

cena | RAM | vydrz | hmotnost | OS, procesor, | uzitek
baterie display
Tablet 1 0,53 0,2 0,93 0,62 1 0,69
Tablet2 || 0,53 0,2 1 0,72 0,5 0,59
Tablet 3 1 0,07 | 0,57 1 0,25 0,63
Tablet 4 0 1 0 0 0,75 0,29
Tablet 5 1 0 0,14 0,97 0 0,47
vah 0,41 0,12 0,22 0,03 0,22
D; 5000 | 256 3 380 1
H; 20000 | 4000 10 1160 5
typ min max max min min

Nejvetsi uzitek nam prinese tablet 1 (v zavésu s tabletem 3).



VHV - metody zalozené na optimalizaci vzdalenosti od

bazalni a idealni varianty

Metoda TOPSIS spocCivéa ve vybéru varianty, ktera je co nejblize tzv. idealni
varianté a soucasné je co nejdal od tzv. bazalni varianty. Popi§me jeji postup
pro pfipad, kdy Ze jsou vSechna kritéria maximaliza¢ni. Postupuje se

v nasledujicich krocich:

@ Normalizace: hodnoty yj se transformuji na r; podle vztahu
Yi

fi \/ 22 Y,-,z- '

© Vypocte se vazena kriterialni matice W = (wj) jako w; = vjr;.

© Zprvku W se vybere idedlni varianta H = (H, ..., Hk) a bazalni varianta
D = (D, ..., Dy), kde H; = max;(w;), D; = min;(wj). (Pozor! Hodnoty H;
a D; se neshoduiji s témi dfive zavedenymi - jsou spocteny po normalizaci
a zvazeni sloupci!)

@ Vypoctou se vzdalenosti variant od ideélni a bazalni varianty

o = \/Sh (W — H2, o = /S (wy - D)2

@ Nakonec se vypocte relativni vzdalenost od bazalni varianty ¢; =
varianty se podle ni sestupné usporadaji.

i
dr+d” a



VHV - metoda TOPSIS, priklad

Pouzijme metodu TOPSIS pro vybér tabletu, jako vahy opét vezmeme
Saatyho odhady.

cena | RAM | vydrz | hmotnost | expert | d" | d | ¢
baterie display

T1 || 0,442 | 0,234 | 0,584 0,432 0,135
T2 || 0,442 | 0,234 | 0,615 0,382 0,405
T3 || 0,184 | 0,120 | 0,431 0,242 0,539
T4 || 0,736 | 0,934 | 0,185 0,738 0,270
T5 || 0,184 | 0,06 | 0,246 0,254 0,674

Vj 0,41 0,12 0,22 0,03 0,22
typ min max max min min
by
H;

Pfepocteme na normalizované hodnoty r;.



VHV - metoda TOPSIS, priklad

Pouzijme metodu TOPSIS pro vybér tabletu, jako vahy opét vezmeme
Saatyho odhady.

cena | RAM | vydrz | hmotnost | expert | d | d” | ¢
baterie

T1 | 0,181 | 0,028 | 0,129 0,013 0,03
T2 || 0,181 | 0,028 | 0,135 0,011 0,089
T3 || 0,075 | 0,014 | 0,095 0,007 0,119
T4 | 0,302 | 0,112 | 0,041 0,022 0,059
T5 | 0,075 | 0,007 | 0,054 0,008 0,148
% 0,41 0,12 0,22 0,03 0,22
typ min max max min min
D; | 0,302 | 0,007 | 0,041 0,022 0,148
H; || 0,075 | 0,112 | 0,135 0,007 0,030

Spocteme matici Wj; a urCime ideélni a bazalni variantu: H, D.




VHV - metoda TOPSIS, priklad

Pouzijme metodu TOPSIS pro vybér tabletu, jako vahy opét vezmeme
Saatyho odhady.

cena | RAM | vydrz | hmotnost | expert | d; d- Ci
baterie

T1 | 0,181 | 0,028 | 0,129 0,013 0,03 | 0,135 | 0,192 | 0,587
T2 || 0,181 | 0,028 | 0,135 0,011 0,089 | 0,148 | 0,166 | 0,53
T3 || 0,075 | 0,014 | 0,095 0,007 0,119 | 0,138 | 0,235 | 0,63
T4 | 0,302 | 0,112 | 0,041 0,022 0,059 | 0,248 | 0,138 | 0,357
T5 | 0,075 | 0,007 | 0,054 0,008 0,148 | 0,178 | 0,227 | 0,56
% 0,41 0,12 0,22 0,03 0,22
typ min max max min min
D; | 0,302 | 0,007 | 0,041 0,022 0,148
H; || 0,075 | 0,112 | 0,135 0,007 0,030

Vypocteme vzdalenosti od idedlni a bazalni varianty d;" a d a relativni index
vzdalenosti od bazalni varianty c¢;. Nejlépe se jevi tablet 3.




VHV - metody tfidy ELECTRE

Vyznamnou skupinu metod tvofi metody zaloZené na vyhodnocovani podle
preferencni relace. Z dil¢ich preferenci podle jednotlivych kritérii se vhodnymi
agregacénimi procedurami odvodi celkova preference. Ta v§ak bohuzel nemusi
byt tranzitivni, takZe je nutny dalSi postup, ktery stanovi celkové poradi variant
nebo je alespon rozdéli do nékolika indiferenénich tfid. U metody

ELECTRE | jde o rozdéleni na tzv. efektivni a neefektivni varianty.



VHV - metody tfidy ELECTRE

Vyznamnou skupinu metod tvofi metody zaloZené na vyhodnocovani podle
preferencni relace. Z dil¢ich preferenci podle jednotlivych kritérii se vhodnymi
agregacénimi procedurami odvodi celkova preference. Ta v§ak bohuzel nemusi
byt tranzitivni, takZe je nutny dalSi postup, ktery stanovi celkové poradi variant
nebo je alespon rozdéli do nékolika indiferenénich tfid. U metody

ELECTRE | jde o rozdéleni na tzv. efektivni a neefektivni varianty.
Predpokladejme, ze vSechna kritéria jsou maximaliza¢ni. Pro kazdou dvoijici
variant X;, X; urCime mnozZiny

C,'j = {hE {1,...,k};y,'h > y/h}

indexu kritérii, podle nichZ je varianta X; alespon tak dobra jako X; a
D,'j = {hG {1,...,/(};}/,7, <y,-h}

indexu kritérii, podle nichZ je varianta X; hor8i nez X;



VHV - metody tfidy ELECTRE

Pro stanovené vahy kritérii v4, ..., vk pak vypocteme pro kazdou dvojici
variant stupen preference vztahem

Cij = ZhEC,‘,‘ Vh
Plati ¢; € (0, 1).



VHV - metody tfidy ELECTRE

Pro stanovené vahy kritérii v4, ..., vk pak vypocteme pro kazdou dvojici
variant stupen preference vztahem
C’/ = ZhGC,‘,‘ Vh
Plati ¢j € (0,1).
V dal$im kroku se pro kazdou dvojici variant vypocCte stupen dispreference
vztahem
di — maxhep; | Yin—Yin|
U= maxp—1,. .. klYin—Ynl’

v pfipadé D; = () se definuje d; = 0. Opét plati d; € (0, 1).



VHV - metody tfidy ELECTRE

Pro stanovené vahy kritérii v4, ..., vk pak vypocteme pro kazdou dvojici
variant stupen preference vztahem
Cj = >_hec,; Vh
Plati ¢j € (0,1).
V dal$im kroku se pro kazdou dvojici variant vypocCte stupen dispreference
vztahem
di — maxhep; | Yin—Yin|
i maxn—1,... k|Yin—Yjnl’
v pfipadé D; = () se definuje d; = 0. Opét plati d; € (0, 1).
Pomoci vhodné stanovenych konstant prahu preference c¢* a prahu
dispreference d* se rozhodne o celkové preferenci mezi X; a X;:

X; preferujeme pfed X;, plati-li ¢; > ¢* A dj < d*.



VHV - metody tfidy ELECTRE

Pro stanovené vahy kritérii v;, ..., vk pak vypocteme pro kazdou dvoijici
variant stupen preference vztahem
Cj = >_hec,; Vh
Plati ¢j € (0,1).
V dal$im kroku se pro kazdou dvojici variant vypocCte stupen dispreference
vztahem
di — maxhep; | Yin—Yin|

i maxp—1,... k| Yin—Yn|’
v pfipadé D; = () se definuje d; = 0. Opét plati d; € (0, 1).
Pomoci vhodné stanovenych konstant prahu preference c¢* a prahu
dispreference d* se rozhodne o celkové preferenci mezi X; a X;:
X; preferujeme pfed X;, plati-li ¢; > ¢* A dj < d*.
Za efektivni povazujeme ty varianty, které jsou preferovany pred alespon
jednou variantou, ale sou¢asné neni zadna varianta preferovana pfed nimi.
Vysledek zavisi na volbé prah(, postupnymi zménami jejich hodnot mizeme
dostat pouze jedinou efektivni variantu a tu pak brat jako "nejlepsi".



VHV - metoda ELECTRE | - ptiklad

Pro nasi tlohu o tabletech uréeme mnoziny Cj

[ Gy | T1 | T2 | T3 | T4 \ T5 \
T {1,2,5} | {2,3,5} | {1,3,4,5} | {2,3,5}
T2 || {1,2,3,4} (2,35 | {1,3,4} {2,3,5]
T3 | (1,4} .4y 1,4y | {1,2,3,4,5]
T4 {2} {2,5} | {2,3,5} {2,5}

T5 | {1,4) 1,4y 5y {1,3,4}




VHV - metoda ELECTRE | - ptiklad

Pro nasi tlohu o tabletech uréeme mnoziny Cj

[ Gy | T1 | T2 | T3 | T4 \ T5 \
T {1,2,5} | {2,3,5} | {1,3,4,5} | {2,3,5}
T2 || {1,2,3,4} (2,35 | {1,3,4} {2,3,5}
T3 | (1,4} .4y 1,4y | {1,2,3,4,5]
T4 2} (2,5} | {2,3,5} 2,5}

T5 | {1,4) 1,4y 5y {1,3,4}

Pro Saatyho vahy (0,41; 0,12; 0,22; 0,03; 0,22)
dopocteme tabulku stupnl preference:

[ | TT [ T2 | T3 [ T4 [ T5 |
T1 0,75 | 0,56 | 0,88 | 0,56
T2 || 0,78 0,56 | 0,66 | 0,56
T3 || 0,44 | 0,44 0,44 1

T4 || 0,12 | 0,34 | 0,56 0,34
T5 | 0,44 | 0,44 | 0,41 | 0,66




VHV - metoda ELECTRE | - ptiklad

UrCime také mnoZiny D

[ Dy | T1 | T2 ] T3 | T4 | T5 |
T (3,4} 1.4} 2} {.4)
T2 {5} {1.4} {2,5) | {1.4}
T3 | {2,3,5] | {2.3,5) 2.35) | ()

T4 || {1,3,4,5) | {1,3,4} | {1,4} {1,3,4}
T5 | {2,3,5} | 12.3,5} | {2,3,4,5] | {2,5




VHV - metoda ELECTRE | - ptiklad

UrCime také mnoZziny D

[ Dy | T | T2 ] T3 | T4 | T5 |
TH1 {3,4} {1,4} {2} {1,4}
2| {5 1,4 | 25 | (1.4
T3 || {2,3,5} | {2,3,5} {2,3,5} {

T4 [ {1,3,4,5} | {1,3,4}y | {1.4} {1,3,4}
T5 | {2,3,5} |{2.3,5} | {2,3,4,5}) | {2,5}

Dopocteme tabulku stupfd dispreference, vyjdeme z standardizovanych

hodnot y;:

] dj H T1 \ T2 \ T3 \ T4 \ T5
T1 0,1/0,5 | 0,47/0,75 | 0,8/0,93 | 0,47/1
T2 0,5/0,5 0,47/0,47 0,8/1 0,47/0,86
T3 || 0,75/0,75 | 0,28/0,47 0,93/1 0/0,43
T4 || 0,93/0,93 11 11 11
T5 11 0,86/0,86 | 0,43/0,43 11




VHV - metoda ELECTRE | - ptiklad

Stanovime prah preference ¢* = 0,5 a vyznacime c; > c*.

(¢, [ T1 [ T2 [ T3 | T4 [ 15 |
T 0,75 [ 0,56 | 0,88 | 0,56
T2 [[0,78 0,56 | 0,66 | 0,56
T3 [ 0,44 | 0,44 0,44 | 1
T4 0,2 [ 0,34 | 0,56 0,34
T5 | 0,44 | 0,44 | 0,41 | 0,66




VHV - metoda ELECTRE | - ptiklad

Stanovime prah preference ¢* = 0,5 a vyznacime c; > c*.

[ | TM [ T2 | T3 [ T4 [ T5 |

T1 0,75 | 0,56 | 0,88 | 0,56
T2 || 0,78 0,56 | 0,66 | 0,56
T3 || 0,44 | 0,44 0,44 1
T4 || 0,12 | 0,34 | 0,56 0,34
T5 | 0,44 | 0,44 | 0,41 | 0,66

Stanovime prah dispreference d* = 0,5 a vyznaCime d; < d*.

[ d; [T1[T2] T3 [ T4 [ T5 |

TH1 0,2 0,62 | 0,86 | 0,47
T2 || 1 1 0,8 | 0,55
T3] 1 |06 0,93 0
T4 || 1 1 1 1
T5 | 1 1 1 1




VHV - metoda ELECTRE | - ptiklad

Relaci preference miizeme znazornit v matici nebo v grafu (zahrneme pouze
ty hrany, kde jsou splnény obé podminky pro preferenci: dosazeni prahu
preference c* a neprekroéeni prahu dispreference d*):

Ziskali jsme dvé efektivni varianty 1 a 3 (uzly, ze kterych vychazeji Sipky, ale
zadné nevstupuiji).



VHV - metody tfidy PROMETHEE

Patfi mezi nejcastéji pouzivané postupy VHV. Zakladem je parové
porovnavani variant postupné podle v8ech kritérii. Pro varianty X;, X;
definujeme intenzitu preference podle kritéria Yj:

Ph(Xivxj')

jako funkci nabyvajici hodnoty z intervalu <0 1), takovou, Zze Py(X;, X;) =0
neni-li X; preferovano pred X; a Pp(X;, X;) = 1 v pfipadé absolutni preference.



VHV - metody tfidy PROMETHEE

Patfi mezi nejcastéji pouzivané postupy VHV. Zakladem je parové
porovnavani variant postupné podle v8ech kritérii. Pro varianty X;, X;
definujeme intenzitu preference podle kritéria Yj:

Ph(Xl'vxj')
jako funkci nabyvajici hodnoty z intervalu (0, 1), takovou, Zze Px(X;, X;) = 0
neni-li X; preferovano pred X; a Pp(X;, X;) = 1 v pfipadé absolutni preference.
Intenzita preference zavisi na diferenci dy = (yin — yjn), transformace Q
prevadejici diferenci dy na intenzitu preference Py(X;, X;) se nazyva
zobecnéné kritérium a mize mit rizny prabéh, napfiklad viz obrazek:

Q,(dp,) Q,(dy,)




VHV - metody tfidy PROMETHEE

Jsou-li stanoveny vahy kritérii, miizeme spocitat globalni preferencni indexy
podle vztahu

P(Xi, X)) = S5y VaPh(Xi, X;).

Pro ziskani vysledné relace vypocteme pro kazdou variantu pozitivni
(vystupni) a negativni (vstupni) tok jako

FH(X) = ik P(Xi, X))/ (n—= 1),
F=(X) = 27 P(X. X)/(n = 1),



VHV - metody tfidy PROMETHEE

Jsou-li stanoveny vahy kritérii, miizeme spocitat globalni preferencni indexy
podle vztahu

P(Xi, X)) = Sy VhPa(Xi, X)).

Pro ziskani vysledné relace vypocteme pro kazdou variantu pozitivni
(vystupni) a negativni (vstupni) tok jako

F(X) = S PO, X)/(n = 1),

F=(Xi) = X1 P(X;, Xi)/(n = 1),
Jednotlivé metody se v postupu dale lisi, PROMETHEE Il napfiklad

usporadava varianty podle tzv. Cistého toku
F(Xi) = F*(Xi) — F~(X)).



VHV - metoda PROMETHEE, priklad

Pro dlohu s tablety vyjdeme pfi vypoctu diferenci dj, ze standardizovanych
hodnot y;:

i cena | RAM | vydrz | hmotnost | OS, procesor,
baterie display
Tablet1 || 0,53 | 0,2 0,93 0,62 1
Tablet2 || 0,53 | 0,2 1 0,72 0,5
Tablet 3 1 0,07 | 0,57 1 0,25
Tablet 4 0 1 0 0 0,75
Tablet 5 1 0 0,14 0,97 0




VHV - metoda PROMETHEE, priklad

Pro dlohu s tablety vyjdeme pfi vypoctu diferenci dj, ze standardizovanych
hodnot y;:

i cena | RAM | vydrz | hmotnost | OS, procesor,
baterie display
Tablet1 || 0,53 | 0,2 0,93 0,62 1
Tablet2 || 0,53 | 0,2 1 0,72 0,5
Tablet 3 1 0,07 | 0,57 1 0,25
Tablet 4 0 1 0 0 0,75
Tablet 5 1 0 0,14 0,97 0

Nejprve spocteme vSechny diference a pak s vyuzitim zobecnéného kritéria
Qi s prahem d* = 0,5 pfepocitame na intenzity preference Px(Xi, X;).
Vypocet ukazeme jen pro d.



VHV - metoda PROMETHEE, priklad

[di(X,X) ] T1 [ T2 [ T3 [ T4 [ T5 |

T1 0 0 -0,47 | 0,53 | -0,47
T2 0 0 -0,47 | 0,53 | -0,47
T3 0,47 | 0,47 0 1 0
T4 -0,53 | -0,53 -1 0 1
T5 0,47 | 0,47 0 -1 0




VHV - metoda PROMETHEE, priklad

[di(X,X) ] T1 [ T2 [ T3 [ T4 [ T5 |

T1 0 0 -0,47 | 0,53 | -0,47
T2 0 0 -0,47 | 0,53 | -0,47
T3 0,47 | 0,47 0 1 0
T4 -0,53 | -0,53 -1 0 1
T5 0,47 | 0,47 0 -1 0

Intenzity preference jsou:

[P(X,X) [ TI [ T2 T3 [ T4 [ T5 |

TH1 00|01 0
T2 0|0 ] 01 0
T3 00|01 0
T4 o000 1
T5 0|00 ]O0]O




VHV - metoda PROMETHEE, priklad

Proces opakujeme pro vSechna dalsi kritéria a nakonec pomoci vah
(0,41; 0,12; 0,22; 0,03; 0,22) agregujeme preferencni intenzity a ziskame
globalni preferenéni indexy:

[P, X) | T1 [ T2 | T3 [ T4 | T5 [ F7(X) |

T1 0 0 0,22 | 0,66 | 0,22

T2 0 0 0 0,44 | 0,22

T3 0 0 0 0,66 | 0,22

T4 0,12 | 0,12 | 0,12 0 0,75

T5 0 0 0 0 0
F~(X)

Zprimérovanim fadku a sloupcl ziskdme pozitivni a negativni toky.



VHV - metoda PROMETHEE, priklad

Proces opakujeme pro vSechna dalsi kritéria a nakonec pomoci vah
(0,41; 0,12; 0,22; 0,03; 0,22) agregujeme preferencni intenzity a ziskame
globalni preferenéni indexy:

[P, X) | T [ T2 | T3 [ T4 [ T5 [F(X)]

T1 0 0 0,22 | 0,66 | 0,22 0,275

T2 0 0 0 0,44 | 0,22 0,165

T3 0 0 0 0,66 | 0,22 0,22

T4 0,12 | 0,12 | 0,12 0 0,75 | 0,2775

T5 0 0 0 0 0 0
F~(X;) | 0,03 | 0,03 | 0,085 | 0,44 | 0,3525

Rozdilem pozitivnich a negativnich tokl ziskdme celkovy tok:
F(T1)=0,245, F(T2)=0,135, F(T3) =0,135,
F(T4)=-0,1625, F(T5) = —-0,3525

Nejlépe vychazi tablet 1.



VHV - metoda AHP

Metoda AHP (Analytic Hierarchy Process) modeluje rozhodovaci problém

pomoci hierarchické struktury, ktera ma pro nejjednodussi ulohy tfi Urovne (viz
obr.)

Cil hodnoceni

100 %
Kritérium Y- Kritérium Y- Kritérium Y
V1 V2 Vi
Varianta Xu Varianta X Varianta X.

Wy, j=1,..k W, j=1,...k W, j=1,...k




VHV - metoda AHP

Intenzitu vztahu mezi jednotlivymi prvky hierarchie mizeme vyjadfit pomoci
déleni pocatecni jednotky (100 %) podle preferenci rozhodovatele na dalsi
urovné. Nejprve jsou na druhé Urovni pfitazeny kritériim vahy v;, j=1,... k.
Tyto vahy se dale rozdéluji jednotlivym variantam podle toho, jak dobfe &i
Spatné jsou tyto varianty dle daného kritéria ohodnoceny, ¢imz pro dané
kritérium dostaneme preferencni indexy wj, i =1,..., n. Z konstrukce modelu

vyplyva, Ze plati vztahy Z;; vi=1, Y1 ,wj=V, j=1,...k Celkovy

uzitek, podle néjz Ize varianty usporadat, se vypocte jako u(X;) = Z}; wij.



VHV - metoda AHP

Intenzitu vztahu mezi jednotlivymi prvky hierarchie mizeme vyjadfit pomoci
déleni pocatecni jednotky (100 %) podle preferenci rozhodovatele na dalsi
urovné. Nejprve jsou na druhé Urovni pfitazeny kritériim vahy v;, j=1,... k.
Tyto vahy se dale rozdéluji jednotlivym variantam podle toho, jak dobfe &i
Spatné jsou tyto varianty dle daného kritéria ohodnoceny, ¢imz pro dané
kritérium dostaneme preferencni indexy wj, i =1,..., n. Z konstrukce modelu

vyplyva, Ze plati vztahy Z/’.‘:1 vi=1, Y1 ,wj=V, j=1,...k Celkovy

uzitek, podle néjz Ize varianty usporadat, se vypocte jako u(X;) = Z}; wij.

Vlastni numericka realizace je zalozena na parovém porovnavani prvku
podobné jako u Saatyho metody: Pro nejvy$si uzel se sestavi porovnavaci
matice (k x k) a z ni se odvodi vahy kritérii. Nasledné se pro kazdé kritérium
urci preference variant parovym porovnavanim v matici (n x n). Nevyhodou
metody je tedy ocividné velky objem porovnavani, coz je na druhou stranu
vyvazeno jeji univerzalni pouzitelnosti a moznosti pouziti verbalni stupnice
pro vyjadfeni preferenci.



Vicekriterialni programovani

Ve vicekriteridlnim programovani jde o optimalizaci vice ucelovych funkci na
pFipustné mnoziné definované sadou omezeni. Narozdil od tloh VHV je
mnozina variant v Ulohach nekoneéna a kritéria jsou definovana v podobé
funkci. Jsou-li v§echny Gcelové funkce i omezujici podminky linearni,
mluvime o vicekriterialnim linedrnim programovani (VLP). Problém VLP tedy
muzeme formulovat jako Glohu "optimalizovat"

z1=¢'-X, zz=02-X,...z, =c¥X-x,

za podminek

xeX={xeR"Ax < b, x > 0},

kde ¢! je cenovy vektor i-té UGelové funkce.



Vicekriterialni programovani

Ve vicekriteridlnim programovani jde o optimalizaci vice ucelovych funkci na
pFipustné mnoziné definované sadou omezeni. Narozdil od tloh VHV je
mnozina variant v Ulohach nekoneéna a kritéria jsou definovana v podobé
funkci. Jsou-li v§echny Gcelové funkce i omezujici podminky linearni,
mluvime o vicekriterialnim linedrnim programovani (VLP). Problém VLP tedy
muzeme formulovat jako Glohu "optimalizovat"

z1=¢'-X, zz=02-X,...z, =c¥X-x,

za podminek

xeX={xeR"Ax < b, x > 0},

kde ¢! je cenovy vektor i-té UGelové funkce.

Pomoci ekvivalence minimalizaCni Ulohy pro z; s maximalizacni Glohou pro
—Zz; muzeme prevést Ulohu do takové podoby, aby v§echna kritéria méla
maximalizaéni charakter. Ulohu je pak mozné zapsat pomoci maticového
zapisu, oznacime-liz = (z, zo, ..., zx) vektor U€elovych funkci a C matici
vytvofenou z cenovych vektorti ¢!, ¢2,...ck:

z=C -x— MAX, xe X.



Model VLP - zakladni pojmy

Podobné jako u VHV je typicky cilem nalézt v mnoziné vSech pripustnych
feSeni pomoci vhodného postupu néjaké prakticky pfijatelné, tzv.
kompromisni fe$eni. Je dobré si uvédomit, Ze pfi hledani kompromisniho
fedeni se opét stadi omezit na nedominovana fe$eni. Redeni x € X je
nedominované, pokud neexistuje zadné pripustné feseni, jehoz vektor
kriterialnich hodnot by byl ve vSech slozkach vétsi nebo roven vektoru C - x (s
vyloucenim pfipadu rovnosti vektor().



Model VLP - zakladni pojmy

Podobné jako u VHV je typicky cilem nalézt v mnoziné vSech pripustnych
feSeni pomoci vhodného postupu néjaké prakticky pfijatelné, tzv.
kompromisni fe$eni. Je dobré si uvédomit, Ze pfi hledani kompromisniho
fedeni se opét stadi omezit na nedominovana fe$eni. Redeni x € X je
nedominované, pokud neexistuje zadné pripustné feseni, jehoz vektor
kriterialnich hodnot by byl ve vSech slozkach vétsi nebo roven vektoru C - x (s
vyloucenim pfipadu rovnosti vektor().

VétsSina principu pro hledani kompromisniho feSeni je zalozena na feSeni
diléich Gloh linearniho programovani z; = ¢' - x — max, x € X standardni
simplexovou metodou. Vektor xy, ve kterém vSechny ucelové funkce nabyvaji
svych optimalnich hodnot nazyvame idealni feSeni. Analogicky bychom mohli
zavést bazalni feSeni xp. Optimalni a bazalni feSeni zpravidla nelezi v
pfipustné mnozing.



Model VLP - grafické znazornéni

Vicekriterialni linearni model je mozné zobrazovat v rozhodovacim nebo
kriterialnim prostoru. Nejprve schematicky znazornéme Ulohu se dvéma
proménnymi v rozhodovacim prostoru, kde soufadné osy budou
reprezentovat hodnoty proménnych.

Vyznacime pfipustnou mnozinu X.



Model VLP - grafické znazornéni

Vicekriterialni linearni model je mozné zobrazovat v rozhodovacim nebo
kriterialnim prostoru. Nejprve schematicky znazornéme Ulohu se dvéma
proménnymi v rozhodovacim prostoru, kde soufadné osy budou
reprezentovat hodnoty proménnych.
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Dil¢i Gloha LP pro G¢elovou funkei z; = ¢! - x ma optimum v bodé x'.



Model VLP - grafické znazornéni

Vicekriterialni linearni model je mozné zobrazovat v rozhodovacim nebo
kriterialnim prostoru. Nejprve schematicky znazornéme Ulohu se dvéma
proménnymi v rozhodovacim prostoru, kde soufadné osy budou
reprezentovat hodnoty proménnych.

Dil&i uloha LP pro uéelovou funkci zo = €2 - x ma optimum v bodé x2.



Model VLP - grafické znazornéni

Vicekriterialni linearni model je mozné zobrazovat v rozhodovacim nebo
kriterialnim prostoru. Nejprve schematicky znazornéme Ulohu se dvéma
proménnymi v rozhodovacim prostoru, kde soufadné osy budou
reprezentovat hodnoty proménnych.

Prisecik primek znazornujicich tc¢elové funkce vedené v dil¢ich optimech
predstavuje idealni feSeni xy.



Model VLP - grafické znazornéni

Vicekriterialni linearni model je mozné zobrazovat v rozhodovacim nebo
kriterialnim prostoru. Nejprve schematicky znazornéme Ulohu se dvéma
proménnymi v rozhodovacim prostoru, kde soufadné osy budou
reprezentovat hodnoty proménnych.

Normaélové vektory k témto pfimkam (tedy vektory cenovych koeficientt ¢')
vyjadfuji smeér rastu Gcelovych funkci. Jejich nezaporné linearni kombinace
definuii tzv. kriterialni kuzel.



Model VLP - grafické znazornéni

Vicekriterialni linearni model je mozné zobrazovat v rozhodovacim nebo
kriterialnim prostoru. Nejprve schematicky znazornéme Ulohu se dvéma
proménnymi v rozhodovacim prostoru, kde soufadné osy budou
reprezentovat hodnoty proménnych.

Na hranici mnoziny pfipustnych feSeni vymezené kriterialnim kuzelem lezi
vS8echna nedominovana feseni.



Model VLP - grafické znazornéni

P¥i zobrazovani v kriterialnim prostoru vynasime na jednotlivé osy pfimo
hodnoty Ucelovych funkci.

C X C X
Modre jsou vyznaCeny nedominované hodnoty



Vicekriterialni programovani - klasifikace metod

P¥i feSeni tloh VLP mizeme pozadovat vysledky v podobé Upiného popisu
mnoziny nedominovanych feSeni nebo nalezeni nejaké jeji reprezentativni
podmnoziny nebo vybéru nékolika kompromisnich variant. Chce-li uzivatel
vybrat jedinou kompromisni variantu, bude jeho rozhodnuti znacné zaviset na
preferencich jednotlivych kritérii. Ty mohou byt zadavany v rlznych fazich
vypoctu:

@ pred zapocCetim vypoctu,

@ interaktivné v pribéhu vypoctu,

@ po skonceni vypoctu,
a to opét prostrednictvim aspiraCnich Grovni kritérii, pofadim kritérii, vahami
kritérii nebo mirou kompenzace kriterialnich hodnot.



Vicekriterialni programovani - klasifikace metod

P¥i feSeni tloh VLP mizeme pozadovat vysledky v podobé Upiného popisu
mnoziny nedominovanych feSeni nebo nalezeni nejaké jeji reprezentativni
podmnoziny nebo vybéru nékolika kompromisnich variant. Chce-li uzivatel
vybrat jedinou kompromisni variantu, bude jeho rozhodnuti znacné zaviset na
preferencich jednotlivych kritérii. Ty mohou byt zadavany v rlznych fazich
vypoctu:

@ pred zapocCetim vypoctu,

@ interaktivné v pribéhu vypoctu,

@ po skonceni vypoctu,
a to opét prostrednictvim aspiraCnich Grovni kritérii, pofadim kritérii, vahami
kritérii nebo mirou kompenzace kriterialnich hodnot. Podle toho, kdy je
informace o kritériich do modelu zapracovana, delime vypocetni metody na:

@ metody s preferencéni informaci a priori

@ metody s preferencéni informaci a posteriori

@ metody s postupnym zpreshovanim preferenéni informace
@ metody kombinované



Vicekriterialni programovani - klasifikace metod

Metody s informaci apriori délime do nékolika skupin:
@ metoda lexikograficka
metoda minimalni komponenty
feSeni jednokriterialni Ulohy s agregovanymi kritérii
zameéna kritérii za omezeni
"minimalizace odchylek"od idealnich hodnot (pfi vhodné zvolené metrice)



Vicekriterialni programovani - klasifikace metod

Metody s informaci apriori délime do nékolika skupin:
@ metoda lexikograficka
@ metoda minimalni komponenty
@ feSeni jednokriterialni Ulohy s agregovanymi kritérii
@ zameéna kritérii za omezeni
@ "minimalizace odchylek"od idealnich hodnot (pfi vhodné zvolené metrice)
Metody s informaci aposteriori spocivaji v popisu mnoziny nedominovanych
feSeni, ve které nasledné uzivatel vybira kompromisni feSeni. Patfi sem:
@ metoda parametrické (agregujeme kritéria s parametricky zadanym
vektorem vah)
@ metoda omezeni (hleda nedominovana feSeni, kde hodnoty kritérii
dosahuji parametricky zadanych cilovych hodnot)

@ vicekriterialni simplexovy algoritmus (postupné urcuje nedominovana
bazicka feseni)



Vicekriterialni programovani - klasifikace metod

Metody s informaci apriori délime do nékolika skupin:
@ metoda lexikograficka
@ metoda minimalni komponenty
@ feSeni jednokriterialni Ulohy s agregovanymi kritérii
@ zameéna kritérii za omezeni
@ "minimalizace odchylek"od idealnich hodnot (pfi vhodné zvolené metrice)
Metody s informaci aposteriori spocivaji v popisu mnoziny nedominovanych
feSeni, ve které nasledné uzivatel vybira kompromisni feSeni. Patfi sem:
@ metoda parametrické (agregujeme kritéria s parametricky zadanym
vektorem vah)
@ metoda omezeni (hleda nedominovana feSeni, kde hodnoty kritérii
dosahuji parametricky zadanych cilovych hodnot)

@ vicekriterialni simplexovy algoritmus (postupné urcuje nedominovana
bazicka feseni)

Metody interaktivni probihaji iterativné a jsou zaloZzeny na komunikaci mezi
uzivatelem a rozhodovatelem.



Vicekriterialni programovani - priklad

Ptiklad z knihy Tomas Subrt, Ekonomicko-matematické metody: Vedeni
pujcovny lyZafského a snowboardového vybaveni zvaZzuje optimalizaci
sortimentu zbozi. Do kalkulaci zahrnuje obvyklou cenu za plj¢eni vybaveni i
riziko, Zze utrpi ztratu, protoze vybaveni nebude pujceno. Denni zisk [v KE] pfi
pujceni jednotlivych kompletd i riziko ztraty pfi nepujceni [v bodech] jsou
uvedeny v tabulce.

lyzarsky | lyzafsky | lyzafsky | snowboardovy
komplet | komplet | komplet komplet
sjezdovy | sjezdovy | bézecky
dospély détsky
zisk 300 200 170 250
riziko 10 15 25 5

Spoleénost chce investovat nejvySe 1 mil. KE do nakupu komplett, pficemz
snowboardové komplety chce nakoupit alespor za 200 tis. KE. Pofizovaci
cena kazdého z kompletu je 10 tis. KE. Navrhnéte, jak méa spolecnost
investovat, aby maximalizovala zisk a minimalizovala ztratu.



VLP - priklad, matematicky model

Oznaéme xi, ..., X4 proménné vyjadrujici poCty nakoupenych kompletu.
Kriterialni funkce tedy jsou
z; = 300x7 + 200x5 + 170x3 + 250x4 — max

Z> = 10x1 + 15x2 + 25x3 + 5x4 — min

P¥i pofizovaci cené kompletli 10 000 K& budou mit omezeni nasledujici
podobu: celkem Ize koupit maximalné 100 ks kompletd, z toho nejméné 20 ks
musi byt snowboardové komplety:

X1+ Xo + X3 + x4 < 100

X4 > 20

Dale musime pfidat obligatni podminky :

X1, X2, X3, X4 > 0

Spravné bychom meli pfidat jesté podminky celoCiselnosti, ale nebudeme pro
zjednoduseni zatim uvazovat.

Resenim zjednoduSenych uloh modelu, kdy uvazujeme vzdy pouze jednu
kriteridIni funkci dostaneme dilCi optimalni feSeni.



VLP - dil¢i optimalni reSeni, priklad

Snadno Ize zjistit, Ze minimalniho rizika pdjcovna dosahne, jestlize nakoupi
pouze pozadované snowboardové komplety, tj. 20 ks po 10 000 K¢ a ostatni
komplety nebude kupovat vibec.



VLP - dil¢i optimalni reSeni, priklad

Snadno Ize zjistit, Ze minimalniho rizika pdjcovna dosahne, jestlize nakoupi
pouze pozadované snowboardové komplety, tj. 20 ks po 10 000 K¢ a ostatni
komplety nebude kupovat vibec.

Podobné maximalniho zisku pljéovna dosahne, jestlize po zakoupeni
pozadovaného mnozstvi snowboardovych komplett (tj. 20 ks) utrati vSechny

zbyvajici penize za nejziskovéjSi sjezdové komplety pro dospélé. Prostiedky
postaci pro zakoupeni 80 ks téchto kompletd.



VLP - dil¢i optimalni reSeni, priklad

Snadno Ize zjistit, Ze minimalniho rizika pdjcovna dosahne, jestlize nakoupi
pouze pozadované snowboardové komplety, tj. 20 ks po 10 000 K¢ a ostatni
komplety nebude kupovat vibec.

Podobné maximalniho zisku pljéovna dosahne, jestlize po zakoupeni
pozadovaného mnozstvi snowboardovych komplett (tj. 20 ks) utrati vSechny

zbyvajici penize za nejziskovéjSi sjezdové komplety pro dospélé. Prostiedky
postaci pro zakoupeni 80 ks téchto kompletd.

Dil¢i optimalni feSeni mizeme znazornit v kriterialni tabulce:

Kriterialni funkce
vynos | riziko
80 dospélych sjezdovych | 29000 880

+ 20 snowboardovych

20 snowboardovych 5000 100

Z hlavni diagonaly tabulky vidime, Ze idedlni feSeni je ohodnoceno
kriterialnimi hodnotami zisku a rizika 29000 a 100, ale realné neexistuje.




VLP - lexikografickd metoda

PopiSme si nékteré z metod s apriorni preferencni informaci. Pfi pouziti
lexikografické metody rozhodovatel uri pofadi vyznamnosti kriterialnich
funkci (pfedpokladejme, ze jiz jsou funkce oznaceny tak, ze z; je
nejvyznamnéjsi a zx nejméné vyznamné, jejich optimalni hodnoty oznatme
zPP' ..., z"). Hiedani kompromisniho feSeni spotiva v postupném Feseni
sekvence optimalizacnich Gloh

max. zy = ¢' - X, X € X. Pokud m4 uloha vice optimélnich Feseni, fe§ime
dalsi ulohu:

max. zo = €2 - x, x € X, €'x > z’". Opét je-li feSeni vice, postupujeme
déle, az nalezneme kompromisni feSeni jako bod optima Ulohy

max. zx =c¥-x, x e X, e'x>z% .. x>z



VLP - lexikografickd metoda

PopiSme si nékteré z metod s apriorni preferencni informaci. Pfi pouziti
lexikografické metody rozhodovatel uri pofadi vyznamnosti kriterialnich
funkci (pfedpokladejme, zZe jiz jsou funkce oznaceny tak, ze z; je
nejvyznamnéjsi a zx nejméné vyznamné, jejich optimalni hodnoty oznatme
zPP' ..., z"). Hiedani kompromisniho fedeni spo&iva v postupném Feseni
sekvence optimalizacnich Gloh

max. zy = ¢' - X, X € X. Pokud m4 uloha vice optimélnich Feseni, fe§ime
dalsi ulohu:

max. zo = €2 - x, x € X, €'x > z’". Opét je-li feSeni vice, postupujeme
déle, az nalezneme kompromisni feSeni jako bod optima Ulohy

max. zx =c¥-x, x e X, e'x>z% .. x>z

Zmirnit predpoklad, Ze jednotlivé Glohy maji vice nez jedno feSeni, je mozné
pripusténim odchylky §;, o kterou se mizou v jednotlivych krocich lisit hodnoty
preferovanych ucelovych funkci od svych optim. Napfiklad v druhém kroku
bychom fesili Glohu

max. z, =€ -x, xe X, ¢'x >z — 4;, atd.

Popsana metoda v podstaté kopiruje realné uvazovani manazerq.



VLP - lexikograficka metoda, priklad

Jiz vime, Ze pfii preferenci rizika je nejvyhodnéjsi nakoupit pouze 20
snowboardovych kompletl a pfi preferenci zisku 20 snowboardovych a 80
dospélych sjezdovych kompletd.

Jaké by méla tloha feseni, jestlize budeme preferovat riziko, ale pfipustime
jeho odchylku z ided&lni hodnoty 100 na 1207 Maximalizujeme tedy zisk

z1 = 300x7 + 200x2 + 170x3 + 250x4 za omezeni

Zo = 10x7 + 15x% + 25x3 + 5x4 < 120, (1j. Ze riziko nepfesahne hodnotu
120) a dalSich omezeni modelu

Xy +Xo+ X3+ X4 <100 x4 > 20, Xq,...,x4 > 0.



VLP - lexikograficka metoda, priklad

Jiz vime, Ze pfii preferenci rizika je nejvyhodnéjsi nakoupit pouze 20
snowboardovych kompletl a pfi preferenci zisku 20 snowboardovych a 80
dospélych sjezdovych kompletd.

Jaké by méla tloha feseni, jestlize budeme preferovat riziko, ale pfipustime
jeho odchylku z ided&lni hodnoty 100 na 1207 Maximalizujeme tedy zisk

z1 = 300x7 + 200x2 + 170x3 + 250x4 za omezeni

Zo = 10x7 + 15x% + 25x3 + 5x4 < 120, (1j. Ze riziko nepfesahne hodnotu
120) a dalSich omezeni modelu

Xy +Xo+ X3+ X4 <100 x4 > 20, Xq,...,x4 > 0.

Snadno vypocteme optimalni feSeni x; =2, x = 0,x3 = 0, x4, = 20, tedy k
pozadovanym dvaceti snowboardovym pfikoupime jesté 2 dospélé sjezdové
komplety. Zikame tak 5600 K¢ a riziko bude rovno limitnim 120 boddm.



VLP - metoda minimalni komponenty

Jinym pristupem je stanoveni kompromisniho feSeni podle minimalni
komponenty, kdy maximalizujeme nejmensi, tedy nejhor§i komponentu
vektoru hodnot Gcelovych funkci. Dostaneme tedy Glohu LP maximalizovat
z=4¢ zapodminek ¢' - x>4, ¢2-x>4,...c<.x>4, xeX.



VLP - metoda minimalni komponenty

Jinym pristupem je stanoveni kompromisniho feSeni podle minimalni
komponenty, kdy maximalizujeme nejmensi, tedy nejhor§i komponentu
vektoru hodnot Gcelovych funkci. Dostaneme tedy Glohu LP maximalizovat

z=4¢ zapodminek ¢' - x>4, ¢2-x>4,...c<.x>4, xeX.

Pokud maji kritéria rozdilnou povahu, je tfeba je nejprve prevést véechna na
maximaliza¢ni a upravit na bezrozmérné, aby byla zajisténa jejich
srovnatelnost.



VLP - metoda agregace kriterialnich funkci

Pomoci vhodné zvoleného operatoru je mozné sloucit vSechny kriterialni
funkce do jediné. Obecné se pii agregaci pouzivaji rizné operatory, zde se

Vv,

normovaného vektoru vah v = (vq, ..., vk). Misto plvodni optimalizacni tlohy
z=C x— MAX, x € X. feSime jednorozmérnou Ulohu

z,=V-C-x— max, x e X.



VLP - metoda agregace kriterialnich funkci

Pomoci vhodné zvoleného operatoru je mozné sloucit vSechny kriterialni
funkce do jediné. Obecné se pii agregaci pouzivaji rizné operatory, zde se

Vv,

normovaného vektoru vah v = (vq, ..., vk). Misto plvodni optimalizacni tlohy
z=C x— MAX, x € X. feSime jednorozmérnou Ulohu
z,=V-C-x— max, x e X.

Pozor! Pfi nastaveni vektoru vah je tfeba vzit v Gvahu, ze hodnoty funkci se
pohybuji na riznych Skalach. VyznaCme agregované kritérium graficky
(zelena ptimka). Nema praktickou interpretaci, je pouze kritériem pomocnym.




VLP - metoda agragace, priklad

P¥i agregaci funkce zisku z; a funkce rizika z je tfeba vzit v Gvahu odliSnou
povahu kritérii, napfiklad mizeme vynasobit z» koeficientem (-1).
Jestlize nastavime vektor vah

v = (555 100)

pak agregovana Ucelova funkce bude mit tvar
zy, =5,5x1 —4,25x0 — 15,25x3 + 7, 75Xq.



VLP - metoda agragace, priklad

P¥i agregaci funkce zisku z; a funkce rizika z je tfeba vzit v Gvahu odliSnou
povahu kritérii, napfiklad mizeme vynasobit z» koeficientem (-1).

Jestlize nastavime vektor vah

v = (50: 100) -

pak agregovana Ucelova funkce bude mit tvar

z, =5,5x1 —4,25x, — 15,25x3 + 7, 75X4.

Snadno nahlédneme, Ze optimalni feSeni tedy bude

x; =0,x =0,x3 =0, x4 = 100, vSechny penize utratime za snowboardové
komplety. Optimalni hodnota UcCelové funkce z, = 775, coz neméa zadnou
vypovidaci schopnost, ale mizeme pro nalezené feSeni dopocitat hodnotu
zisku 25000 K¢ a hodnotu rizika 500 bodu.



VLP - pfevod kriterialnich funkci na omezeni

P¥i postupném prevodu kritérii na omezeni postupujeme podobné jako u
lexikografické metody. Pfedpokladame opét, Ze jsou funkce oznaceny od
nejvyznamnéjsiho po nejméné vyznamné). Hledani kompromisniho feseni
spociva v postupném feseni sekvence optimalizacnich uloh

max. z; = ¢' - x, x € X. Optimalni hodnotu ozna¢ime z; a fesime dalsi
ulohu, kde pfipustime urcitou odchylku od z;:

max. zo =¢?-x, x € X, ¢'x > z; — §;. Opét zjistime z; a postupujeme
déle, az nalezneme kompromisni feSeni jako bod optima Glohy

max. zx =ck-x, x e X, e'x >z —61,..., x>z | — ox.



VLP - pfevod kriterialnich funkci na omezeni

P¥i postupném prevodu kritérii na omezeni postupujeme podobné jako u
lexikografické metody. Pfedpokladame opét, Ze jsou funkce oznaceny od
nejvyznamnéjsiho po nejméné vyznamné). Hledani kompromisniho feseni
spociva v postupném feseni sekvence optimalizacnich uloh

max. z; = ¢' - x, x € X. Optimalni hodnotu ozna¢ime z; a fesime dalsi
ulohu, kde pfipustime urcitou odchylku od z;:

max. zo =¢?-x, x € X, ¢'x > z; — §;. Opét zjistime z; a postupujeme
déle, az nalezneme kompromisni feSeni jako bod optima Glohy

max. zx =ck-x, x e X, e'x >z —61,..., x>z | — ox.

Kritéria Ize také pfevést na omezeni najednou tak, ze maximalizujeme pouze
zi > au;, i =2,...k (aspiraéni Grovné vsech kritérii au;,i = 2, ... k nastavime
nékam mezi bazalni a idealni hodnotu pro dané kritérium (z™n, zmax) )
Nevyhodou tohoto pfistupu je, Ze mize byt obtizné nastaveni aspiracnich
arovni, aby nebyla pfipustna mnozina prazdna nebo aby nebyl vliv kritérii
eliminovan Uplné.



Cilové programovani

Predstavuje jiny pfistup k feSeni tlohy LP. Misto stanoveni omezujicich
podminek a kritéria optimality se zde stanovi pevné a volné cile s pfitazenymi
cilovymi hodnotami. U pevnych cilll musi byt tato hodnota spinéna (analogie
omezujicich podminek). U volnych cilll miZzeme dosahnout vy$si i nizsi
hodnoty nez je cil (avSak ne moc odli§né). Protoze cilovych hodnot byva
nékolik a zpravidla neni mozné dosazeni v§ech, voli se obvykle jeden ze dvou
pristupu:

@ pomoci preferenci - nejprve je optimalizovan cil s nejvy$si preferenci,

atd. nebo

@ pomoci vah - koeficient( vyjadfujicich dulezitost daného cile,
optimalizuje se pak vazeny soucet odchylek od vSech cill

Modely cilového programovani jsou obecnéjsi nez standardni modely LP,

protoze v praxi zpravidla nemame jediné kritérium optimality, ale sledujeme
vice hodnot.



Cilové programovani - priklad

Ptiklad z J. Jablonsky, Operacni vyzkum: Vedeni penzijniho fondu se
rozhoduje o nakupu dvou druhl cennych papirtl (akcie a obligace). Ma k
dispozici prostredky, které neni nutné Uplné vyCerpat, nelze je vSak prekrodit.
Do akcii Ize investovat maximalné 50 % celkového objemu prostfedkd a do
obligaci maximalné 75 % prostfedku. OCekavany vynos z akcii je 15 % a z
obligaci 10 % p.a., mira rizika investice je ohodnocena koeficientem 5 u akcii
a 2 u obligaci. Navrhnéte takovou skladbu portfolia [x1, X2], aby se dosahlo

pramérného vynosu 12 % p.a. a aby byla vazena mira rizika rovna 3 .



Cilové programovani - priklad

Ptiklad z J. Jablonsky, Operacni vyzkum: Vedeni penzijniho fondu se
rozhoduje o nakupu dvou druhl cennych papirtl (akcie a obligace). Ma k
dispozici prostredky, které neni nutné Uplné vyCerpat, nelze je vSak prekrodit.
Do akcii Ize investovat maximalné 50 % celkového objemu prostfedkd a do
obligaci maximalné 75 % prostfedku. OCekavany vynos z akcii je 15 % a z
obligaci 10 % p.a., mira rizika investice je ohodnocena koeficientem 5 u akcii
a 2 u obligaci. Navrhnéte takovou skladbu portfolia [x1, X2], aby se dosahlo
pramérného vynosu 12 % p.a. a aby byla vazena mira rizika rovna 3 .

Pfi standardnim pfistupu LP bychom museli zvolit jako G€elovou funkci jen
jedno z nich, napf. vynos a k omezujicim podminkam pro objem investic pridat
dalsi omezeni, totiz Ze mira rizika nesmi prekroCit hodnotu 3. Lze spocitat, ze
optimalniho feSeni pfi tomto pristupu dosdhneme, dame-li % prostredku do
akcii a % do obligaci. Pfi primérném riziku 3 tak ziskame 11,67 % p.a.



Cilové programovani - priklad

Ptiklad z J. Jablonsky, Operacni vyzkum: Vedeni penzijniho fondu se
rozhoduje o nakupu dvou druhl cennych papirQ (akcie a obligace). Ma k
dispozici prostredky, které neni nutné Uplné vyCerpat, nelze je vSak prekrodit.
Do akcii Ize investovat maximalné 50 % celkového objemu prostfedkd a do
obligaci maximalné 75 % prostredkd. Oekavany vynos z akcii je 15 % a z
obligaci 10 % p.a., mira rizika investice je ohodnocena koeficientem 5 u akcii
a 2 u obligaci. Navrhnéte takovou skladbu portfolia [x1, X2], aby se dosahlo

pramérného vynosu 12 % p.a. a aby byla vazena mira rizika rovna 3 .

Pfi standardnim pfistupu LP bychom museli zvolit jako G€elovou funkci jen
jedno z nich, napf. vynos a k omezujicim podminkam pro objem investic pridat
dalsi omezeni, totiz Ze mira rizika nesmi prekroCit hodnotu 3. Lze spocitat, ze
optimalniho feSeni pfi tomto pristupu dosdhneme, dame-li % prostredku do
akcii a % do obligaci. P¥i primérném riziku 3 tak ziskame 11,67 % p.a.

Nebo naopak budeme minimalizovat U¢elovou funkci vyjadienou vazenym
rizikem a jako dodateénou podminku stanovime omezeni, aby pramérny
vynos byl nejméné 12 % p.a. Pak je optimalni investovat 40 % prostfedk( do
akcii a 60 % do obligaci. Pfi vysledném vynosu 12 % p.a. pak bude mira rizika
3,2.



Cilové programovani - formulace modelu

U volnych cilG se pouzivaji odchylkové proménné pro vyjadfeni kladnych a
zapornych odchylek (zna¢ime je d, resp. d;”) od cilovych hodnot. Je-li cile
spinén, plati d = d;” = 0, dojde-li k pfesahnuti cile, pak je d >0, d~ =0a
neni-li cil dosazen, je d;" =0, d > 0. Pevné cile musi byt respektovany,
zadné odchylky se nepfipousti.



Cilové programovani - formulace modelu

U volnych cilG se pouzivaji odchylkové proménné pro vyjadfeni kladnych a
zapornych odchylek (zna¢ime je d, resp. d;”) od cilovych hodnot. Je-li cile
spinén, plati d = d;” = 0, dojde-li k pfesahnuti cile, pak je d >0, d~ =0a
neni-li cil dosazen, je d;" =0, d > 0. Pevné cile musi byt respektovany,
zadné odchylky se nepfipousti.

V modelu cilového programovani je vzdy Géelova funkce vyjadfena jako
minimalizace odchylkovych proménnych, pfiéemz do ni Ize zahrnout bud
pouze kladné, pouze zaporné nebo oba typy odchylek ( pak se cilovym
hodnotam blizime shora, zdola nebo "oboustranné"). Zapis Glohy o
optimalizaci portfolia by tedy byl:

d,, di — min,

za podminek:

X1+ X0 <1

x1 <0,5; % <0,75

15x1 +10x2 + df —dy =12

5x1+2x+df —d; =3

X1,X2,d1—~_,d17,d3_,d27 >0



Cilové programovani - odliseni cili vahami

P¥i sou¢asné minimalizaci vice odchylek mizeme odlisit jejich ddlezitost
vahami. Abychom se vyhnuli problémL‘]m S rt‘]zn)'Imi jednotkami je lepsi

vvvvvv

Ucelova funkce bude mit podobu z = 511—2 s Tz. Dale Ize ulohu fesit béznou
simplexovou metodou.



Cilové programovani - odliseni cili vahami

P¥i sou¢asné minimalizaci vice odchylek mizeme odlisit jejich ddlezitost
vahami. Abychom se vyhnuli problémL‘]m S rt‘]zn)'Imi jednotkami je lepsi

vvvvvv

Ucelova funkce bude mit podobu z = 511—2 s Tz. Dale Ize ulohu fesit béznou
simplexovou metodou.

Resenim je dat & 5 prostredku do akcii a § 2 do obligaci, pfitom je zcela splnéna
cilova hodnota r|2|ka avynos je 11 67%



Cilové programovani - odliseni cilt preferencemi

P¥i odliSeni cilll preferencemi minimalizujeme nejprve odchylku od

vvvvvv

Vv,

v nasi uloze vys8i prioritu vynos, minimalizujeme nejprve d, .



Cilové programovani - odliseni cilt preferencemi

P¥i odliSeni cilll preferencemi minimalizujeme nejprve odchylku od

vvvvvv

Vv,

v nasi uloze vys8i prioritu vynos, minimalizujeme nejprve d, .
Znazornéme situaci graficky v roviné xq, Xo.

A
X2

0,75

| =

X
1
0,5
Nejprve si zobrazime pfipustnou mnozinu M, na niz jsou splnény vSechny
pevné cile.



Cilové programovani - odliseni cilt preferencemi

P¥i odliSeni cilll preferencemi minimalizujeme nejprve odchylku od

vvvvvv

Vv,

v nasi uloze vys8i prioritu vynos, minimalizujeme nejprve d, .
Znazornéme situaci graficky v roviné xq, Xo.

A
X2

0,75

15%,+10x,=12

| =

X4

0,5

P¥imka o rovnici 15x; + 10x. = 12 vyjadiuje dosazeni nejmensi mozné
hodnoty d;” = 0. Jeji pranik s M pfedstavuje vSechna optimélni feSeni
v prvnim kroku.



Cilové programovani - odliseni cilt preferencemi

P¥i odliSeni cilll preferencemi minimalizujeme nejprve odchylku od

vvvvvv

Vv,

v nasi uloze vys8i prioritu vynos, minimalizujeme nejprve d, .
Znazornéme situaci graficky v roviné xq, Xo.

A
X, \S\x1+2x2=3

0,75

15%,+10x,=12

| =

X4

0,5
V druhém kroku minimalizujeme odchylku d . Idealni by bylo, kdyby byla
nulova, tj. kdyby platila rovnost 5x; + 2x, = 3.



Cilové programovani - odliseni cilt preferencemi

P¥i odliSeni cilll preferencemi minimalizujeme nejprve odchylku od

vvvvvv

Vv,

v nasi uloze vys8i prioritu vynos, minimalizujeme nejprve d, .
Znazornéme situaci graficky v roviné xq, Xo.

A
X 5x,+2x,=3,2

0,75 .

15%,+10x,=12

| =

X4

0,5

Protoze se ptimky protinaji mimo pfipustnou mnozinu, nelze dosahnout
rovnosti dy = 0. Musime riziko zvysit, tj. posunout modrou piimku tak, aby se
dotkla optimélni usecky pro d;”. Nadli jsme bod optima x* = [0, 4; 0, 6].



Linearni lomené programovani

Skupinou Uloh, které Ize pfevést na linearni problém, jsou Ulohy linearniho

7 7 re . . . T. Ve
lomeného programovani optimalizovat funkci f(x) = ?:T;igg za omezeni

x >0, A-x < b. Tyto tlohy sice nespadaiji do kategorie konvexnich uloh,

avSak umoznuji pro ¢ - X + ¢; > 0 zavedeni substituce r = m.

Dostaneme Uéelovou funkci ve tvaru f =d ' - X - r + dyr, kterou mizeme
vyjadfit jako funkci novych proménnych r,y; = x;-r,i=1,...,n:
f(r,y1,...yn) =d’ -y + dor , podobné vyjadiime i omezeni

r>0,y>0, A-y<b-r.Jevsak treba pfidat i dalS§i omezujici podminku
1=r(c" -x+¢co),tedy 1=c-y+cor.

Dostali jsme obyc¢ejnou Glohu LP, kterou miizeme dale fesit napfiklad
simplexovou metodou.




Linearni lomené programovani - pfiklad

V ekonomii se setkame s fadou ukazatell pomérového typu. Jsou-li vyrazy v
Citateli a jmenovateli ukazatele linearnimi funkcemi proménnych, podle
kterych se snazime ukazatel optimalizovat, jedna se o problém linearniho
lomeného programovani, viz Uloha z knihy I. Gros: "Kvantitativni metody v
manazerském rozhodovani":



Linearni lomené programovani - pfiklad

V ekonomii se setkame s fadou ukazatell pomérového typu. Jsou-li vyrazy v
Citateli a jmenovateli ukazatele linearnimi funkcemi proménnych, podle
kterych se snazime ukazatel optimalizovat, jedna se o problém linearniho
lomeného programovani, viz Uloha z knihy I. Gros: "Kvantitativni metody v
manazerském rozhodovani":

Priklad: Uvazujme firmu, kter4d méa ve vyrobnim programu tfi vyrobky A, B, C
s nasledujicimi charakteristikami:

Vyrobek | Variabilni naklady [K&/t] | Cena [KE/t]
A 11 000 12 000
B 15 000 18 000
C 14 000 16 000

fixni naklady 150 000 K&




Linearni lomené programovani - pfiklad

V ekonomii se setkame s fadou ukazatell pomérového typu. Jsou-li vyrazy v
Citateli a jmenovateli ukazatele linearnimi funkcemi proménnych, podle
kterych se snazime ukazatel optimalizovat, jedna se o problém linearniho
lomeného programovani, viz Uloha z knihy I. Gros: "Kvantitativni metody v
manazerském rozhodovani":

Priklad: Uvazujme firmu, kter4d méa ve vyrobnim programu tfi vyrobky A, B, C
s nasledujicimi charakteristikami:

Vyrobek | Variabilni naklady [K&/t] | Cena [KE/t]
A 11 000 12 000
B 15 000 18 000
C 14 000 16 000

fixni naklady 150 000 K&

Oznacime-li si x1, X2, X3 mnozstvi prodanych vyrobk(, mizeme definovat
napriklad nasledujici pomérové ukazatele:

. , 11000 +15000x;+14000x3+150000

nakladovost trzeb z = —=555, " 15600, 1 T6000%,

1000x; +3000x; +2000x; — 150000
72000 +18000x,+16000xs

rentabilitu trzeb z =



Linearni lomené programovani - pfiklad

Priklad: Minimalizujte nakladovost trzeb z uvedeného prikladu za podminky,
ze celkové naklady nepresahnou 200 000 K.



Linearni lomené programovani - pfiklad

Priklad: Minimalizujte nakladovost trzeb z uvedeného prikladu za podminky,
ze celkové naklady nepresahnou 200 000 K.

ey ARG T A P _ 11x14+15x+14x3+150
Matematicky zapis Glohy: minimalizujte z = =555 -7%5

za podminek 11x; + 15x2 + 14x3 + 150 < 200, x1, X2, X3 > 0.




Linearni lomené programovani - pfiklad

Priklad: Minimalizujte nakladovost trzeb z uvedeného prikladu za podminky,
ze celkové naklady nepresahnou 200 000 K.

ey ARG T A P _ 11x14+15x+14x3+150
Matematicky zapis Glohy: minimalizujte z = =555 -7%5

za podminek 11x; + 15x2 + 14x3 + 150 < 200, x1, X2, X3 > 0.

Ulohu linearizujeme zavedenim substituce r = Ta e iex dostaneme tak
problém minimalizovat funkci

f(y1, Y2, ¥3,r) = 11y1 + 15y> + 14y5 + 1501

zaomezeni 11y; + 15y + 14y3 — 50r < 0, y1, Yo, y3, r > 0 a doplhujici
podminky 12y1 + 18y> + 16y3 = 1
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Priklad: Minimalizujte nakladovost trzeb z uvedeného prikladu za podminky,
ze celkové naklady nepresahnou 200 000 K.

ey ARG T A P _ 11x14+15x+14x3+150
Matematicky zapis Glohy: minimalizujte z = =555 -7%5

za podminek 11x; + 15x2 + 14x3 + 150 < 200, x1, X2, X3 > 0.
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zaomezeni 11y; + 15y + 14y3 — 50r < 0, y1, Yo, y3, r > 0 a doplhujici
podminky 12y1 + 18y> + 16y3 = 1



Modely datovych obal (DEA) slouzi k hodnoceni technické efektivnosti
produkénich jednotek na zakladé velikosti vstupu a vystupl (bez nutnosti
cenového vyjadreni).



Modely datovych obal (DEA) slouzi k hodnoceni technické efektivnosti
produkénich jednotek na zakladé velikosti vstupu a vystupl (bez nutnosti
cenového vyjadreni).

Historie:

1957: Farrell: model méfeni efektivnosti jednotek s jednim vstupem a
vystupem

1978: Charnes, Cooper, Rhodes: CCR model: vicenasobné vstupy a vystupy,
konstantni vynosy z rozsahu

1984: Banker, Charnes, Cooper: BCC model: proménny vynos z rozsahu



Modely datovych obal (DEA) slouzi k hodnoceni technické efektivnosti
produkénich jednotek na zakladé velikosti vstupu a vystupl (bez nutnosti
cenového vyjadreni).

Historie:

1957: Farrell: model méfeni efektivnosti jednotek s jednim vstupem a
vystupem

1978: Charnes, Cooper, Rhodes: CCR model: vicenasobné vstupy a vystupy,
konstantni vynosy z rozsahu

1984: Banker, Charnes, Cooper: BCC model: proménny vynos z rozsahu

Uvazujme homogenni produkéni jednotky, spotfebovavajici stejny typ zdroj
(materidl, podlahova plocha, pracovnici, atd.), budeme je oznaCovat vstupy, k
produkci ekvivalentnich efektl (trzby, zisk, poCet obslouzenych klientd, atp.),
dale jen vystupy. Pokud v ¢innosti jednotek dominuje pouze jeden vstup a
jeden vystup, Ize snadno vyjadfrit efektivnost pomoci pomérového ukazatele

efektivnost = vystup/vstup



Modely datovych obal (DEA) slouzi k hodnoceni technické efektivnosti
produkénich jednotek na zakladé velikosti vstupu a vystupl (bez nutnosti
cenového vyjadreni).

Historie:

1957: Farrell: model méfeni efektivnosti jednotek s jednim vstupem a
vystupem

1978: Charnes, Cooper, Rhodes: CCR model: vicenasobné vstupy a vystupy,
konstantni vynosy z rozsahu

1984: Banker, Charnes, Cooper: BCC model: proménny vynos z rozsahu

Uvazujme homogenni produkéni jednotky, spotfebovavajici stejny typ zdroj
(materidl, podlahova plocha, pracovnici, atd.), budeme je oznaCovat vstupy, k
produkci ekvivalentnich efektl (trzby, zisk, poCet obslouzenych klientd, atp.),
dale jen vystupy. Pokud v ¢innosti jednotek dominuje pouze jeden vstup a
jeden vystup, Ize snadno vyjadfrit efektivnost pomoci pomérového ukazatele
efektivnost = vystup/vstup

Pro vicenasobné vstupy a vystupy je mozné jejich agregovanim ukazatel
modifikovat:

efektivnost = vazené vystupy/vazené vstupy



Model s jednim vstupem a vystupem

Uvazujme 8 pobocCek obchodni firmy, které charakterizujeme jednim vstupem
(poCet zaméstnancu) a jednim vystupem (pocet uzavienych smluv s klienty).
efektivnost Ize vyjadrit pomoci ukazatele "pocet smluv na zaméstnance",
Udaje jsou zaznamenany v tabulce:

Pobocka A B C D E F G H
zameéstnanct | 2 3 3 4 5 5 6 8
smluv 1 3 2 3 4 2 3 5

efektivnost | 0,5 1 0667 0,75 08 04 05 0,625




Model s jednim vstupem a vystupem

Data reprezentujeme graficky, viz:
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Model s jednim vstupem a vystupem

Data reprezentujeme graficky, viz:

pocet smluv

pocet zaméstnangg
Ukazatel efektivnosti dané poboCky udava sklon pfimky spojujici pfislusny

bod s potatkem, pro pobocCku B nabyva nejvyssi hodnoty - tuto pfimku
budeme dale nazyvat efektivni hranici.



Model s jednim vstupem a vystupem

Data reprezentujeme graficky, viz:

pocet smluv

< . 10
pocet zaméstnancu

Ukazatel efektivnosti dané poboCky udava sklon pfimky spojujici pfislusny
bod s potatkem, pro pobocCku B nabyva nejvyssi hodnoty - tuto pfimku
budeme dale nazyvat efektivni hranici. Nejlepsi pobockou je tedy pobocka B,
efektivnost ostatnich mizeme pak vyjadfit také v relativni mife. Napfiklad
efektivnost A / efektivnost B =0,5 coz znamenad, Zze A dosahuje pouze 50%
efektivnosti B. Tato relativni mira nabyva i pro ostatni pobocky hodnot z
intervalu [0, 1] a je nezavisla na jednotkach, ve kterych jsme vstup, resp.

PRV S H



Model s jednim vstupem a vystupem

Jakym zplsobem muze jednotka A dosahnout stoprocentni hodnoty, tj.
efektivni hranice? MUlze snizit vstupy pfi zachovani vystupt (model
orientovany na vstupy, v grafickém znazornéni reprezentuje bod A;) nebo
zvysit vystup pfi zachovani vstupd (model orientovany na vystupy, v grafickém
znazornéni reprezentuje bod A,) nebo zménit oboji. Jednotky A, Az
nazyvame virtualni, neodpovidaji Zadné reainé poboéce. Usetka A Ao
reprezentuje vSechny dostupné body na efektivni hranici, pro jejichz dosazeni
A nemusi zvySovat poCet zaméstnancu nebo snizovat poCet uzavienych
smluv.

pocet smluv

10
pocet zaméstnancu



Model s jednim vstupem a vystupem

Oznacime-li soufadnice bodl A[x, y], A1[x1, ¥1], Az[X2, ¥2], vzhledem k tomu,
ze Ay, Ao lezi na efektivni hranici, Ize ve vyjadreni relativni efektivnosti A
pouzit ve jmenovateli misto jednotky B libovolnou z téchto virtualnich
jednotek.

Dostaneme pak

; 4 — x/x; nebot y = y;

nebo

a7 2 — y,/y nebot x = x,.



Model s jednim vstupem a vystupem

Oznacime-li soufadnice bodl A[x, y], A1[x1, ¥1], Az[X2, ¥2], vzhledem k tomu,
ze Ay, Ao lezi na efektivni hranici, Ize ve vyjadreni relativni efektivnosti A
pouzit ve jmenovateli misto jednotky B libovolnou z téchto virtualnich
jednotek.

Dostaneme pak

y ’“ = Xx/x; nebot y =y

nebo
XX2_

y
Vv modeIu orientovaném na vystupy muizeme relativni efektivnost interpretovat
jako potfebné navyseni vystupu, % = 2 = 2, tedy efektivni hranice by A
dosahla zdvojnasobenim poétu uzavienych smiuv.

Pro model orientovany na vstupy pFevrécené hodnota relativni efektivnosti
reprezentuje potfebnou redukci vstupl, 3+ = 5 = 0,5, tedy efektivni hranice
by A doséahla s polovinou zaméstnancu.

Y2/y nebot x = xo.



Model s jednim vstupem a vystupem

V predchozich tvahach jsme pracovali s predpokladem konstantnich vynost
z rozsahu, kdy efektivni hranice byla tvofena polopfimkou, tj. pro kazdou
pobocku s kombinaci vstupu a vystupu [x, y| se pfedpoklada za dosazitelnou i
kombinace [ax, ay] pro lib. a > 0. Ukazatel relativni efektivnosti pak vychazi
shodné, at pouzijeme model orientovany na vstupy ¢i na vystupy.



Model s jednim vstupem a vystupem

V predchozich tvahach jsme pracovali s predpokladem konstantnich vynost
z rozsahu, kdy efektivni hranice byla tvofena polopfimkou, tj. pro kazdou
pobocku s kombinaci vstupu a vystupu [x, y| se pfedpoklada za dosazitelnou i
kombinace [ax, ay] pro lib. a > 0. Ukazatel relativni efektivnosti pak vychazi
shodné, at pouzijeme model orientovany na vstupy ¢i na vystupy.

Za predpokladu variabilnich vynosU z rozsahu je tfeba efektivni hranici
modifikovat.

pocet smluv

. . 10
poéet zaméstnancu

Nyni tvofi hranice obal dat, tak Ze efektivni se jevi téz jednotky E a H.



Model s jednim vstupem a vystupem

Ukazatel relativni efektivnosti se mize meénit podle pouzitého modelu.
Napfiklad pro jednotku F pfi orientaci na vstupy dostaneme hodnotu
efektivnost F; / efektivnost F = 2/5 = 0,4, kdezto pfi orientaci na vystupy
hodnotu efektivnost F/efektivnost E = 1/2= 0,5 .

pocet smluv

. . 10
poéet zaméstnancu



Dva vstupy a jeden vystup

UvaZujme priklad 9 supermarket( , kde jako vstupy bereme pocet
zaméstnancu (v desitkach) a podlahovou plochu (v 1000 m?), vystupem
rozumime ro¢ni trzby. Za predpokladu konstantnich vynost z rozsahu
muZzeme dale pracovat s hodnotami vstupul prepoctenymi na jednotku
vystupu. Normované hodnoty jsou uvedeny v tabulce.

Obchod A B C D E F G H |

zaméstnancu |4 7 8 4 2 5 6 55 6
plocha 3 3 1 2 4 2 4 25 25

trzby 1 1 1 1 1 1 1 1 1




Dva vstupy a jeden vystup

¢
zaméstnancul/trzby



Dva vstupy a jeden vystup

(o)

zaméstnancﬁ/trib}(

Obchod A je neefektivni, miru jeho efektivnosti miizeme méfit radialné jako
% = 0,8571 . Protoze virtualni jednotka P je kombinaci jednotek D,E,
nazyvame je referenénimi jednotkami pro A.



Dva vstupy a jeden vystup

I3

zaméstnancﬁ/triby‘
Obchod A je neefektivni, miru jeho efektivnosti miizeme méfit radialné jako
% = 0,8571 . Protoze virtualni jednotka P je kombinaci jednotek D,E,

nazyvame je referenénimi jednotkami pro A. Efektivni hranice Ize dosahnout
téZ jinak nez proporénim snizenim obou vstupl o 15%, sniZzeni pouze
jednoho vstupu pfi zachovani Urovné druhého demonstruji body A¢, D.



Jeden vstup a dva vystupy

Nyni naopak uvazujme pfipad, kdy u 7 obchodnich kancelafi sledujeme 1
vstup (pocet obchodnikl) a dva vystupy (pocet obslouzenych zakaznikd a
trzby. Hodnoty vystupl u jednotlivych pobocek prepoétené na 1 obchodnika
jsou uvedeny v tabulce.

Kancelar | A B
obchodnikd | 1 1
zékaznikd | 1 2
trzby 5 7

IR N e
w K=o
o & =|m
oo =T
N o= O




Jeden vstup a dva vystupy

MUzeme znazornit jednotkové vystupy jednotlivych kancelafi, efektivni
hranice bude obalovat data z opacné strany, protoZe body lezici bliz k poCatku
reprezentuji méné efektivni jednotky. (jde o jednotky A,C,D)

klientd na obchodnika

S trzby na obch&gnika




Jeden vstup a dva vystupy

MUzeme znazornit jednotkové vystupy jednotlivych kancelafi, efektivni
hranice bude obalovat data z opacné strany, protoZe body lezici bliz k poCatku
reprezentuji méné efektivni jednotky. (jde o jednotky A,C,D)

klientd na obchodnika

trzby na obchéanika

Miru neefektivnosti Ize opét méfit radialné, napfriklad pro jednotku D jako
|OD] _

0Pl = 0,75 . Pro bod A by analogicka mira vyjadrovala pouze hodnota 1

neznamena efektivnost, z bodu Q Ize jesté zvysit trzby bez ztraty klientl az na
Uroven bodu B.



CCR model

Pro njednotek U, ..., U, u nichz sledujeme m vstupt a r vystupll zavedeme
oznaceni Xjq pro i-ty vstup g-té jednotky a yj, pro j-ty vystup g-té jednotky. Pro

Uq znacime Xq = (X1q; - - - s Xmq)'s Yq = (V1gs - - - » Vrq)'- Hodnoty Ize usporédat
do matic

i=1,..., i=1,...,
X= [Xiq];=1,,‘,T,v Y= [yfq]]q=1,...,rn'



CCR model

Pro njednotek U, ..., U, u nichz sledujeme m vstupt a r vystupll zavedeme
oznaceni Xjq pro i-ty vstup g-té jednotky a yj, pro j-ty vystup g-té jednotky. Pro
Uq znacime Xq = (X1q; - - - s Xmq)'s Yq = (V1gs - - - » Vrq)'- Hodnoty Ize usporédat
do matic

[qu]I 1,.. ,m Y [Mq]] 1..‘,f

Pomoci vektoru nezapornych vah V=(vq,...,Vp), U= (Uy,...,U) mizeme
pro libovolnou jednotku U, definovat

virtualni vstup = Vi X1g + ... + VinXmg = VXq a

virtualni vystup = uyy1g + ... + Uryrg = UYq.

Miru efektivnosti dané jednotky pak vyjadfime jako podil jejiho virtualniho
vystupu a vstupu.



CCR model

Pro njednotek U, ..., U, u nichz sledujeme m vstupt a r vystupll zavedeme
oznaceni Xjq pro i-ty vstup g-té jednotky a yj, pro j-ty vystup g-té jednotky. Pro
Uq znacime Xq = (X1q; - - - s Xmq)'s Yq = (V1gs - - - » Vrq)'- Hodnoty Ize usporédat
do matic

[qu]I 1,.. ,m Y [Mq]] 1...,f

Pomoci vektoru nezapornych vah V=(vq,...,Vp), U= (Uy,...,U) mizeme
pro libovolnou jednotku U, definovat

virtualni vstup = Vi X1g + ... + VinXmg = VXq a

virtualni vystup = uyy1g + ... + Uryrg = UYq.

Miru efektivnosti dané jednotky pak vyjadfime jako podil jejiho virtualniho
vystupu a vstupu.

CCR model optimalizuje vahy vstupl a vystupl tak, aby mira efektivnosti

A _ Wygt..4UYg _ UYq
dané jednotky Uy, z = e i byla maximalni za podminky, Ze

efektivnosti ostatnich jednotek jsou nejvyse jednotkové. Existuje-li kladné
feSeni s optimalni hodnotou ucelové funkce z* = 1, pak se jednotka U,
oznacuje jako CCR efektivni.



CCR model orientovany na vstupy

Cely model pro jednotku Uy Ize formulovat jako dlohu linearniho lomeného
programovani
_ UtYigt...+UrYrg
Z= V1X1q+~--+Vmeq — maxu’v
za omezeni

U1 Y1k=+...FUrYik —
Vi X1kt Vi Xmk <1 k=1...n,

u=>0,vi>0,i=1,...m j=1,...r.



CCR model orientovany na vstupy

Cely model pro jednotku Uy Ize formulovat jako dlohu linearniho lomeného
programovani

_ UtYigt...+UrYrg
Z= V1X1q+~--+Vmeq — maxu’v

za omezeni

Uit AU Yk _

Vi X1kt VimXmk S"l, k= 1,...'n,

Ui207 VJZO, I:1,...m,]:1’.“r_

Ulohu Ize snadno linearizovat pomoci Charnes-Cooperovy transformace:
Z=U1Y1g+ ...+ UYrg = Maxy,y

za omezeni

ViXig+ ...+ VmXmg = 1

UtYik + .+ UrYk < ViXik+ .o+ VinXok, K=1,...n,
u>0,v>0i=1,...m j=1,...r.



CCR model orientovany na vstupy

Cely model pro jednotku Uy Ize formulovat jako dlohu linearniho lomeného
programovani

_ UtYigt...+UrYrg
Z= V1X1q+~--+Vmeq — maxu’v

za omezeni

Ui Ykt AU Y _
ViXtk+-.-+VmXmk S.'l, k= 1,...'n,
u,‘ZO"020”:17"'mvj:13~..r.

Ulohu Ize snadno linearizovat pomoci Charnes-Cooperovy transformace:
Z=U1Y1g+ ...+ UYrg = Maxy,y

za omezeni

ViXig+ ...+ VmXmg = 1

UtYik + .+ UrYk < ViXik+ .o+ VinXok, K=1,...n,
u>0,v>0i=1,...m j=1,...r.

Tento model nazyvame CCR modelem orientovanym na vstupy. Mnozina
takovych indexud k € {1,... n} efektivnich jednotek, pro které jsou omezujici
podminky v Uloze pro U, aktivni, definuje tzv. referencni mnozinu pro U.



CCR model - priklad

UvaZujme ulohu s dvéma vstupy a jednim vystupem, hodnoty pro 6 jednotek
jsou uvedeny v tabulce:

Jednotka |A B C D E F
Xq 4 7 8 4 2 10
Xo 3 3 1 2 4 A1
y 1 1 1 1 1 1




CCR model - priklad

UvaZujme ulohu s dvéma vstupy a jednim vystupem, hodnoty pro 6 jednotek
jsou uvedeny v tabulce:

Jednotka |A B C D E F
Xq 4 7 8 4 2 10
Xo 3 3 1 2 4 A1
y 1 1 1 1 1 1

Linearizovana uloha pro jednotku A bude mit podobu:
Z = U — max
za omezeni
4vi +3wvo =1, u, vy, vo >0
Uu<4vi+3wn (A) u<7vi+3v (B)
u<8vi+w (C) u<dvi+2w (D)
u<2vi+4w (E) u<10vi+ v (F)



CCR model - priklad

UvaZujme ulohu s dvéma vstupy a jednim vystupem, hodnoty pro 6 jednotek
jsou uvedeny v tabulce:

Jednotka |A B C D E F
Xq 4 7 8 4 2 10
Xo 3 3 1 2 4 A1
y 1 1 1 1 1 1

Linearizovana uloha pro jednotku A bude mit podobu:
Z = U — max
za omezeni

4vi +3wvo =1, u, vy, vo >0

Uu<4vi+3wn (A) u<7vi+3v (B)

u<8vi+w (C) u<dvi+2w (D)

u<2vi+4wv (E) u<10vi + wvo (F)
Ulohu Ize vyFesit standartnimi postupy linearniho programovani, pro A
dostaneme feSeni z* = u* =6/7, v{ = v = 1/7 . Jednotka A neni efektivni,
protoze z* = 6/7 < 1, omezujici nerovnice pro jednotky D, E jsou aktivni, tedy
D,E jsou kandidaty na referenéni jednotky pro A.



CCR model - priklad

Ulohy pro ostatni jednotky budou podobné, lisit se budou pouze v omezujici
rovnosti, pro jednotku B to bude podminka 7v; + 3v», = 1, atd. V tabulce jsou
shrnuty vysledky uloh pro vSechny jednotky:

jednotka | x4 | X | ¥ | V§ vy | z* = u*" | referentni mnozina
A 4 | 3 |1 1/7 1/7 6/7 D,E
B 7 131119 | 419 | 12/19 CD
C 8 111|112 | 1/3 1 C
D 4 (2|1 1/6 | 1/6 1 D
E 2 |4 |1]|314 | 1/7 1 E
F 101 |1 0 1 1 C




CCR model - priklad

Ulohy pro ostatni jednotky budou podobné, lisit se budou pouze v omezujici
rovnosti, pro jednotku B to bude podminka 7v; + 3v», = 1, atd. V tabulce jsou
shrnuty vysledky uloh pro vSechny jednotky:

jednotka | x4 | X | ¥ | V§ vy | z* = u*" | referentni mnozina
A 4 | 3 |1 1/7 1/7 6/7 D,E
B 7 131119 | 419 | 12/19 CD
C 8 111|112 | 1/3 1 C
D 4 (2|1 1/6 | 1/6 1 D
E 2 |4 |1]|314 | 1/7 1 E
F 101 |1 0 1 1 C

Vidime, ze jednotky C,D,E jsou efektivni. Optimalni hodnota ucelové funkce
pro F je sice také rovna 1, ale referenéni jednotkou pro F je C, protoZze ma pfi
stejném vstupu v» nizsi vstup v4. V definici CCR efektivnosti je tedy tieba
zdlraznit: jednotka je CCR efektivni, je-li jeji z* = 1 a existuje aspon jedno
feSeni, pro néz u* > 0, v* > 0. Pozadavek existence kladnych vah Ize
zapracovat pfimo do modelu, kdy v podminkach nezapornosti proménnych
zménime pravou stranu na néjaké > 0.



CCR model - dualni tuloha

ZapiSme CCR model pro jednotku U, maticové:
Z = Uyq — maxy,y

za omezeni

VXq = 1

uY < vX,

u, v>0.



CCR model - dualni tuloha

ZapiSme CCR model pro jednotku U, maticové:
Z = Uyq — maxy,y

za omezeni

VXq = 1

uY < vX,

u, v>0.

K Uloze formulujme jeji dualni problém, dualni proménné oznacime 6 a
A= (A, A

z=0— mllne’)\

za omezeni

OXq > XA,

Y\ > yq,

A>0

Pouziti dualniho modelu je vyhodné z vypocetniho i interpretacniho hlediska.



Dualni CCR model - interpretace

Model vlastné hleda virtualni jednotku se vstupy a vystupy X\, Y, ktera je

lepSi nebo alespon srovnatelna s radialni projekci hodnocené jednotky U, na
efektivni hranici:
0Xq > X\, YA > yq



Dualni CCR model - interpretace

Model vlastné hleda virtualni jednotku se vstupy a vystupy X\, Y, ktera je
lepSi nebo alespon srovnatelna s radialni projekci hodnocené jednotky U, na
efektivni hranici:

0Xq > X\, YA > yq

Hodnocena jednotka Uy leZi pfimo na efektivni hranici, je-li totozna s
nalezenou virtualni jednotkou. Nutné tedy musi byt optimalni hodnota Gcelové
funkce modelu 6* (tzv. Farrellova efektivnost) vyjadfujici potfebnou radialni
redukci vstupU k dosazeni efektivni hranice jednotkova, 8* = 1. P¥i splnéni
této podminky je jednotka U, téZ nazvana technicky efektivni.



Dualni CCR model - interpretace

Model vlastné hleda virtualni jednotku se vstupy a vystupy X\, Y, ktera je
lepSi nebo alespon srovnatelna s radialni projekci hodnocené jednotky U, na
efektivni hranici:

0Xq > X\, YA > yq

Hodnocena jednotka Uy leZi pfimo na efektivni hranici, je-li totozna s
nalezenou virtualni jednotkou. Nutné tedy musi byt optimalni hodnota Gcelové
funkce modelu 6* (tzv. Farrellova efektivnost) vyjadfujici potfebnou radialni
redukci vstupU k dosazeni efektivni hranice jednotkova, 8* = 1. P¥i splnéni
této podminky je jednotka U, téZ nazvana technicky efektivni.

K dosazeni CCR-efektivnosti vdak sou¢asné musi byt nulové vSechny
pridavné proménné prevadejici omezujici nerovnosti na rovnosti:
S”=0Xqg—X\=0,s"=Y\-yq=0.



Dualni CCR model - interpretace

Model vlastné hleda virtualni jednotku se vstupy a vystupy X\, Y, ktera je
lepSi nebo alespon srovnatelna s radialni projekci hodnocené jednotky U, na
efektivni hranici:

0Xq > X\, YA > yq

Hodnocena jednotka Uy leZi pfimo na efektivni hranici, je-li totozna s
nalezenou virtualni jednotkou. Nutné tedy musi byt optimalni hodnota Gcelové
funkce modelu 6* (tzv. Farrellova efektivnost) vyjadfujici potfebnou radialni
redukci vstupU k dosazeni efektivni hranice jednotkova, 8* = 1. P¥i splnéni
této podminky je jednotka U, téZ nazvana technicky efektivni.

K dosazeni CCR-efektivnosti vdak sou¢asné musi byt nulové vSechny
pridavné proménné prevadejici omezujici nerovnosti na rovnosti:

S”=0Xqg—X\=0,s"=Y\-yq=0.

P¥i splnéni vSech téchto podminek vyhovuje hodnocend jednotka tzv.
Pareto-Koopmansové definici efektivnosti, tj. neni mozné zlepsit zadny z jejich
vstupl a vystupu, aniz by souCasné nedoslo ke zhorSeni jiného.



Dualni CCR model - alternativni formulace

Uvazujme primarni CCR model s pozadavkem nenulovostivahu, v>¢>0a

oznatme e = (1,...,1)". Dudlni tlohu Ize téz formulovat ve tvaru
z=0—-c-(e-st+e-87) = ming e+ s-

za omezeni

s~ = 0Xq — X)\,

st =Y\-yq,

A, s, 87 >0



Dualni CCR model - alternativni formulace

Uvazujme primarni CCR model s pozadavkem nenulovostivahu, v>¢>0a

oznatme e = (1,...,1)". Dudlni tlohu Ize téz formulovat ve tvaru
z=0—-c-(e-st+e-87) = ming e+ s-

za omezeni

s~ = 0Xq — X)\,

st =Y\ -vyq,

A, s, 87 >0

Optimalni hodnoty modelu dévaji jednotce U, ndvod pro zlepSeni vstupt a
vystupd na Xq, Yq pomoci tzv. CCR - projekce:

xé‘ _ e*xq _ s—*’ yql — yq +S+*,

nebo téz
Xq = X\, yq' = Y\*.
Pfitom ty indexy j € {1,..., n}, pro néz jsou hodnoty A* kladné, urcuji

referencni jednotky pro Uj.



CCR model orientovany na vystupy

Pro jednotku Uy mizeme také formulovat CCR model orientovany na vystupy,
zapiSme jej rovnou v upravené dualni podobé:
z=0+c-(e-st+e-s7) = maxg s+ s-

za omezeni
S~ = Xq — X\,

A, 8T, 87 >0



CCR model orientovany na vystupy

Pro jednotku Uy mizeme také formulovat CCR model orientovany na vystupy,
zapiSme jej rovnou v upravené dualni podobé:
z=0+c-(e-st+e-s7) = maxg s+ s-

za omezeni
S~ = Xq — X\,

A, 8T, 87 >0

Pokud je ©* > 1, jednotka U, neni efektivni a hodnota ©* vyjadfuje
potfebnou miru proporcionalniho navyseni vstupd. Opét Ize analogicky
definovat CCR projekci na efektivni hranici jako

Xq = XA\, yq' = YA".



CCR model orientovany na vystupy

Pro jednotku Uy mizeme také formulovat CCR model orientovany na vystupy,
zapiSme jej rovnou v upravené dualni podobé:
z=0+c-(e-st+e-s7) = maxg s+ s-

za omezeni
S~ = Xq — X\,

A, 8T, 87 >0

Pokud je ©* > 1, jednotka U, neni efektivni a hodnota ©* vyjadfuje
potfebnou miru proporcionalniho navyseni vstupd. Opét Ize analogicky
definovat CCR projekci na efektivni hranici jako

Xq = XA\, yq' = YA".

V CCR modelech plati, Ze miry efektivnosti jednotky U, pfi orientaci na vstupy
¢i vystupy (ij. optimalni hodnoty ucelovych funkci modell) jsou vzajemné
prevracenymi hodnotami 6* - ©* = 1



BCC model orientovany na vstupy

Jako modifikaci modelu CCR, ktery predpoklada konstantni vynosy z rozsahu
a definuje tak konicky obal dat, navrhli Banker, Charnes a Cooper model
vyuzivajici variabilni vynosy z rozsahu, tzv. BCC model. Pfi tomto pFistupu
jsou data obalovana konvexnim obalem, jako virtualni jednotky se neuvazuji
libovolné nezaporné kombinace X\, Y, ale pouze kombinace splfiujici
podminku e\ =1 . Diky této dodatecné podmince vychazi zpravidla jako
efektivni vétsi pocet hodnocenych jednotek.
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jsou data obalovana konvexnim obalem, jako virtualni jednotky se neuvazuji
libovolné nezaporné kombinace X\, Y, ale pouze kombinace splfiujici
podminku e\ =1 . Diky této dodatecné podmince vychazi zpravidla jako
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BCC model orientovany na vstupy

Jako modifikaci modelu CCR, ktery predpoklada konstantni vynosy z rozsahu
a definuje tak konicky obal dat, navrhli Banker, Charnes a Cooper model
vyuzivajici variabilni vynosy z rozsahu, tzv. BCC model. Pfi tomto pFistupu
jsou data obalovana konvexnim obalem, jako virtualni jednotky se neuvazuji
libovolné nezaporné kombinace X\, Y, ale pouze kombinace splfiujici
podminku e\ =1 . Diky této dodatecné podmince vychazi zpravidla jako
efektivni vétsi pocet hodnocenych jednotek.

Uved'me formulaci duéalniho BCC modelu orientovaného na vstupy:

z:9—€-(e-s++e-s_)—>m"n.9,,\,s+,s—

za omezeni

s™ = 0Xq — X,
st =Y\— Ya;
e\=1

A, s, 87 >0

Jako BCC efektivni jsou identifikovany ty jednotky, pro néz je
0*=1,8™* =0, *=0.



Dalsi DEA modely

Kromé zakladnich DEA modell byla navrzena fada jejich modifikaci, mimo
jiné:

@ aditivni, té2 SBM (Slack-Based Measure) model: nenuti uzivatele
rozliSovat mezi orientaci na vstupy nebo vystupy, méri efektivnost pfimo
pomoci pfidavnych proménnych s—, s*

@ DEA modely s nekontrolovatelnymi vystupy a vstupy

@ DEA modely s nezadoucimi vystupy a vstupy

@ Modely superefektivnosti

@ diskrétni modely, napt. FDH (Free Disposable Hull) model

@ pro hodnoceni zmén efektivnosti v ¢ase navrzeny Malmquistlv index

Metody jsou podrobnéji popsany v pouzité literature:

@ J. Jablonsky, M. Dlouhy: Modely hodnoceni produkénich jednotek,
Professional Publishing, Praha 2004

@ W. W. Cooper, L. M. Seiford, K. Tone: Data Envelopement Analysis,
Springer, New York 2007



Pouziti DEA k hodnoceni efektivnosti dopravnich

podniku

Udaje z vyroéni zpravy Sdruzeni dopravnich podnikii za rok 2012
(http://www.sdp-cr.cz/o-nas/vyrocni-zpravy/) byly pouzity k hodnoceni
efektivnosti podnikd z 19 mést. V prvni tabulce jsou uvedeny Udaje v
nasledujicim poradi:

@ pocet prepravenych osob (tis. osob)
@ trzby (tis. KC)
@ vozové kilometry (tis.)
@ pocet zaméstnancu
@ z toho fidicd
Druha tabulka popisuje vozovy park.



meésto preprav. trzby  vozokm zamést.  FidiCu
1. Brno 352 052 994 040 38118 2727 1375
2. Ceské Budéjovice 38 091 129 059 5673 384 187
3. Décin 8938 42 731 3678 207 132
4. Hradec Kralové 35162 120 854 6 242 401 226
5. Chomutov-Jirkov 5223 50 367 1838 253 163
6. Jihlava 13 530 50 232 2 821 170 94
7. Karlovy Vary 13 436 65174 2624 260 148
8. Liberec 32 656 192 236 8 648 377 169
9. Marianské Lazné 3844 11 439 495 30 19
10. Most-Litvinov 27 418 110 059 4908 471 216
11. Olomouc 52 737 143 318 5902 432 255
12. Opava 10 750 50 476 3 046 180 115
13. Ostrava 96 389 519873 33773 2008 1026
14. Pardubice 27178 119 280 5721 406 189
15. Plzen 99 154 300097 15102 1 030 570
16. Praha 1383124 4508422 167760 10595 4207
17. Teplice 15039 94 159 5726 265 176
18. Usti nad Labem 47 091 203 278 7 347 501 253
19. Zlin-Otrokovice 32 335 119 506 4812 340 184




meésto autobusy tramvaje trolejousy metro | celkem
1. Brno 298 309 151 0 758
2. Ceské Budéjovice 83 0 58 0 141
3. Décin 55 0 0 0 55
4. Hradec Kralové 95 0 36 0 131
5. Chomutov-Jirkov 29 0 19 0 48
6. Jihlava 32 0 32 0 64
7. Karlovy Vary 67 0 0 0 67
8. Liberec 139 68 0 0 207
9. Marianské Lazné 4 0 9 0 30
10. Most-Litvinov 80 57 0 0 137
11. Olomouc 77 60 0 0 137
12. Opava 34 0 34 0 68
13. Ostrava 297 273 62 0 632
14. Pardubice 73 0 55 0 128
15. Plzen 113 122 88 0 323
16. Praha 1214 920 0 738 2872
17. Teplice 65 0 38 0 103
18. Usti n. Labem 73 0 68 0 141
19. Zlin-Otrokovice 37 0 57 0 94




Pouziti DEA k hodnoceni efektivnosti dopravnich

podniku

Jako vstupy pro analyzu byly pouzity celkové polty zaméstnancl a celkovy
vozovy park, jako vystupy poCty prepravenych osob, trzby a ujeté vozové
kilometry. Byl zvolen model CCR orientovany na vstupy, vypocty byly
realizovany prostfednictvim doplfiku Solver pro MS Excel a aplikace pro DEA
(http://nb.vse.cz/ jablon/)



Pouziti DEA k hodnoceni efektivnosti dopravnich

podniku

Jako vstupy pro analyzu byly pouzity celkové polty zaméstnancl a celkovy
vozovy park, jako vystupy poCty prepravenych osob, trzby a ujeté vozové
kilometry. Byl zvolen model CCR orientovany na vstupy, vypocty byly
realizovany prostfednictvim doplfiku Solver pro MS Excel a aplikace pro DEA
(http://nb.vse.cz/ jablon/)

Vysledky jsou uvedeny v nasledujici tabulce, Cervené jsou vyznaceny
podniky, které vysly jako efektivni.



meésto efektivnost | Cisla refer. jednot.
1. Brno 0,9889 16

2. Ceské Budéjovice 0,833 8 9 16
3. Décin 1 3

4. Hradec Kralové 0,8546 8 16 17
5. Chomutov-dJirkov 0,6684 16

6. Jihlava 0,8493 8 16 17
7. Karlovy Vary 0,6592 3 16

8. Liberec 1 8

9. Marianské Lazné 1 9

10. Most-Litvinov 0,6092 3 16 17
11. Olomouc 0,9351 16

12. Opava 0,8209 8 16 17
13. Ostrava 0,8838 3 16 17
14. Pardubice 0,7743 3 16 17
15. Plzen 0,8426 8 16 17
16. Praha 1 16

17. Teplice 1 17

18. Usti n. Labem 0,9465 8 16

19. Zlin-Otrokovice 0,8695 3 16 17




Modely fizeni zasob

Tato kapitola je zpracovana podle ucebnic

Fajmon B., Kolacek J.: Pravdépodobnost, statistika a operacni vyzkum a
Gros |. ,Dytnar J.: Matematické modely pro manazerské rozhodovani.
Nejc¢astéjSim typem modeld fizeni zasob jsou nakladové orientované modely,
jejichz cilem je minimalizace nakladl spojenych s potizenim zasob a s jejich
skladovanim, popf. minimalizace ztrat vzniklych z nedostatku zasob.



Modely fizeni zasob

Tato kapitola je zpracovana podle ucebnic

Fajmon B., Kolacek J.: Pravdépodobnost, statistika a operacni vyzkum a
Gros |. ,Dytnar J.: Matematické modely pro manazerské rozhodovani.
Nejc¢astéjSim typem modeld fizeni zasob jsou nakladové orientované modely,
jejichz cilem je minimalizace nakladl spojenych s potizenim zasob a s jejich
skladovanim, popf. minimalizace ztrat vzniklych z nedostatku zasob.
Dulezitym pojmem v teorii zasob je poptavka, ktera mize byt bud
jednoznacné uréena, nebo muze predstavovat nahodnou veli€inu se znamym
rozdélenim pravdépodobnosti. Nahodny charakter miize mit i €as, ktery
uplyne od vystaveni a odeslani objednavky do okamziku, kdy zasoba
skute€né prijde na sklad. Tento Casovy interval se nazyva pofizovaci lhita
dodavky (téz predstih objednavky).



Klasifikace modell zasob

Podle typu poptavky po zbozi rozdélujeme matematické modely na:
@ deterministické — je znama velikost poptavky zbozi
@ statické - velikost poptavky je konstantni
@ dynamické - velikost poptavky je v rliznych obdobich rovna riiznym
konstantam
@ pravdépodobnostni — poptavka (pfipadné dalsi veliciny) presne neni
znama, pouze hustota (nebo pravdépodobnostni funkce), ktera vyjadfuje
jistou pravdépodobnou hodnotu poptavky
@ stacionarni - hustota (nebo pstni funkce) poptavky se neméni v Case
@ nestacionarni - hustota (nebo pstni funkce) v Ease méni svij tvar



Model pro jednu polozku s okamzitou dodavkou

Predpoklady modelu:

@ zasoby se dopliuji v jednom ¢asovém okamziku, vzdy v okamziku
vyCerpani

@ je pfedem znam poZadavek na nakupovanou polozku za celé zasobovaci
obdobi (Q)

@ jsou znamy fixni objednaci naklady(c,) a jednotkové skladovaci naklady
(c1)

@ v dusledku konstantni poptavky je ¢erpani zasob rovnomérné

@ nakupni cena je nezavisla na velikosti objednavky



Budeme pouzivat jesté dalsi znaceni:

@ T ... doba, po kterou sledujeme zasobovaci proces (zpravidla jeden rok)
t ... délka dodaciho cyklu (doba mezi dvéma dodavkami)
g ... velikost jedné objednavky
d ... predstih objednavky
r ... bod znovuobjednavky nebo téz objednaci Uroven (velikost zasob, pfi
které je nutné vystavit objednavku)



Budeme pouzivat jesté dalsi znaceni:

@ T ... doba, po kterou sledujeme zasobovaci proces (zpravidla jeden rok)
t ... délka dodaciho cyklu (doba mezi dvéma dodavkami)
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d ... predstih objednavky
r ... bod znovuobjednavky nebo téz objednaci Uroven (velikost zasob, pfi
které je nutné vystavit objednavku)




Model pro jednu polozku s okamzitou dodavkou

Za uvedenych predpokladll je mozné urcit, v jak velkych dodavkach (q) a jak
Casto (f) by mél majitel zasob polozku objednavat, aby naklady spojené s
svazany vztahem t/ T = q/Q, takze Uloha jde pfevést na jednorozmérny
problém.



Model pro jednu polozku s okamzitou dodavkou

Za uvedenych predpokladll je mozné urcit, v jak velkych dodavkach (q) a jak
Casto (f) by mél majitel zasob polozku objednavat, aby naklady spojené s
svazany vztahem t/ T = q/Q, takze Uloha jde pfevést na jednorozmérny
problém.

Béhem jednoho dodaciho cyklu nabyvaji objednaci naklady a skladovaci
naklady dohromady hodnoty ¢, + ¢ §t. ProtoZe poget dodacich cykld za
skladovaci obdobi T je roven podilu Q/q, pro ndkladovou funkci za celé toto
obdobi plati

C(q, t) = (02 aF C1gt) . %2



Model pro jednu polozku s okamzitou dodavkou

Za uvedenych predpokladll je mozné urcit, v jak velkych dodavkach (q) a jak
Casto (f) by mél majitel zasob polozku objednavat, aby naklady spojené s
svazany vztahem t/ T = q/Q, takze Uloha jde pfevést na jednorozmérny
problém.

Béhem jednoho dodaciho cyklu nabyvaji objednaci naklady a skladovaci
naklady dohromady hodnoty ¢, + ¢ §t. ProtoZe poget dodacich cykld za
skladovaci obdobi T je roven podilu Q/q, pro ndkladovou funkci za celé toto
obdobi plati

C(q, t) e (02 G C1gt) . %)

Tuto funkci chceme minimalizovat za omezeni t/T = q/Q, vyjadiime-li z
tohoto vztahu t a dosadime do nékladové funkce, dostaneme

c@) = (e+ai%) 2=al+a¥.



Model pro jednu polozku s okamzitou dodavkou

Znazornéme graf funkce C(q) = czg + ¢ %T. Naklady na pofizeni jsou
nepfimo Umérné q, kdeZzto skladovaci naklady rostou linearné s rostoucim q.

naklad

skladovaci

pofizovaci

velikost objednavky



Model pro jednu polozku s okamzitou dodavkou

Znazornéme graf funkce C(q) = czg + ¢ %T. Naklady na pofizeni jsou
nepfimo Umérné q, kdeZzto skladovaci naklady rostou linearné s rostoucim q.
nékigdy| °

celkové

skladovaci

pofizovaci

velikost objednavky

Lze ukazat, ze funkce celkovych nakladl je konvexni, pro nalezeni minima
tedy staCi nalézt stacionarni bod.



Model pro jednu polozku s okamzitou dodavkou

Podminka pro Optimalni velikosti objednavky g* (v angloamerické literature
znacena EOQ = Economic Order Quantity):

, Q T
C(Q):—02?+C1*:0,

2
odtud vyjadfime g* = Z—CCfTQ, (tzv. Wilsonlv nebo Harrisuv vzorec).

Celkové naklady dosahuji v g* svého minima C(g*) = v2c,c1 QT.
Optimalni délka dodaciho cyklu, poc&itana ze vztahu t* = %T, je pak dana
vyrazem t* = 20‘1’2—5. V pfipadé, ze d < t*, Ize odvodit vzorec pro vysi

zasob, pfi které je nutné vystavit objednavku, aby byla vyfizena do okamziku
vyCerpani zasob: r* = Qd/T



Model pro jednu polozku s okamzitou dodavkou,

priklad

Priklad : Podnik potfebuje pro vyrobu roéné 18 tisic kusu Uzkoprofilovych
soucastek. Fixni naklady na jednu objednavku €ini 1 tis. K&, naklady na
skladovani jednoho kusu za rok ¢ini 1 KE. Primérna pofizovaci lhiita dodavky
je 2 mésice. UrCete q*, t*, C(q*), r*



Model pro jednu polozku s okamzitou dodavkou,

priklad

Priklad : Podnik potfebuje pro vyrobu roéné 18 tisic kusu Uzkoprofilovych
soucastek. Fixni naklady na jednu objednavku &ini 1 tis. K&, naklady na
skladovani jednoho kusu za rok ¢ini 1 KE. Primérna pofizovaci lhiita dodavky
je 2 mésice. UrCete q*, t*, C(q*), r*

Reseni: Dosadime do g* = \/20%0 = \/w = 6000 ks. Potom
C(q") = V221 QT = +/2000 - 18000 = 6000K . Déle

= /% = /5% = 1/3 roku, tedy 4 mésice. Protoze d < t*, mizeme
pouzit vzorec pro vypocet r*. Nejprve vyjadfime d v kompatibilnich

jednotkéach, tj. d = 1/6 roku. Dostaneme r* = Qd/T = 18000/6 = 3000 ks.




Model zasob s pfechodné neuspokojenou poptavkou

Uvazujme modifikaci pfedchoziho modelu, kdy pfipustime prechodny
nedostatek zasoby na skladé. Potom:

@ Dodavkovy cyklus se rozpada na dva intervaly, v prvnim intervalu délky &
dochazi k Gerpani zasoby, ve druhém intervalu délky & nebudou
pozadavky na Cerpani uspokojeny. Celkova délka cyklu je pak t = t; + t.

@ Celkovou vysi neuspokojené poptavky v intervalu f, oznacime jako s.
Model predpoklada, Ze tato poptavka bude uspokojena ihned po

skladu jen g — s.



Model zasob s pfechodné neuspokojenou poptavkou

Uvazujme modifikaci pfedchoziho modelu, kdy pfipustime prechodny
nedostatek zasoby na skladé. Potom:

@ Dodavkovy cyklus se rozpada na dva intervaly, v prvnim intervalu délky &
dochazi k Gerpani zasoby, ve druhém intervalu délky & nebudou
pozadavky na Cerpani uspokojeny. Celkova délka cyklu je pak t = t; + t.

@ Celkovou vysi neuspokojené poptavky v intervalu f, oznacime jako s.
Model predpoklada, Ze tato poptavka bude uspokojena ihned po

skladu jen g — s. Pribéh dodavkovych cykll je znazornén na obrazku.

vyse zasob

[




Model zasob s pfechodné neuspokojenou poptavkou

Nakladova funkce modelu je souctem tfi polozek:

@ Skladovaci naklady - v ramci jednoho dodavkového cyklu je Ize spocitat
jako soucin primérné zasoby 95°, jednotkovych skladovacich nakladu c;
a doby t;, po kterou je zasoba ¢erpana. ¢ :2t;.

@ V kazdém cyklu vznikaji fixni pofizovaci naklady ve vys$i ¢ .

@ Naklady z nedostatku zasoby - Ize vyjadfit jako soucin primérného
nedostatku z&soby 3, jednotkovych nakladl ¢; a doby t, po kterou neni
zasoba k dispozici ¢35t .



Model zasob s pfechodné neuspokojenou poptavkou

Nakladova funkce modelu je souctem tfi polozek:

@ Skladovaci naklady - v ramci jednoho dodavkového cyklu je Ize spocitat
jako soucin primérné zasoby 95°, jednotkovych skladovacich nakladu c;
a doby t;, po kterou je zasoba ¢erpana. ¢ :2t;.

@ V kazdém cyklu vznikaji fixni pofizovaci naklady ve vys$i ¢ .

@ Naklady z nedostatku zasoby - Ize vyjadfit jako soucin primérného
nedostatku z&soby 3, jednotkovych nakladl ¢; a doby t, po kterou neni
zasoba k dispozici ¢35t .

Vysledna nakladova funkce ma potom tvar C(s,q) = ¢1 %5t + ¢ + 03§t2%’.



Model zasob s pfechodné neuspokojenou poptavkou

Nakladova funkce modelu je souctem tfi polozek:
@ Skladovaci naklady - v ramci jednoho dodavkového cyklu je Ize spocitat
jako soucin praimérné zasoby 4°, jeantkOV)'/Ch skladovacich nakladi ¢4

a doby t;, po kterou je zasoba ¢erpana. ¢ 42 S=t.

@ V kazdém cyklu vznikaji fixni pofizovaci naklady ve vySi Co .

@ Naklady z nedostatku zasoby - Ize vyjadfit jako soucin primérného
nedostatku z&soby 3, jednotkovych nakladl ¢; a doby t, po kterou neni

zasoba k dispozici ¢35t .

Vysledna nakladova funkce ma potom tvar C(s,q) = ¢1 %5t + & + c3 562 g

V uvedeném vztahu kromé proménnych s, q figuruji jesté ¢asové
charakteristiky t a t>. Tyto mUZeme ale pomoci vztahu t = & a diky

vlastnostem podobnych trojahelnikl vyjadrit jako
b=ty py=02g -0 by p=28=35
Po dosazenl vyslednych vztaht do nakladové funkce dostaneme vyslednou

podobu
C(s,q) = ¢ &=L )+@q+%m



Optimalni vySe dodavky v modelu prechodné

neuspokojenou poptavkou

Optimalni hodnoty g* a s* najdeme tak, Ze polozime parcialni derivace
funkce C(s, g) rovny nule, dostaneme tak

g = 2Qc, /[cites
Cq c !
C C4 *
Sl C1+Caq .



Optimalni vySe dodavky v modelu prechodné

neuspokojenou poptavkou

Optimalni hodnoty g* a s* najdeme tak, Ze polozime parcialni derivace
funkce C(s, g) rovny nule, dostaneme tak

* 2Qc, Ci+C3
=\ "\ &
C C; *
S =ciad-
Vsimnéme si, Ze vzorec je pouhou modifikaci vysledku modelu s okamzitou
dodavkou o konstantu zavisejici pouze na nakladovych parametrech ¢, a cs.



Optimalni vySe dodavky v modelu prechodné

neuspokojenou poptavkou

Optimalni hodnoty g* a s* najdeme tak, Ze polozime parcialni derivace
funkce C(s, g) rovny nule, dostaneme tak

q* =4/ 2, jata

s = 5350

Vsimnéme si, Ze vzorec je pouhou modifikaci vysledku modelu s okamzitou
dodavkou o konstantu zavisejici pouze na nakladovych parametrech ¢; a cs.
Oznat¢ime-li « = & pravdépodobnost vyfizeni pozadavku a g = &
pravdépodobnost, Ze poZzadavek bude muset ¢ekat, mame

*

_ S _ _¢G — 1 _A3—_ _@
b= =ain ¢=1- =55




Optimalni vySe dodavky v modelu prechodné

neuspokojenou poptavkou

Optimalni hodnoty g* a s* najdeme tak, Ze polozime parcialni derivace
funkce C(s, g) rovny nule, dostaneme tak

s = C1+qu

Vsimnéme si, Ze vzorec je pouhou modifikaci vysledku modelu s okamzitou
dodavkou o konstantu zavisejici pouze na nakladovych parametrech ¢y a cs.
Oznagime-lia = L; pravdépodobnost vyfizeni pozadavku a 8 = 2
pravdépodobnost, ze poZadavek bude muset ¢ekat, mame

*

_ S (4] — =
=5 =aig a=1-F=5ig

Pomoci téchto pravdépodobnosti Ize vyjadfit téz optimalni vysi nakladl a
délku dodavkového cyklu:

= \/2001 Co,/ C(_'E% = \/2QC1 Cz\/>

_ i 202 Ci+Cs +Ca 202 l
- Q QC1 C3 QC1 [




Produkéné-spotrebni model (POQ)

V tomto modelu narozdil od modelu s okamzitou dodavkou nepfichazi
dodavka do skladu v jednom okamziku, ale postupné. Cely dodavkovy cyklus
se nam pak rozpada na vyrobni a spotfebni ¢ast. V prvni ¢asti o délce t; se
rovnomeérné dopliiuje sklad a sou¢asné dochazi k jeho Cerpani (pfedpoklada
se vétsi intenzita produkce nez spotreby). Ve druhé &asti o délce t, se pouze
Cerpé zasoba ze skladu - po jejim vyéerpani startuje novy cyklus.
(nepredpoklada se moznost vzniku nedostatku jako ve druhém modelu).



Produkéné-spotrebni model (POQ)

V tomto modelu narozdil od modelu s okamzitou dodavkou nepfichazi
dodavka do skladu v jednom okamziku, ale postupné. Cely dodavkovy cyklus
se nam pak rozpada na vyrobni a spotfebni ¢ast. V prvni ¢asti o délce t; se
rovnomeérné dopliiuje sklad a sou¢asné dochazi k jeho Cerpani (pfedpoklada
se vétsi intenzita produkce nez spotreby). Ve druhé &asti o délce t, se pouze
Cerpé zasoba ze skladu - po jejim vyéerpani startuje novy cyklus.
(nepredpoklada se moznost vzniku nedostatku jako ve druhém modelu).
Pribéh zavislosti stavu zasob na Case je ziejmy z obrazku.

vyse zasob

to Cas




Produkéné-spotrebni model (POQ)

Pouzijme stejné oznaceni jako v pdvodnim modelu, nakladova funkce C(q)
bude mit opét podobnou strukturu (jde o kombinaci skladovacich a vyrobnich
nakladd, kde jednotkové skladovaci naklady oznacujeme ¢y a fixni naklady
jedné vyrobni davky c»).
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nakladd, kde jednotkové skladovaci naklady oznacujeme ¢y a fixni naklady
jedné vyrobni davky c,). Oznaéme jesté symbolem p intenzitu produkce a h
intenzitu spotreby. Pak se za t; dnd, po které trva produkéni cyklus, dosahne
maximalni zasoby (p — h)4.



Produkéné-spotrebni model (POQ)

Pouzijme stejné oznaceni jako v pdvodnim modelu, nakladova funkce C(q)
bude mit opét podobnou strukturu (jde o kombinaci skladovacich a vyrobnich
nakladd, kde jednotkové skladovaci naklady oznacujeme ¢y a fixni naklady
jedné vyrobni davky c,). Oznaéme jesté symbolem p intenzitu produkce a h
intenzitu spotreby. Pak se za t; dnd, po které trva produkéni cyklus, dosahne
maximalni zasoby (p — h)4.

Celkovy objem produkce v ramci jedné vyrobni davky je g. Tento objem vSak
muzeme téz vyjadrit jako soucin intenzity produkce p a délky vyrobniho cyklu

t;. Odtud tedy t; = 4. Takze dostaneme vztah pro pramérnou vys$i zasoby
p

%g_ Nyni jiz muZzeme konkretizovat obecny tvar nakladové funkce:

_ —h Q
C(q) =157 + g



Produkéné-spotrebni model (POQ)

Pouzijme stejné oznaceni jako v pdvodnim modelu, nakladova funkce C(q)
bude mit opét podobnou strukturu (jde o kombinaci skladovacich a vyrobnich
nakladd, kde jednotkové skladovaci naklady oznacujeme ¢y a fixni naklady
jedné vyrobni davky c¢,). Oznacme jesté symbolem p intenzitu produkce a h
intenzitu spotreby. Pak se za t; dnd, po které trva produkéni cyklus, dosahne
maximalni zasoby (p — h)4.

Celkovy objem produkce v ramci jedné vyrobni davky je g. Tento objem vSak
muzeme téz vyjadrit jako soucin intenzity produkce p a délky vyrobniho cyklu
t;. Odtud tedy t; = ‘7 . TakZe dostaneme vztah pro priimérnou vysi zasoby

p%f’ﬂ. Nyni jii muzeme konkretizovat obecny tvar nakladové funkce:

C(q) = &7 p I+09
Optimalni objem vyrobnl davky g* se odvodi opét jako nulovy bod derivace.

q*: & _p_
V @ \ p—h’

= \/2QC1 Co,/ %h



Model pro jednu polozku s diskontnimi cenami

Predpoklady pouziti modelu jsou stejné jako u pfedchoziho modelu az na to,
Ze do celkové ceny se navic zapocitava i fakt, ze pfi vétSim objednaném
mnozstvi klesa cena jednotky zboZi. Oznaéme standardni a diskontni cenu
P1; resp. pa < py kdyi narok na niiéi cenu vzniké pFi objednavce alespoﬁ %

zohledni rizné porlzovam ceny:
C(q) = fi(q) = 1Q+Cz +ad% = g <o
f(q) = sz+02 +a%, 9> q

Obé funkce f;, f, nabyvaji svého minima ve stejném bodé g* = ,/zngQ,

dulezitou roli hraje téz mnozstvi g*/, pro které plati fi(g*) = £(q*').




Model pro jednu polozku s diskontnimi cenami

Body q*, g*' splnujici fi(g*) = f2(q*’) rozdéli vodorovnou osu na tfi Casti
Reseni modelu zavisi na tom, ve které z Casti se nachazi kritické mnozstvi qq,
od kterého dochazi k diskontnimu snizeni ceny jednotky zbozi z py na ps.

néklady

mnozstvi



Model pro jednu polozku s diskontnimi cenami

@ | Pro gy < g* minimum nastava v g* a jeho hodnota bude f(g*).

@ Il Pro g* > qo < g*' minimum nastava pfi objednani kritického mnozstvi
Qo, Viz obrazek.

@ Il Pro g*' > go minimum nastava v g* a jeho hodnota bude f;(g*).

1
néklady |
i

q % q’ mnoZstvi



Model pro jednu polozku s diskontnimi cenami

Priklad : Rozhodnéte o optimalni velikosti objednavky pfi nasledujicich
Udajich: c; = 10 K&, ¢y = 1 K&, po dobu sledovaného obdobi je konstantni
poptavka ve vysi 5 jednotek zboZzi na den (tj. Q/T =5), p1 =2 K¢, po = 1 K&,
Go = 15 jednotek.



Model pro jednu polozku s diskontnimi cenami

Priklad : Rozhodnéte o optimalni velikosti objednavky pfi nasledujicich
Udajich: c; = 10 K&, ¢y = 1 K&, po dobu sledovaného obdobi je konstantni
poptavka ve vysi 5 jednotek zboZzi na den (tj. Q/T =5), p1 =2 K¢, po = 1 K&,
Go = 15 jednotek.

Reseni: Spodteme g* = /222 = /20 -5/1 = 10. Vzhledem k tomu, Ze
Qo > g*, nejedna se o pripad | a musime déle uréit g*’ z podminky

1(q) =p1Q+ e + o195 = h(q7) = PQ+ G2 & + ¢1 %5 . Dostaneme
rovnici 2Q + 104 + 197 = Q+ 10

*/ v , ,
2 + 9,T. Po vydéleni T mame:



Model pro jednu polozku s diskontnimi cenami

Priklad : Rozhodnéte o optimalni velikosti objednavky pfi nasledujicich
Udajich: c; = 10 K&, ¢y = 1 K&, po dobu sledovaného obdobi je konstantni
poptavka ve vysi 5 jednotek zboZzi na den (tj. Q/T =5), p1 =2 K¢, po = 1 K&,
Go = 15 jednotek.

Reseni: Spodteme g* = /222 = /20 -5/1 = 10. Vzhledem k tomu, Ze
Qo > g*, nejedna se o pripad | a musime déle uréit g*’ z podminky
1(@)=p1Q+ @ +a%l =h(g") =p.Q+ 2 + c1 ;L. Dostaneme

rovnici 2Q + 10 + 19T = @+ 10,2 + %7, Po vydéleni T mame:

10+5+5=5+ % + qT coz lze prevést na kvadratickou rovnici:

@ —15q"" +50 = 0. Jeji kofeny jsou g*} , = 15 £ V/125. zajima nas pouze

druhy kofen, g*5 = 15 + 51/3 a tento je vétsi nez qo, jedna se tedy o pfipad Il
a optimum nastava pro qo = 15 ks.



Stochasticky model

Uvedeme si jeden z nejjednodussich stochastickych modeld - model
jednorazové vytvarené zasoby pfi nahodné poptavce. Tento model je vhodny
pro zboZi, které po jisté dobé zastarava - napf. pro médni nebo sezénni
vyrobky, pecivo, ovoce, zeleninu, fezané kvétiny, noviny, nahradni soucasti
unikatnich stroji apod. Predpokladejme, Ze pro dané ¢asové obdobi bylo
zakoupeno zboZzi v mnozstvi g a Ze poptavka po tomto zbozi predstavuje
diskrétni nahodnou veliinu D, ktera nabyva hodnot d =0, ..., 0. Po
skonceni uvazovaného obdobi mohou nastat dvé krajni situace:

@ D < g, neboli zlistane neprodano g — D jednotek zbozi
@ D > q, neboli bude chybét D — g jednotek zbozi



Stochasticky model

Ztraty vzniklé z pfebytku nebo z nedostatku zbozi v uvazovaném obdobi jsou
zavislé jednak na rozdilu mezi zakoupenym mnozstvim zboZzi a poptavkou,
jednak na velikosti ztrat z jednotky prebyvajiciho mnozstvi (oznacme ji cs) a
nedostavajiciho se mnozstvi zbozi (ozname ji c;). Zname-li
pravdépodobnost, s jakou poptavka po zbozi v daném obdobi nabude
hodnoty d (oznacme ji P(D = d)), pro ocekavanou celkovou ztratu z pfebytku
nebo z nedostatku zbozi pfi poCatecni zasobé q plati

EC(q) = s 3230 (q— d)P(D = d) + ¢z 323" g1 (d — q)P(D = d)



Stochasticky model

Ztraty vzniklé z pfebytku nebo z nedostatku zbozi v uvazovaném obdobi jsou
zavislé jednak na rozdilu mezi zakoupenym mnozstvim zboZzi a poptavkou,
jednak na velikosti ztrat z jednotky prebyvajiciho mnozstvi (oznacme ji cs) a
nedostavajiciho se mnozstvi zboZi (oznac¢me ji c;). Zname-li
pravdépodobnost, s jakou poptavka po zbozi v daném obdobi nabude
hodnoty d (oznacme ji P(D = d)), pro ocekavanou celkovou ztratu z pfebytku
nebo z nedostatku zbozi pfi poCateCni zasobé g plati

EC(q) = ¢sX g (q—d)P(D=d)+¢; X5 414 (d — q)P(D = d)
Jestlize neuvazujeme naklady na pofizeni zasob (provadi se pouze jedna
objednavka) a na skladovani (pfedpokladame, ze skladovaci doba neni
dlouhd), cilem feseni uvazovaného modelu je stanoveni takové vyse
pocate€ni zasoby (a tudiz i velikosti jednorazové dodavky zbozi), aby
oCekavand ztrata byla minimalni. Pro optimalni hodnotu objednavky g* Ize
odvodit vztah

P(D<q—-1)< ;% <P(D<q)

Cs+Cz



Stochasticky model

P¥i znamych ztratach c, a ¢ hodnotu g* uréime z uvedeného vztahu tak, ze
pfi daném rozdéleni pravdépodobnosti poptavky spocitame kumulativni
pravdépodobnosti (hodnoty distribuéni funkce) a najdeme takové dvé jejich

sousedni hodnoty, aby mezi nimi leZzela hodnota zlomku CSS:CZ. Tento zlomek

predstavuje tzv. Uroven obsluhy, tzn. pravdépodobnost, Ze nedojde k
nedostatku zasob.




Stochasticky model

Priklad : Prodejce vanocnich stromku se rozhoduje, kolik stromkd ma
objednat u lesniho zavodu. Na zakladé zkuSenosti z minulych let odhaduije
zajem o stromky tak, jak je uvedeno v tabulce.
Poptavka (ks) 120 | 140 | 160 | 180 | 200
Pravdépodobnost | 0,05 | 0,10 | 0,25 | 0,35 | 0,25




Stochasticky model

Priklad : Prodejce vanocnich stromku se rozhoduje, kolik stromkd ma
objednat u lesniho zavodu. Na zakladé zkuSenosti z minulych let odhaduije
zajem o stromky tak, jak je uvedeno v tabulce.
Poptavka (ks) 120 | 140 | 160 | 180 | 200

Pravdépodobnost | 0,05 | 0,10 | 0,25 | 0,35 | 0,25
Jestlize nebudou vSechny stromky prodany, po Vanocich mohou byt
nabidnuty do zoologické zahrady nebo do zahradnictvi, pficemz prodejce by
tratil na kazdém stromku 80 K¢&. Na stejnou ¢astku prodejce odhadl i usly zisk
z jednoho nedostavajiciho se stromku v pfipadé, Ze by zajem o stromky
prevysil jejich objednany pocet. Pfi jakém poc¢tu dodanych stromku budou
ocekavané ztraty z jejich prebytku nebo nedostatku co nejmensi?




Stochasticky model

Priklad : Prodejce vanocnich stromku se rozhoduje, kolik stromkd ma
objednat u lesniho zavodu. Na zakladé zkuSenosti z minulych let odhaduije
zajem o stromky tak, jak je uvedeno v tabuice.
Poptavka (ks) 120 | 140 | 160 | 180 | 200
Pravdépodobnost | 0,05 | 0,10 | 0,25 | 0,35 | 0,25
Jestlize nebudou vSechny stromky prodany, po Vanocich mohou byt
nabidnuty do zoologické zahrady nebo do zahradnictvi, pficemz prodejce by
tratil na kazdém stromku 80 K¢&. Na stejnou ¢astku prodejce odhadl i usly zisk
z jednoho nedostavajiciho se stromku v pfipadé, Ze by zajem o stromky
prevysil jejich objednany pocet. Pfi jakém poc¢tu dodanych stromku budou
oCekavané ztraty z jejich prebytku nebo nedostatku co nejmensi?
Reseni: Vyplnime tabulku kumulativnich pravdépodobnosti:

q 120 | 140 | 160 | 180 | 200
P(D<qg)|0,05]|0,15| 0,40 | 0,75 | 1
Spoéteme podil % = 1. Vidime, Ze tento podil leZi mezi hodnotami 0,4 a

Cs+Cz

0, 75, coz odpovida mnozstvim 160 a 180, volime tedy g* = 180 ks.



Numericka optimalizace

Radu problémU neni mozné fesit analyticky (neznalost analytického vyjadreni,
mnoho proménnych, slozité funkce - nelinearni rovnice pfi urovani
stacionarnich bodl) nebo by bylo analytické feseni pfilis vypoCetné narocné a
tudiz neefektivni. Casto nam staci nalézt pouze pfiblizné feSeni (v realném
svéte stejné zaokrouhlujeme). Proto se v praxi pouzivaji metody iteracni .
Jejich charakteristikou je konstrukce posloupnosti bodd definiéniho oboru

x% x', x?, .., které se blizi k optimalnimu Fe$eni x*. Nasazeni téchto metod
pro vyhledani extrému je velice vyhodné v kombinaci s vypocetni technikou.



Numericka optimalizace

Radu problémU neni mozné fesit analyticky (neznalost analytického vyjadreni,
mnoho proménnych, slozité funkce - nelinearni rovnice pfi urovani
stacionarnich bodu) nebo by bylo analytické feSeni pfili§ vypocetné narocné a
tudiz neefektivni. Casto nam sta¢i nalézt pouze pfiblizné feseni (v realném
svété stejné zaokrouhlujeme). Proto se v praxi pouzivaji metody iteracni .

Jejich charakteristikou je konstrukce posloupnosti bodd definiéniho oboru
x% x', x?, .., které se blizi k optimalnimu Fe$eni x*. Nasazeni téchto metod
pro vyhledani extrému je velice vyhodné v kombinaci s vypocetni technikou.

Existuje fada metod, a to jak pro funkce jedné proménné, tak pro vice

proménnych. Zfejmé nejznameéjsi jsou pro funkce jedné proménné:
@ metoda bisekce intervalu
@ metoda zlatého fezu
@ metoda kvadratické interpolace
@ Newtonova metoda
@ metoda Regula falsi



Jednorozmeérna optimalizace - komparativni metody

Nejprve se zaméfme na metody jednorozmérné numerické optimalizace , ty
jsou totiz soucasti nékterych vicerozmérnych metod. Metody nevyzadujici
vypocet derivace funkce f nazyvame komparativni. Uvedeme tfi z nich, a to
trisekci, metodu zlatého fezu a metodu kvadratické interpolace. Vét§inou je
tfeba predem pfriblizné urdit polohu bodu optima a stanovit po¢atecni interval
I = {(a, b) tak, aby na zménéném intervalu Ucelova funkce f méla jen jedno
minimum, tj. byla unimodalni. V jednotlivych iteracich nahrazujeme krajni
body intervalu obsahujiciho minimum novymi body, tak abychom jej postupné
zuzovali. Jako odhad bodu optima se vezme stfed posledniho intervalu
I"=(a", b") .



Jednorozmeérna optimalizace - komparativni metody

Nejprve se zaméfme na metody jednorozmérné numerické optimalizace , ty
jsou totiz soucasti nékterych vicerozmérnych metod. Metody nevyzadujici
vypocet derivace funkce f nazyvame komparativni. Uvedeme tfi z nich, a to
trisekci, metodu zlatého fezu a metodu kvadratické interpolace. VétSinou je
tfeba predem pfriblizné urdit polohu bodu optima a stanovit po¢atecni interval
I = {(a, b) tak, aby na zménéném intervalu Ucelova funkce f méla jen jedno
minimum, tj. byla unimodalni. V jednotlivych iteracich nahrazujeme krajni
body intervalu obsahujiciho minimum novymi body, tak abychom jej postupné
zuzovali. Jako odhad bodu optima se vezme stfed posledniho intervalu
I"=(a", b") .

U vSech iteraénich metod musime pfedem nastavit néjaké pravidlo ukonceni
vypoctu. Metody vétSinou vyzaduji splnéni jistych podminek, za kterych plati,
Ze ¢im vice iteracnich krok( provedeme, tim presnéjsi odhad hledaného
extrému ziskame. Mozné pristupy, kdy vypocet ukoncit jsou napfiklad:
@ po provedeni zadaného poctu krokl
@ dosazenim stanovené presnosti ¢ ( tedy kdyz Sitka intervalu /" spliiuje:
|b" — a"| < 2¢)



Jednorozmeérna optimalizace - metoda trisekce

Jako uvodni motivaci ukdZzeme intervalovou trisekci .

f(b)

Oznatme d = (b— a).



Jednorozmeérna optimalizace - metoda trisekce

Jako uvodni motivaci ukdZzeme intervalovou trisekci .

f(b)

a u v b

Body u=a+ d/3av=b-d/3dé&liinterval (a, b) na tfi stejné &asti.



Jednorozmeérna optimalizace - metoda trisekce

Jako uvodni motivaci ukdZzeme intervalovou trisekci .

f(b)

Nejprve vyhodnotime f(u) a f(v). Pfedpokladejme, ze f(u) < f(v).



Jednorozmeérna optimalizace - metoda trisekce

Jako uvodni motivaci ukdZzeme intervalovou trisekci .

f(b)

Minimum jisté lezi vlevo od v, takze b nahradime pomoci b' = v, leva hranice
zUstava a' = a. Tim se délka intervalu (obsahujiciho minimum) zkrati na dvé
tretiny své pavodni délky. Dale pokracujeme s intervalem /' = (a', b'), atd.
Bod u vSak uz nelze v nasledujicim kroku vyuzit. Funkci musime vyhodnotit v
kazdém kroku dvakrat, coz je neefektivni.



Jednorozmérna optimalizace - metoda zlatého fezu

Metoda zlatého fezu je zaloZzena na SikovnéjSim vybéru délicich bodl v a v.
Oznacme p Cislo o néco vétsi nez 1/3, jehoz pfesnou hodnotu teprve urcime.

OznaCmebody u=a+pd a v=>b-— pd.



Jednorozmérna optimalizace - metoda zlatého fezu

Metoda zlatého fezu je zaloZzena na SikovnéjSim vybéru délicich bodl v a v.
Oznacme p Cislo o néco vétsi nez 1/3, jehoz pfesnou hodnotu teprve urcime.
Oznatme body u=a+ pd a v=>b— pd. Predpokladejme opét, ze
f(u) < f(v), minimum je tedy mezi a a v. Nahradime b pomoci v a proces
opakujeme. Zvolime-li spravnou hodnotu p, bod v bude v pozici pouzitelné i v

pristim kroku. Po prvnim kroku se tak funkce f bude vyhodnocovat pokazdé
uz jen jednou.



Jednorozmérna optimalizace - metoda zlatého fezu

Metoda zlatého fezu je zaloZzena na SikovnéjSim vybéru délicich bodl v a v.
Oznacme p Cislo o néco vetsi nez 1/3, jehoz pfesnou hodnotu teprve uréime.
Oznatme body u=a+ pd a v=>b— pd. Predpokladejme opét, ze
f(u) < f(v), minimum je tedy mezi a a v. Nahradime b pomoci v a proces
opakujeme. Zvolime-li spravnou hodnotu p, bod v bude v pozici pouzitelné i v
pristim kroku. Po prvnim kroku se tak funkce f bude vyhodnocovat pokazdé
uz jen jednou.

Jak tedy zvolit p? Tak, aby bod v hral v redukovaném intervalu (a, v) stejnou
roli jako bod v v plivodnim intervalu, tj. aby pomér délky intervalu (a, u) k
délce intervalu (a, v) byl stejny jako pomér délky intervalu (a, v) k délce
intervalu (a,b), tj. p: (1 —p)=(1—p): 1.



Jednorozmérna optimalizace - metoda zlatého fezu

Metoda zlatého fezu je zaloZzena na SikovnéjSim vybéru délicich bodi u a v.
Oznacme p Cislo o néco vetsi nez 1/3, jehoz pfesnou hodnotu teprve uréime.
Oznaéme body u=a-+ pd a v=>b— pd. Predpokladejme opét, ze
f(u) < f(v), minimum je tedy mezi a a v. Nahradime b pomoci v a proces
opakujeme. Zvolime-li spravnou hodnotu p, bod v bude v pozici pouzitelné i v
pristim kroku. Po prvnim kroku se tak funkce f bude vyhodnocovat pokazdé
uz jen jednou.

Jak tedy zvolit p? Tak, aby bod v hral v redukovaném intervalu (a, v) stejnou
roli jako bod v v plivodnim intervalu, tj. aby pomér délky intervalu (a, u) k
délce intervalu (a, v) byl stejny jako pomér délky intervalu (a, v) k délce
intervalu (a, b), tj. p: (1 — p) = (1 — p) : 1. Po Upraveé tohoto vztahu obdrzime
kvadratickou rovnici p> — 3p + 1 = 0, jejimZ feSenim je

p=235~0,382, kde ¢islo 1— p~ 0,618 je tzv. pomér zlatého Fezu.

pd

(1-p)d




Jednorozmeérna optimalizace - metoda zlatého fezu,

priklad

Lze ukazat, Zze pozadujeme-li pfi metodé zlatého fezu ukonceni pfi dosazeni

stanovené presnosti ¢, staci provést N iteraci, kde
N> _og(%z*)
= —log(1—p)"

Vysledny odhad bodu optima zapiSeme ve tvaru x* = M +e.



Jednorozmeérna optimalizace - metoda zlatého fezu,

priklad

Lze ukazat, Zze pozadujeme-li pfi metodé zlatého fezu ukonceni pfi dosazeni

stanovené presnosti ¢, staci provést N iteraci, kde
b—a
)

log( 25
N2> —log(12—p)'

Vysledny odhad bodu optima zapiSeme ve tvaru x* = M +e.

Priklad: Naleznéte minimum funkce f(x) = x + X% s pfesnosti e = 0,05,
vite-li, ze se nalézd v intervalu (0, 5; 3).



Jednorozmeérna optimalizace - metoda zlatého fezu,

priklad

Lze ukazat, Zze pozadujeme-li pfi metodé zlatého fezu ukonceni pfi dosazeni
stanovené presnosti ¢, staci provést N iteraci, kde

log(%=2)
N2> —log(12—p)'

Vysledny odhad bodu optima zapiSeme ve tvaru x* = M +e.

Priklad: Naleznéte minimum funkce f(x) = x + X% s pfesnosti e = 0,05,
vite-li, ze se nalézd v intervalu (0, 5; 3).

Spocteme nejprve, kolik bude tfeba provést iteraci:

b—a 2,5
N> _",’35(125_ = _,’fjj(‘g,g}s) ~ 6,69, staci tedy 7 iteraci.




Jednorozmeérna optimalizace - metoda zlatého fezu,
priklad

L L L L
0.5 1 1.5; 2 25 3

Graf funkce f(x) = x + 3 na po¢ateénim intervalu a = 0,5; b = 3, svislou
garou je znazornéno skute¢né minimum x* = v/6 ~ 1,817120



Jednorozmeérna optimalizace - metoda zlatého fezu,
priklad

L L L L
0.5 1 1.5; 2 25 3

1. krok: u = 1.454915, v = 2.045085, f(u) = 2.872163, f(v) = 2.762381.
Novy interval je I' = (1.454915,3.000000).



Jednorozmeérna optimalizace - metoda zlatého fezu,
priklad

2. krok: u = 2.045085, v = 2.409830, f(u) = 2.762381, f(v) = 2.926423.
Novy interval je /> = (1.454915,2.409830).



Jednorozmeérna optimalizace - metoda zlatého fezu,
priklad

L L L L
0.5 1 1.5; 2 25 3

3. krok: u = 1.819660, v = 2.045085, f(u) = 2.725686, f(v) = 2.762381.
Novy interval je I° = (1.454915,2.045085).



Jednorozmeérna optimalizace - metoda zlatého fezu,
priklad

L L L L
0.5 1 1.5; 2 25 3

4. krok: u = 1.680340, v = 1.819660, f(u) = 2.742835, f(v) = 2.725686.
Novy interval je /* = (1.680340,2.045085).



Jednorozmeérna optimalizace - metoda zlatého fezu,
priklad

L L L L
0.5 1 1.5; 2 25 3

5. krok: u = 1.819660, v = 1.905765, f(u) = 2.725686, f(v) = 2.731770.
Novy interval je I° = (1.680340, 1.905765).



Jednorozmeérna optimalizace - metoda zlatého fezu,
priklad

L L L
0.5 1 1.5; 25 3

6. krok: u = 1.766445, v = 1.819660, f(u) = 2.727882, f(v) = 2.725686.
Novy interval je /¢ = (1.766445,1.905765).



Jednorozmeérna optimalizace - metoda zlatého fezu,
priklad

L L L L
0.5 1 1.5; 2 25 3

7. krok: u = 1.819660, v = 1.852549, f(u) = 2.725686, f(v) = 2.726691.
Novy interval je I” = (1.766445,1.852549). Sitka intervalu je mengi nez 0,1,
tedy odhadneme bod optima jeho stfedem: x* = 1,81 + 0,05



Jednorozmeérna optimalizace - metoda kvadratické

interpolace

Predpokladejme, ze minimum lezi v intervalu (a, b), a ze je znam né&jaky jeho
vnitfni bod ¢, ve kterém hodnota funkce f nepfesahne hodnoty f(a), f(b).




Jednorozmeérna optimalizace - metoda kvadratické

interpolace

Predpokladejme, ze minimum lezi v intervalu (a, b), a ze je znam né&jaky jeho
vnitfni bod ¢, ve kterém hodnota funkce f nepfesahne hodnoty f(a), f(b).

/ a c b

Body [a, f(a)], [c, f(c)] a [b, f(b)] prolozime parabolu P(x)



Jednorozmeérna optimalizace - metoda kvadratické

interpolace

Predpokladejme, ze minimum lezi v intervalu (a, b), a ze je znam né&jaky jeho
vnitfni bod ¢, ve kterém hodnota funkce f nepfesahne hodnoty f(a), f(b).

/ a X c b

Bod jejiho minima x povazujeme za aproximaci bodu optima x*.



Jednorozmeérna optimalizace - metoda kvadratické

interpolace

Predpokladejme, ze minimum lezi v intervalu (a, b), a ze je znam né&jaky jeho
vnitfni bod ¢, ve kterém hodnota funkce f nepfesahne hodnoty f(a), f(b).

/ a Ic 'b
p . 5 1 f(a)(b?—c?)+f(c)( —b?)+f(b)(c®— < .
Da se ukazat, ze x = 3 "R E b RNE =gl Daldi postup se voli

podle hodnoty f(x).

x




Jednorozmeérna optimalizace - metoda kvadratické

interpolace

Vime, Ze x € (a, b), vy8lo ndm x < c. Je-li f(x) < f(c), do dalsi iterace
pouzijeme vypocétené x misto bodu c, ktery se stane novym krajnim bodem
(pokud x < ¢, tak jim nahradime horni hranici b, viz obr., v opatném pfipadé
dolni hranici a). Je-li naopak f(x) > f(c), pak ¢ ponechame a novym krajovym
bodem se stane x. Pfipad x = ¢ znamena4, ze bud’ jsme se strefili do optima
nebo je nutnd jind volba c. Tento a dalSi nedostatky pfekonava kombinovany
pfistup, tzv. Brentova metoda.

+

f(b)

Vypocet se zastavi, az rozdil dvou po sobé jdoucich odhadd |x" — x"~!
klesne pod hodnotu ¢.



Jednorozmeérna optimalizace - metoda kvadratické

interpolace, priklad

Priklad: Minimalizujte funkci f(x) = x + % na intervalu (0,5; 3) s presnosti
e = 0,05, jako prvni aproximaci volte x° = 1,5.



Jednorozmeérna optimalizace - metoda kvadratické

interpolace, priklad

Priklad: Minimalizujte funkci f(x) = x + % na intervalu (0,5; 3) s presnosti
e = 0,05, jako prvni aproximaci volte x° = 1, 5.

Prvni interpolaci provedeme pro body a=0,5,¢c = 1,5 a b = 3. Znazornéme
Cervené graf f(x) na (a, b) a modre parabolu, protinajici jej v bodech a, b, c:

05 1 15 2 25

1. krok: f(a) = 12.500000, f(c) = 2.833333, f(b) = 3.333333 =
X = 2.208333, f(x) = 2.823499 = Nové:
a = 1500000, ¢ = 2.208333, b = 3.000000, chyba |x' —x°| = 0.708333.



Jednorozmeérna optimalizace - metoda kvadratické

interpolace, priklad

Priklad: Minimalizujte funkci f(x) = x + % na intervalu (0,5; 3) s presnosti
e = 0,05, jako prvni aproximaci volte x° = 1,5.

3.

3.4]

33|

32|

31

3|

29|

28|

27!
15 2 25 3

2. krok: f(a) = 2.833333, f(c) = 2.823499, f(b) = 3.333333 =
x = 1.869995, f(x) = 2.727902 = Nové:
a=1.500000, ¢ = 1.869995, b = 2.208333, chyba |x2 — x'| = 0.338339.



Jednorozmeérna optimalizace - metoda kvadratické

interpolace, priklad

Priklad: Minimalizujte funkci f(x) = x + % na intervalu (0,5; 3) s presnosti
e = 0,05, jako prvni aproximaci volte x° = 1,5.

3. krok: f(a) = 2.833333, f(c) = 2.727902, f(b) = 2.823499 =

x = 1.862831, f(x) = 2.727350 = Nové:

a = 1.500000, c = 1.862831, b = 1.869995, chyba

|x® — x2| = 0.007163 < 0,05, vypocet se zastavi: x* ~ 1,862831 + 0, 05.



Jednorozmérna optimalizace - metody vyuzivajici

derivace

Kromé standartniho predpokladu unimodalnosti funkce f na intervalu (a, b)
predpokladejme déle, Ze f je zde diferencovatelna. Nejjednodussi iteraéni
optimaliza¢ni metodou vyuzivajici derivaci funkce f je metoda bisekce, Eili
puleni intervalll. Jestlize ozna¢ime bod, v némz funkce f nabyva svého
minima na intervalu (a, b) jako p, pak je f klesajici na (a, p) (tudiz zde plati
f'(x) < 0) a rostouci na intervalu {(p, b) (tudiz zde plati f'(x) > 0).



Jednorozmérna optimalizace - metody vyuzivajici

derivace

Kromé standartniho predpokladu unimodalnosti funkce f na intervalu (a, b)
predpokladejme déle, Ze f je zde diferencovatelna. Nejjednodussi iteraéni
optimaliza¢ni metodou vyuzivajici derivaci funkce f je metoda bisekce, Eili
puleni intervalll. Jestlize ozna¢ime bod, v némz funkce f nabyva svého
minima na intervalu (a, b) jako p, pak je f klesajici na (a, p) (tudiz zde plati
f'(x) < 0) a rostouci na intervalu {(p, b) (tudiz zde plati f'(x) > 0).

Vezmeme-li jako odhad bodu minima stfed intervalu s = &£ pak pro

f'(s) < 0 lezi minimum vpravo, klademe tedy a' = s a pro '(s) > 0 lezi
minimum vlevo a klademe b' = s, druhy krajni bod zlstava (pokud f/(s) = 0,
nasli jsme pfimo bod optima x*).



Jednorozmérna optimalizace - metody vyuzivajici

derivace

Kromé standartniho predpokladu unimodalnosti funkce f na intervalu (a, b)
predpokladejme déle, Ze f je zde diferencovatelna. Nejjednodussi iteraéni
optimaliza¢ni metodou vyuzivajici derivaci funkce f je metoda bisekce, Eili
puleni intervalll. Jestlize ozna¢ime bod, v némz funkce f nabyva svého
minima na intervalu (a, b) jako p, pak je f klesajici na (a, p) (tudiz zde plati
f'(x) < 0) a rostouci na intervalu {(p, b) (tudiz zde plati f'(x) > 0).

Vezmeme-li jako odhad bodu minima stfed intervalu s = &£ pak pro

f'(s) < 0 lezi minimum vpravo, klademe tedy a' = s a pro (s) > 0 lezi
minimum vlevo a klademe b' = s, druhy krajni bod zlstava (pokud f/(s) = 0,
nasli jsme pfimo bod optima x*).

VypocCet se zastavi po stanoveném poctu krok( nebo klesne-li Sitka intervalu
pod 2¢, kde ¢ je poZzadovand presnost. Lze ukazat, ze pak staéi provést

b—ay ;
N > % iteraci.



Jednorozmeérna optimalizace - metoda bisekce,

priklad

UkaZzme si metodu opét pro minimalizaci funkce f(x) = x + % na potate¢nim
intervalu (0,5; 3) s pfesnosti e = 0,05. Funkce ma derivaci f'(x) =1 — 5.

05 1 15 2 25 3

Graf funkce f(x) = x + 3 na po¢ateénim intervalu a = 0,5; b = 3, svislou
&arou je znazornéno skuteéné minimum x* = v/6 ~ 1,817120



Jednorozmeérna optimalizace - metoda bisekce,

priklad

UkaZzme si metodu opét pro minimalizaci funkce f(x) = x + % na potate¢nim
intervalu (0,5; 3) s pfesnosti e = 0,05. Funkce ma derivaci f'(x) =1 — &

1. krok: s = 1.750000, f'(s) = —0.119534 = novy interval bude:
I' = (1.750000, 3.000000)



Jednorozmeérna optimalizace - metoda bisekce,

priklad

UkaZzme si metodu opét pro minimalizaci funkce f(x) = x + % na potate¢nim
intervalu (0,5; 3) s pfesnosti e = 0,05. Funkce ma derivaci f'(x) =1 — &

2. krok: s = 2.375000, f’(s) = 0.552121 = novy interval bude:
I' = (1.750000, 2.375000)



Jednorozmeérna optimalizace - metoda bisekce,

priklad

UkaZzme si metodu opét pro minimalizaci funkce f(x) = x + % na potate¢nim
intervalu (0,5; 3) s pfesnosti e = 0,05. Funkce ma derivaci f'(x) =1 — &

25 3

3. krok: s = 2.062500, f’(s) = 0.316137 = novy interval bude:
I' = (1.750000, 2.062500)



Jednorozmeérna optimalizace - metoda bisekce,

priklad

UkaZzme si metodu opét pro minimalizaci funkce f(x) = x + % na potate¢nim
intervalu (0,5; 3) s pfesnosti e = 0,05. Funkce ma derivaci f'(x) =1 — &

4. krok: s = 1.906250, f’(s) = 0.133813 = novy interval bude:
I' = (1.750000, 1.906250)



Jednorozmeérna optimalizace - metoda bisekce,

priklad

UkaZzme si metodu opét pro minimalizaci funkce f(x) = x + % na potate¢nim
intervalu (0,5; 3) s pfesnosti e = 0,05. Funkce ma derivaci f'(x) =1 — &

25 3

5. krok: s = 1.828125, f’(s) = 0.017950 = novy interval bude:

I' = (1.750000, 1.828125). protoze $itka intervalu < ¢, vypocet konéi:
x* ~ 1.789063 + 0,05



Jednorozmérna optimalizace - metody vyuzivajici

derivace

Dal$i metoda hleda minimum jako kofen derivace. Nazyva se Newtonova
metoda (téZ metoda te¢en). Metoda vyuziva navic i druhé derivace,
predpokladejme tedy jeji existenci v kazdém bodé zadaného intervalu.



Jednorozmérna optimalizace - metody vyuzivajici

derivace

Dal$i metoda hleda minimum jako kofen derivace. Nazyva se Newtonova
metoda (téZ metoda te¢en). Metoda vyuziva navic i druhé derivace,
predpokladejme tedy jeji existenci v kazdém bodé zadaného intervalu. Jak
nazev napovida, vedeme v bodé x, tecnu ke grafu funkce f'(x) a jako
nasledujici odhad vezmeme prlsecik této te¢ny s osou x. Rovnici teny Ize

zapsat jako: y = f'(xo) + f’(x0) - (x — Xo) . PoloZime-li pravou stranu rovnu

nule, spocteme odtud x = xp — ff(())(%))



Jednorozmérna optimalizace - metody vyuzivajici

derivace

Dal$i metoda hleda minimum jako kofen derivace. Nazyva se Newtonova
metoda (téZ metoda te¢en). Metoda vyuziva navic i druhé derivace,
predpokladejme tedy jeji existenci v kazdém bodé zadaného intervalu. Jak
nazev napovida, vedeme v bodé x, tecnu ke grafu funkce f'(x) a jako
nasledujici odhad vezmeme prlsecik této te¢ny s osou x. Rovnici teny Ize

zapsat jako: y = f'(xo) + f’(x0) - (x — Xo) . PoloZime-li pravou stranu rovnu

nule, spocteme odtud x = xp — ff(())(%))

Tuto hodnotu oznag¢ime x; a pokra¢ujeme ve vypoctu az dokud neni spinéno
|Xn — Xn—1| < €. Pfednosti metody je jeji rychlost, znaénou nevyhodou je ale
fakt, Ze nekonverguje vzdy. Ke konvergenci postacuje, aby na vychozim
intervalu (a, b) neménila f”(x) ani f"’(x) znaménko a aby platilo

f'(a)- f'(b) < 0. DuleZité je téZ dobra volba bodu xp, doporucuje se volit tak,
aby f'(xo) - f"’(x0) > 0, jinak by x; nelezel v intervalu (a, b).



Jednorozmeérna optimalizace - Newtonova metoda

Geometrickd interpretace je naznaCena na obrazku, kde vidime funkci f/(x) a
pocatecni iteraci xp, poté jsou provedeny tfi dalSi iterace.

Xo

f(x)




Jednorozmeérna optimalizace - Newtonova metoda

Geometrickd interpretace je naznaCena na obrazku, kde vidime funkci f/(x) a
pocatecni iteraci xp, poté jsou provedeny tfi dalSi iterace.

Xo X4

f(x)




Jednorozmeérna optimalizace - Newtonova metoda

Geometrickd interpretace je naznaCena na obrazku, kde vidime funkci f/(x) a
pocatecni iteraci xp, poté jsou provedeny tfi dalSi iterace.

Xo Xy X

f(x)




Jednorozmeérna optimalizace - Newtonova metoda

Geometrickd interpretace je naznaCena na obrazku, kde vidime funkci f/(x) a
pocatecni iteraci xp, poté jsou provedeny tfi dalSi iterace.

Xo X1 Xy X3

f(x)




Jednorozmérna optimalizace, Newtonova metoda,

priklad

Priklad: Naleznéte minimum funkce f(x) = x + % s presnosti e = 0, 05,
vite-li, ze se naléza v intervalu (0, 5; 3).



Jednorozmérna optimalizace, Newtonova metoda,

priklad

Priklad: Naleznéte minimum funkce f(x) = x + % s presnosti e = 0, 05,
vite-li, ze se naléza v intervalu (0, 5; 3).
Reseni: f'(x) =1- &, f'(x)=18.

Zvolme xo = 1.750000 (1. aproximace z metody bisekce)



Jednorozmérna optimalizace, Newtonova metoda,

priklad

Priklad: Naleznéte minimum funkce f(x) = x + % s presnosti e = 0, 05,
vite-li, ze se naléza v intervalu (0, 5; 3).
Reseni: f'(x) =1- &, f'(x)=18.

Zvolme xo = 1.750000 (1. aproximace z metody bisekce)

1.krok: xo = 1,750000, f(Xo) = —0, 119534, f/(x,) = —1,919200 =
x1 =1,812283, [x; — x| = 0,062283



Jednorozmérna optimalizace, Newtonova metoda,

priklad

Priklad: Naleznéte minimum funkce f(x) = x + % s presnosti e = 0, 05,
vite-li, ze se naléza v intervalu (0, 5; 3).

Reseni: f'(x) =1- &, f'(x)=18.

Zvolme xo = 1.750000 (1. aproximace z metody bisekce)

1.krok: xo = 1,750000, f(Xo) = —0, 119534, f/(x,) = —1,919200 =
x1 =1,812283, [x; — x| = 0,062283

2.krok: x; = 1,812283, f'(x1) = —0,008029, f’(x1) = 1,668662 =
Xo =1,817095, |xo — x1| = 0,004812, vypocet konci: x* ~ 1,817095 + 0,05



Jednorozmérna optimalizace - metody vyuzivajici

derivace

V pfedchozi metodé potfebujeme v kazdém kroku spocitat jak prvni, tak
druhou derivaci funkce v daném bodé. Jelikoz vypocet derivace funkce ne-

musi byt vzdy snadny, nahrazuje se tzv. pomérnou diferenci:
£ ~ fO) —f(Xk—1)
(Xk) ~ Xk —Xk—1
My tuto aproximaci provedeme pro druhou derivaci:
f//(Xk) ~ () —F (Xk—1)

Xk —Xk—1



Jednorozmérna optimalizace - metody vyuzivajici

derivace

V pfedchozi metodé potfebujeme v kazdém kroku spocitat jak prvni, tak
druhou derivaci funkce v daném bodé. Jelikoz vypocet derivace funkce ne-
musi byt vzdy snadny, nahrazuje se tzv. pomérnou diferenci:

f/(Xk) ~ F(Xi)—F(Xk—1)

Xk —Xk—1
My tuto aproximaci provedeme pro druhou derivaci:
f//(Xk) ~ () —F (Xk—1)

Xk —Xk—1
Nahradime-li v iteraénim vzorci Newtonovy metody druhou derivaci uve-
denou aproximaci, dostavame:
— Xk — Xk
Xt = Xk = )=t (%)
Pravé uvedeny vzorec reprezentuje tzv. metodu secen. K vypoctu jsou treba
dva pocatecni body X, X.



Jednorozmérna optimalizace - metody vyuzivajici

derivace

V pfedchozi metodé potfebujeme v kazdém kroku spocitat jak prvni, tak
druhou derivaci funkce v daném bodé. Jelikoz vypocet derivace funkce ne-

musi byt vzdy snadny, nahrazuje se tzv. pomérnou diferenci:
f/(Xk) ~ f(Xk)—f(Xk_1)

Xk —Xk—1
My tuto aproximaci provedeme pro druhou derivaci:
f//(Xk) ~ () —F (Xk—1)

Xk —Xk—1
Nahradime-li v iteraénim vzorci Newtonovy metody druhou derivaci uve-
denou aproximaci, dostavame:
X1 = Xk — —,,(X)k() S (%K)
Pravé uvedeny vzorec reprezentuje tzv. metodu secen. K vypoctu jsou treba
dva pocatecni body xp, X;. Tato metoda také neni vzdy konvergentni, Ize ji
vS8ak modifikovat tak, Ze do vzorce pouzijeme misto dvou po sobé jdoucich
iteraci body xm,, Xk s co nejvétSimi indexy, tak, aby platilo f'(xm) - f'(xx) < 0.
Tuto modifikaci nazyvdme metoda regula falsi.
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Zazornéme si metodu graficky, bod optima je x* a pocatecni iterace jsou xg,
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Jednorozmérna optimalizace - metoda regula falsi,

priklad

Priklad: Naleznéte minimum funkce f(x) = x + % s presnosti e = 0, 05,
vite-li, ze se naléza v intervalu (0, 5; 3).
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priklad

Priklad: Naleznéte minimum funkce f(x) = x + % s presnosti e = 0, 05,
vite-li, ze se naléza v intervalu (0, 5; 3).

Reseni: Pro nalezeni prvnich dvou iteraci mizeme pouzit napt. metodu
bisekce. Tedy: xo = 1,750000, x; = 2,375000.
Ovéfime, ze f'(xo)f'(x1) = —0,119534 - 0,552121 < 0.
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Priklad: Naleznéte minimum funkce f(x) = x + % s presnosti e = 0, 05,
vite-li, ze se naléza v intervalu (0, 5; 3).

Reseni: Pro nalezeni prvnich dvou iteraci mizeme pouzit napt. metodu
bisekce. Tedy: xo = 1,750000, x; = 2,375000.
Ovéfime, ze f'(xo)f'(x1) = —0,119534 - 0,552121 < 0.

1.krok: xo = x1 — ﬁf’m) =1,861230, |x. — x1| = 0,062283
Protoze f'(x2) = 0,069426 > 0, pouzijeme déle xp a Xo.

2.krok: X3 = xp — ﬁf’(X2) =1,820363, |x3 — x2| = 0,040867,
vypocet konéi: x* ~ 1,820363 + 0, 05.



Vicerozmérna numericka optimalizace -prehled

Numerické metody bez omezeni
@ Komparativni metody
@ Gradientni metody
@ Newtonova metoda a jeji modifikace
@ Gaussova-Newtonova metoda
@ Metody konjugovanych sméru
@ Metoda konjugovanych gradient
@ Kvazi-newtonovské metody
@ Simulované zihani, genetické algoritmy, tabu search, atd.
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Numerické metody bez omezeni
@ Komparativni metody
@ Gradientni metody
@ Newtonova metoda a jeji modifikace
@ Gaussova-Newtonova metoda
@ Metody konjugovanych sméru
@ Metoda konjugovanych gradientl
@ Kvazi-newtonovské metody
@ Simulované zihani, genetické algoritmy, tabu search, atd.

Numerické metody s omezenim
@ Metody pfipustnych sméru
Metody aktivnich mnozin
Metoda projekce gradientu
Metoda redukovaného gradientu
Metody pokutovych a bariérovych funkci
Metody vnitfniho bodu
Sekvencni kvadratické programovani



Vicerozmérna optimalizace - Komparativni metody

Metoda cyklické zamény proménnych prevadi vicerozmérnou optimalizaci na
posloupnost jednorozmérnych optimalizacnich Gloh ve sméru jednotlivych
soufadnic: z vychoziho bodu provadime minimalizaci ve sméru prvni
soufadnice. Po nalezeni lokalniho extrému funkce f(x) ve sméru

sy =(1,0,...,0), pokracujeme ve sméru druhé soufadnice

s =(0,1,...,0) atd., az dostaneme prvni iteraci. Nevyhodou metody je
pomaly vypocet, navic neni ani zaru¢ena konvergence metody.
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Metoda cyklické zamény proménnych - priklad

Resme nasledujici tlohu z knihy V. Pankova, Nelinearni optimalizace pro
ekonomy: Hledejte minimum funkce f(xi, x2) = —12xo + 4x2 + 4x2 + 4xyx2
pomoci metody cyklické zamény proménnych. Proved'te prvni dveé iterace z
bodu x% = (1,1)" .



Metoda cyklické zamény proménnych - priklad

Resme nasledujici tlohu z knihy V. Pankova, Nelinearni optimalizace pro
ekonomy: Hledejte minimum funkce f(xi, x2) = —12xo + 4x2 + 4x2 + 4xyx2
pomoci metody cyklické zamény proménnych. Proved'te prvni dveé iterace z
bodu x% = (1,1)" .

Reseni: Pfi postupu ve sméru prvni proménné optimalizujeme funkci
f(x1,1) = =12+ 4x? + 4 + 4x;, dostaneme x; = —}. Nasledné ve sméru
druhé proménné minimalizujeme f(—%,xz) =—12x% +1+ 4x22 — 2Xo,
dostaneme x, = £.



Metoda cyklické zamény proménnych - priklad

Resme nasledujici tlohu z knihy V. Pankova, Nelinearni optimalizace pro
ekonomy: Hledejte minimum funkce f(xi, x2) = —12xo + 4x2 + 4x2 + 4xyx2
pomoci metody cyklické zamény proménnych. Proved'te prvni dveé iterace z
bodu x° = (1,1)"

Reseni: Pfi postupu ve sméru prvni proménné optimalizujeme funkci
f(x1,1) = =12+ 4x? + 4 + 4x;, dostaneme x; = —}. Nasledné ve sméru
druhé proménné minimalizujeme f(—%,xz) =—12x% +1+ 4x22 — 2Xo,
dostaneme x; = Z.

Déle postupujeme z bodu x' = (—%, 2T ve sméru prvni proménné:
minimalizujeme f(xy, ) = —21 +4x1 + 42 + 7xy, dostaneme x; = —%. Poté ve
sméru druhé proménné: funkce f(—% ) —12x, + 1 + 4x2 — Lx; nabyva
minima pro x; = 3i.



Metoda cyklické zamény proménnych - priklad

Resme nasledujici tlohu z knihy V. Pankova, Nelinearni optimalizace pro
ekonomy: Hledejte minimum funkce f(xi, x2) = —12xo + 4x2 + 4x2 + 4xyx2
pomoci metody cyklické zamény proménnych. Proved'te prvni dveé iterace z
bodu x° = (1,1)"

Reseni: Pfi postupu ve sméru prvni proménné optimalizujeme funkci
f(x1,1) = =12+ 4x? + 4 + 4x;, dostaneme x; = —}. Nasledné ve sméru
druhé proménné minimalizujeme f(—%,xz) =—12x% +1+ 4x22 — 2Xo,
dostaneme x; = Z.

Déle postupujeme z bodu x' = (-1, Z)T ve sméru prvni proménné:

2:4
minimalizujeme f(xy, ) = —21 +4x1 + 42 + 7xy, dostaneme x; = —%. Poté ve
sméru druhé proménné: funkce f(—% ) —12x, + 1 + 4x2 — Lx; nabyva
minima pro x; = 3i.

Dostali jsme odhad x2 = (—£, 31)T , skute¢né minimum nastava v bodé
x*=(-1,2)T.



Vicerozmérna optimalizace - Komparativni metody

Metoda pravidelného a flexibilniho simplexu: Startuje vytvofenim vychoziho
simplexu v zadaném prostoru (Simplexem v n - rozmérném prostoru
rozumime konvexni obal n+ 1 vrcholl v obecné poloze, tj. v roviné je to
trojuhelnik, v tfirozmérném prostoru je to ¢tyfstén atd.). Z vrcholll nahradime
ten s nejhorsi hodnotou Gcelové funkce pomoci reflexe vzhledem k tézisti
ostatnich vrcholl novym vrcholem, ¢imz vznikne novy simplex, tj. dalsi
iterace. Metoda je heuristicka, ale ndzorna a snadno implementovatelna.
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Metoda pravidelného a flexibilniho simplexu: Startuje vytvofenim vychoziho
simplexu v zadaném prostoru (Simplexem v n - rozmérném prostoru
rozumime konvexni obal n+ 1 vrcholl v obecné poloze, tj. v roviné je to
trojuhelnik, v tfirozmérném prostoru je to ¢tyfstén atd.). Z vrcholll nahradime
ten s nejhorsi hodnotou Gcelové funkce pomoci reflexe vzhledem k tézisti
ostatnich vrcholl novym vrcholem, ¢imz vznikne novy simplex, tj. dalsi
iterace. Metoda je heuristicka, ale ndzorna a snadno implementovatelna.

Rychlost a presnost nalezeni optimalniho bodu zalezi na velikosti simplexu.
Cim vétsi je simplex, tim se rychleji blizime k optimu. Pfesnost vypodtu
naopak vyzaduje malou velikost simplexu. Proto je pfi vypoctu tfeba meénit
délku hrany simplexu. V Nelder-Meadové metodé se toto zajisti pomoci
operaci expanze, kontrakce a redukce zakladniho simplexu.



Vicerozmérna optimalizace - metoda pravidelného

simplexu

Pro volbu pevné velikosti simplexu dosahneme pouze omezené presnosti.
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Vicerozmérna optimalizace - metoda pravidelného
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Vicerozmérna optimalizace - gradientni metody

K nejstar§im a zaroven nejpouzivanéjSim pristupiim vicerozmérné numerické
optimalizace patfi gradientové metody. Ukazme si obecny princip gradientové
metody pro minimalizaci diferencovatelné funkce f(x) pro x € R":

@ urdi vychozi bod x°

@ urdi gradient funkce f v tomto bodé: V£(x?)

@ prejdi z bodu x° do bodu x' ve sméru "antigradientu" —Vf(x°) tak, aby
f(x%) > f(x").

@ cely postup opakuj z bodu x', atd. dokud neni splnéno pravidlo ukonéeni
vypocCtu
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K nejstar§im a zaroven nejpouzivanéjSim pristupiim vicerozmérné numerické
optimalizace patfi gradientové metody. Ukazme si obecny princip gradientové
metody pro minimalizaci diferencovatelné funkce f(x) pro x € R":

@ urdi vychozi bod x°
@ urdi gradient funkce f v tomto bodé: V£(x?)
@ prejdi z bodu x° do bodu x' ve sméru "antigradientu" —V£(x°) tak, aby
f(x%) > f(x").
@ cely postup opakuj z bodu x', atd. dokud neni splnéno pravidlo ukonéeni
vypocCtu
Vypocet je mozné ukondit:
@ po provedeni pfedem stanoveného poctu iteraci
@ pokud hodnota ucelové funkce klesne o méné nez pfedem stanovené e,
tedy f(x') — f(x*') < ¢
@ pokud vzdéalenost dvou po sobé jdoucich iteraci je mensi nez predem
stanovené ¢, tedy |x’ — x'*'| < ¢, kde symbolem | - | rozumime vzdalenost

vychazejici z euklidovské metriky dané vztahem |x| = /31, x2.



Vicerozmérna optimalizace - gradientova metoda s

pevnym krokem

V obecném principu gradientovych metod je tfeba specifikovat, jak pfechazet
z bodu x’ do bodu x'*1. Vime, Ze mame postupovat ve sméru opacném ke
gradientu, ale je tfeba stanovit délku kroku. U gradientové metody s pevnym

krokem je stanovena pocatecCni délka iteracniho kroku, oznacme ji . Déle se
postupuje nasledovné:

v i _ i VX)) .
Spocitame x*' =x o] . Potom:
@ je-li f(x™*1) < f(x'), pak pokradujeme s dalsi iteraci
@ jestlize nedoslo k poklesu ucelove funkce, pak zmensime « (zpravidla na
polovinu), iteraci x'+' pfepocitame a déle uz pokra¢ujeme s novou

hodnotou «. Pfi tomto pFistupu se nabizi moznost ukoncit vypocet pfi
splnéni podminky « < ¢



Vicerozmérna optimalizace - gradientova metoda s

pevnym krokem

Znazornéme si postup metody graficky. V kazdé iteraci vychazime ve smeéru
kolmém k vrstevnicim.
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Gradientova metoda s pevnym krokem-priklad

Hledejte minimum funkce f(x1,X2) = —12X + 4x2 + 4x% + 4x; X, pomoci
metody s pevnym krokem « = 0, 1. Proved'te prvni tfi iterace z bodu
x®=(0,1)T.
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Hledejte minimum funkce f(x1,X2) = —12X + 4x2 + 4x% + 4x; X, pomoci
metody s pevnym krokem « = 0, 1. Proved'te prvni tfi iterace z bodu
x®=(0,1)T.

Reseni: Spoéteme gradient V£(xq, x2) = (81 + 4xp, —12 + 4x; +8x2) T a
vyCislime

xX'=x0—o. Ig;gzgl =(0,1)T —=0,1-(4,-4)T - L = (-0.0707;1.0707).
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Gradientova metoda s pevnym krokem-priklad

Hledejte minimum funkce f(x1,X2) = —12X + 4x2 + 4x% + 4x; X, pomoci
metody s pevnym krokem « = 0, 1. Proved'te prvni tfi iterace z bodu
x®=(0,1)T.

Reseni: Spoéteme gradient V£(xq, x2) = (81 + 4xp, —12 + 4x; +8x2) T a
vyCislime

0 V£(x° 1 .
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VF(x'
x2=x'"-a- |wg1§| =

(—0.0707;1.0707) " —0,1-(3.7172; =3.7172) T - sps = (~0.1414;1.1414)T.

3 g2 o VixXY)
XT =X ar o) T

(—0.1414;1.1414)T —0,1-(3.4343,-3.4343) T - L — (=0.2121;1.2121)7.




Vicerozmérna optimalizace - metoda nejvétsiho spadu

Narozdil od pfedchozi metody je velikost itera¢niho kroku proménliva. Novou
iteraci x'*' hledame tak, Ze postupujeme z x’ ve sméru antigradientu tak
dlouho, dokud Ucelova funkce klesa. Jinymi slovy, zvolime délku «; tak, aby
hodnota f(x’ — ayf(x)) byla minimalni. Tuto jednorozmérnou minimalizaéni
Ulohu mazeme fesit analyticky nebo numericky.
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iteraci x'*' hledame tak, Ze postupujeme z x’ ve sméru antigradientu tak
dlouho, dokud ucelova funkce klesa. Jinymi slovy, zvolime délku «; tak, aby
hodnota f(x' — ayf(x’)) byla minimalni. Tuto jednorozmérnou minimalizaéni
Ulohu mazeme fesit analyticky nebo numericky. Metoda nejvétsiho spadu
rychleji konverguje nez metoda s pevnym krokem, ktera navic mize byt silné
ovlivnéna pocatecni volbou «. To se samoziejmé odrazi i v éasové vypocetni
naroc¢nosti vypoctu. Na druhou stranu metoda s pevnym krokem muze byt
snadnéjsi na implementaci.
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Ulohu mazeme fesit analyticky nebo numericky. Metoda nejvétsiho spadu
rychleji konverguje nez metoda s pevnym krokem, ktera navic mize byt silné
ovlivnéna pocatecni volbou «. To se samoziejmé odrazi i v éasové vypocetni
naroc¢nosti vypoctu. Na druhou stranu metoda s pevnym krokem muze byt
snadnéjsi na implementaci.
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Hledejte minimum funkce f(x1,X2) = —12X + 4x2 + 4x% + 4x; X, pomoci
metody nejvétdiho spadu. Provedte prvni dvé iterace z bodu x° = (0,0)"
Reseni: Vime, ze Vi(x1,x2) = (8%1 + 4x2, —12 4+ 4x; + 8x2) . Minimalizujeme

tedy funkci g¢(a) = f(x® — a - VF(X%)) = f(0,120) = —144a + 57602,
dostaneme optimum pro o = 0, 125.

Tedy x4 = x% — 0,125 - V£(x%) = (0;1,5) . Dale minimalizujeme funkci
92(a) = f(x' —a - VF(x")) = f(—6a;1,5) = —9 — 36a + 144a2, minimum opét
nastava pro a = 0, 125.

Tedy x, = x' — 0,125 - Vf(x') = (-0,75;1,5)" . Dale bychom minimalizovali
funkci gs(a) = f(x% — o - VF(x2)) = f(—0,75;1,5 + 0,3750), atd.



Vicerozmérna optimalizace - newtonovské metody

Podobné jako v jednorozmérném pripadé v newtonovskych metodach funkci
f(x) aproximujeme pfi pfechodu z bodu xi kvadratickou funkci, tedy
Taylorovym polynomem

To(X) = f(xi) + V(X)) " - (X —Xic) + 2 (X — %) T - H(Xi) - (X — Xi)
a zapiSeme podminku pro stacionarni bod V T>(x) = 0, neboli

Vixk) " + H(Xk) - (x — xx) = 0.
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Vixk) " + H(Xk) - (x — xx) = 0.

Dalsi iteraci xk, 1 dostaneme jako feseni této soustavy.

Xk+1 = Xk — H(Xk)_1 o Vf(Xk)

Pokud startujeme daleko od minima, je kvadraticka aproximace nepresna a
Hessova matice mize byt singularni nebo negativné definitni. Newtonova
metoda pak nefunguje nebo vede k maximu. Proto se pouzivaji modifikace

Newtonovy metody, napfiklad Levenberg - Marquardtova metoda nebo trust
region algoritmus.



Newtonovské metody - pfiklad

Hledejte minimum funkce f(x1,X2) = —12X + 4x2 + 4x% + 4x; X, pomoci

Newtonovy metody . Proved'te prvni iteraci z bodu x° = (0,0)7 .
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Nalezli jsme presné bod optima.



Vicerozmérna optimalizace - metoda sdruzenych

smérl

Metody sdruzenych (konjugovanych) smért byly vyvinuty proto, aby urychlily
konvergenci gradientnich metod a vyhnuly se potizim spojenym s modifikaci
Newtonovy metody. Nejprve uved'me definici:

Definice: Vektory sy, ...,Sp jsou konjugované vzhledem k symetrické matici
Qtehdy, kdyzplati s/ - Q-5=0, V1 <i,j<p, i#]
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Pokud funkci f(x) optimalizujeme postupné ve smérech sy, ..., Sp
konjugovanych vzhledem k Hessové matici H, pro kvadratické funkce mame
zajisténu konvergenci pro p = n . Pro nekvadratické funkce je nutné metodu
nejpozdéji po n + 1 krocich nastartovat znovu. Metoda bohuzel neni
konstruktivni, nefikd, jak sdruzené sméry urcit. V pfipadé, Zze se sméry
generuji z gradientl a dosavadniho sméru pohybu, dostaneme modifikaci
znamou jako metoda sdruzenych gradientd. Dal§i modifikaci je metoda
paralelnich te¢en, PARTAN.



Metoda sdruzenych sméru - priklad

Hledejte minimum funkce f(x1,X2) = —12X + 4x2 + 4x% + 4x; X, pomoci
metody konjugovanych smeérd. Provedte prvni dvé iterace z bodu
x® = (1,1)T ajako vychozi smér vezméte s; = (1,0).
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je minimalni pro o = -3, takze x' = (—$,1)".
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Hledejte minimum funkce f(x1,X2) = —12X + 4x2 + 4x% + 4x; X, pomoci
metody konjugovanych smeérd. Provedte prvni dvé iterace z bodu

X% = (1,1)T ajako vychozi smér vezméte s; = (1,0).
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ResSeni: Hessova matice je H = 48 ) Smérs, = (a,b)' je sdruzeny s
s1 vzhledem k matici H pokud s¢ - H- s = 8a+ 4b = 0. To je splnéno

napriklad proa=1, b= -2.

Zatneme minimalizaci z x° ve sméru s1: g1(a) = f(1 + o, 1) = 12a + 4a?, coz
je minimalni pro o = -3, takze x' = (—$,1)".

Pokratujeme minimalizaci z x' ve sméru s;:

9(a) = f(—=% +a,1 —2a) =9 + 12a + 1242, coz je minimalni pro o = — 3,
takze x2 = (—1,2)T . Nalezli jsme pfesné optimum funkce.



Vicerozmérna optimalizace - kvazi-newtonovské

metody a Gauss-Newtonova metoda

Kvazi-newtonovské metody jsou gradientni metody, které lezi nékde mezi
metodou nejrychlejSiho spadu a Newtonovou metodou a snazi se vyuzit
prednosti obou metod. Gradientni metody maji zaru¢enou konvergenci a
Newtonova metoda v okoli optima konverguje rychle. Newtonova metoda ale
vyZaduje vypoCet Hessovy matice, respektive jeji inverze. Aproximujeme-li
tyto matice na zakladé dat z jednotlivych kroku iteraCniho algoritmu,
dostaneme metodu Broydena, Fletchera, Goldfarba a Shannoa (BFGS) nebo
metodu Davidona, Fletchera a Powella (DFP).
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Gaussova-Newtonova metoda feSi problém minimalizace kritéria ve tvaru
nejmensich &tvercd nelinearni funkce.
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metody a Gauss-Newtonova metoda

Kvazi-newtonovské metody jsou gradientni metody, které lezi nékde mezi
metodou nejrychlejSiho spadu a Newtonovou metodou a snazi se vyuzit
prednosti obou metod. Gradientni metody maji zaru¢enou konvergenci a
Newtonova metoda v okoli optima konverguje rychle. Newtonova metoda ale
vyZaduje vypoCet Hessovy matice, respektive jeji inverze. Aproximujeme-li
tyto matice na zakladé dat z jednotlivych kroku iteraCniho algoritmu,
dostaneme metodu Broydena, Fletchera, Goldfarba a Shannoa (BFGS) nebo
metodu Davidona, Fletchera a Powella (DFP).

Gaussova-Newtonova metoda feSi problém minimalizace kritéria ve tvaru
nejmensich &tvercd nelinearni funkce.

Na zaveér jesté podotknéme, ze metody obecné nejsou globalné konvergentni,
doporucuje se tedy optimalizaci spustit vicekrat z riznych po¢atecnich bodu.
Stale jsou vyvijeny nové algoritmy, z modernéjSich metod mizeme zminit
simulované zihani, genetické algoritmy, tabu search, atd.
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