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Derivačńı vzorce

(C )′ = 0 (arcsin (x))′ =
1√

1− x2

(xn)′ = n · xn−1 (arccos (x))′ = − 1√
1− x2

(ex)′ = ex (arctg (x))′ =
1

1 + x2

(ax)′ = ax · ln (a) (arccotg (x))′ = − 1

1 + x2

(ln (x))′ =
1

x
(cotg (x))′ = − 1

sin2 (x)

(loga (x))′ =
1

x · ln (a)
(tg (x))′ =

1

cos2 (x)

(sin (x))′ = cos (x) (cos (x))′ = −sin (x)
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Derivačńı pravidla

(C · f )′ = C · f ′

(f + g)′ = f ′ + g ′

(f − g)′ = f ′ − g ′

(f · g)′ = f ′ · g + f · g ′(
f

g

)′
=

f ′ · g − f · g ′

g2

(f (g))′ = f ′ (g) · g ′

(f g )′ =
(
eg ·ln(f )

)′

Lukáš Kokrda Derivace 2



Interpretace významu prvńı derivace

Hodnota derivace funkce v bodě reprezentuje rychlost změny
hodnoty v bodě.

Zkráceně monotonnost funkce v bodě a:

f ′(a) > 0, funkce je v bodě a rostoućı
f ′(a) < 0, funkce je v bodě a klesaj́ıćı
f ′(a) = 0, bod a je stacionárńım bodem funkce

f ′(a) je směrnićı tečny funkce v bodě a

Monotonnost funkce urč́ıme řešeńım nerovnic:

f ′(x) > 0, urč́ıme množinu na které je funkce rostoućı
f ′(x) < 0, urč́ıme množinu na které je funkce klesaj́ıćı
f ′(x) = 0, urč́ıme množinu na které je funkce stacionárńı

Z p̌redchoźıch nerovnic nejčastěji řeš́ıme jen jednu z variant,
zbylé p̌ŕıpady vyplynou automaticky.
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f ′(a) = 0, bod a je stacionárńım bodem funkce
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Řešený p̌ŕıklad

Rozhodněte o monotonnosti funkce f (x) = e−x
2

Postup:

I. určit f ′(x)

f ′(x) =
(
e−x

2
)′

= e−x
2 ·
(
−x2

)′
= e−x

2 · (−2x)

II. řešit jednu z nerovnost́ı (nap̌r. f ′(x) > 0)

e−x
2 · (−2x) > 0 ⇒ −2x > 0 ⇒ x < 0

Funkce je rostoućı na intervalu (−∞; 0).

III. Dǒrešit zbylé p̌ŕıpady
Funkce je klesaj́ıćı na intervalu (0;∞).
Funkce má stacionárńı bod v bodě 0.
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Řešený p̌ŕıklad
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Rozhodněte o monotonnosti funkce f (x) = e−x
2

Postup:
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Funkce je rostoućı na intervalu (−∞; 0).
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Funkce je klesaj́ıćı na intervalu (0;∞).
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Vsuvka
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Vsuvka

f (x) =
1

σ
√

2π
e
−

(x − µ)2

2σ2
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Určováńı lokálńıch extrémů funkćı

”
Charakter“ extrému

lokálńı
globálńı

Globálńı extrémy nelze elegantně nalézt!

Lokálńı extrém, podežrelý bod f ′(x) = 0

Typ extrému

minimum
maximum

Určeńı typu lokálńıho extrému

minimum f ′′(x) > 0
maximum f ′′(x) < 0
neńı jednoznačné
existuje lepš́ı způsob určeńı

a - glob. min.

b - neex. glob.
max.

c - lok. max.

d - lok. max.
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minimum
maximum
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existuje lepš́ı způsob určeńı
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Řešený p̌ŕıklad 1.

Nalezněte všechny lokálńı extrémy funkce f (x) = x3− 3x2− 9x − 2

I. Nalézt f ′(x)

f ′(x) = 3x2 − 6x − 9

II. Nalézt f ′(x) = 0

3x2−6x−9 = 0 ⇒ x2−2x−3 = 0 ⇒ (x−3)(x+1) = 0

x1 = −1, x2 = 3

III. Nalézt f ′′(x)
f ′′(x) = 6x − 6

IV. Určit hodnotu f ′′(x1) a f ′′(x2)

f ′′(−1) = 6(−1)− 6 = −12, f ′′(3) = 6 · 3− 6 = 12

x1 lokálńı maximum, x2 lokálńı minimum

Lukáš Kokrda Derivace 2
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III. Nalézt f ′′(x)
f ′′(x) = 6x − 6
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IV. Určit hodnotu f ′′(x1) a f ′′(x2)

f ′′(−1) = 6(−1)− 6 = −12, f ′′(3) = 6 · 3− 6 = 12
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III. Nalézt f ′′(x)

f ′′(x) = 6x − 6
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Nalezněte všechny lokálńı extrémy funkce f (x) = x3− 3x2− 9x − 2
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Lukáš Kokrda Derivace 2
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Řešený p̌ŕıklad 2.

Nalezněte všechny lokálńı extrémy funkce
f (x) = x5 − 5x4 − 20x3 + 5

I. Nalézt f ′(x)

f ′(x) = 5x4 − 20x3 − 60x2

II. Určit monotonii funkce

5x4−20x3−60x2 > 0 ⇒ 5x2(x2−4x−12) = 0 ⇒ 5x2(x−6)(x+2) > 0

Funkce je rostoućı na intervalu (−∞,−2) ∪ (6,∞)
Funkce je klesaj́ıćı na intervalu (−2, 0) ∪ (0, 6)

Bod −2 je lokálńım maximem (funkce do −2 roste, za −2 klesá)
Bod 6 je lokálńım minimem (funkce do 6 klesá, za 6 roste)
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Řešený p̌ŕıklad 2.
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II. Určit monotonii funkce

5x4−20x3−60x2 > 0 ⇒ 5x2(x2−4x−12) = 0 ⇒ 5x2(x−6)(x+2) > 0
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Funkce je rostoućı na intervalu (−∞,−2) ∪ (6,∞)
Funkce je klesaj́ıćı na intervalu (−2, 0) ∪ (0, 6)
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Bod 6 je lokálńım minimem (funkce do 6 klesá, za 6 roste)
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Aproximace funkćı

Historicky byla poptávka po zjednodušeńı výpočtu hodnot
složitých funkćı v okoĺı známých hodnot

Za t́ımto účelem vznikly aproximačńı polynomy

Nap̌ŕıklad tečna funkce v bodě a (alternativně x0)

f (x) ≈ f ′(a) · (x − a) + f (a)

Vyš̌śı aproximačńı polynomy se určuj́ı Taylorovým polynomem

Pokud by nás zaj́ımal jen p̌ŕır̊ustek na tečně, pak mluv́ıme o
diferenciálu

df = f ′(a) · (x − a)
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Diferenciál

f (x) ≈ f ′(x0) · (x − x0) + f (x0)

dx = x − x0 df = f ′(x0) · dx
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Když tečna nestač́ı - graficky

T1(x) = 1
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Když tečna nestač́ı - graficky

T2(x) = 1− x2

2
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Když tečna nestač́ı - graficky

T4(x) = 1− x2

2
+

x4

24
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Když tečna nestač́ı - graficky

T6(x) = 1− x2

2
+

x4

24
− x6

720
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Když tečna nestač́ı - graficky

T8(x) = 1− x2

2
+

x4

24
− x6

720
+

x8

8!
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Když tečna nestač́ı - graficky

T10(x) = 1− x2

2
+

x4

24
− x6

720
+

x8

8!
− x10

10!
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Taylor̊uv polynom - aneb když tečna nestač́ı

Nejlepš́ı aproximačńı metoda

Poťrebujeme znát:

Funkci - f (x)
Sťred polynomu - x0

Stupeň aproximačńıho polynomu - n

Vzorec:

Tn(x) = f (x0) +
n∑

i=1

f (i)(x0)

i !
(x − x0)i

f (i)(x0) - hodnota i-té derivace funkce v bode x0

T1(x) = f (x0) +
f ′(x0)

1!
(x − x0)1

T3(x) = f (x0)+
f ′(x0)

1!
(x − x0)1+

f ′′(x0)

2!
(x − x0)2+

f ′′′(x0)

3!
(x − x0)3
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Řešený p̌ŕıklad

Určete T3 funkce f (x) = arctg(x) se sťredem v 0.

I. Výpočet f ′(x)

f ′(x) = (arctg(x))′ = 1
1+x2 =

(
1 + x2

)−1

II. Výpočet f ′′(x)

f ′′(x) =
((

1 + x2
)−1
)′

= −
(
1 + x2

)−2 · 2x

III. Výpočet f ′′′(x)

f ′′′(x) = 2
(
1 + x2

)−3 · 2x · 2x −
(
1 + x2

)−2 · 2
IV. Dosazeńı f (0) = 0, f ′(0) = 1, f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = −2

V. Dosazeńı do vzorce

T3(x) = 0 +
1

1!
· (x − 0) +

0

2!
· (x − 0)2 +

−2

3!
· (x − 0)3
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II. Výpočet f ′′(x)

f ′′(x) =
((

1 + x2
)−1
)′

= −
(
1 + x2

)−2 · 2x
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IV. Dosazeńı f (0) = 0, f ′(0) = 1, f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = −2
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Řešený p̌ŕıklad - graficky

T3(x) = x − 1

3
· x3
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