11. seminar:

Nelinearni optimalizace s omezenim ve tvaru rovnosti i
nerovnosti (Lagrangeovy multiplikatory, KKT podminky)

Priklad 1: Uvazujte optimalizacni problém firmy, kterda ma k dispozici dva
vyrobni faktory (Fi, F5) s jednotkovymi cenami w; = 2 K¢ a ws = 3 K¢ a rozho-
duje se, jak s pomoci téchto vyrobnich faktoru co nejlevnéji vyrobit pozadované
mnozstvi produktu ¢ = 10. Vyprodukované mnozstvi produktu se tidi Cobb-
Douglasovou produkéni funkei s exponenty % a % pro mnozstvi vyrobnich faktoru

F1 a FQ.

a) zapiSte matematicky model 1lohy
b) feste jako jednorozmérnou ilohu bez omezeni

c¢) Teste pomoci Lagrangeovych multiplikatoru, ovérte i podminky 2. fadu

Piiklad 2: Uloha o rozdélenf spotteby v case:

Predpokladejme, ze chceme maximalizovat uzitek ze spotieby béhem dvou ob-
dobi, ve kterych mame piijmy [; a [y, pficemz nespotiebované prostredky
z prvniho obdobi muzeme ziroc¢it s drokovou mirou r. Uzitkova funkce se
predpoklada ve tvaru U(Cy, Cy) = u(Ch) + - u(Csy), kde 5 € (0,1) je koeficient
vyjadiujici subjektivni preferenci soucasné spotieby pired spotifebou budouci.

a) Sestavte Lagrangeovu funkci a zapiste podminky prvniho fadu, jako proménné
pritom uvazujte C, Cy, S7 a jako omezujici podminky rozpoctova omezeni
v jednotlivych obdobich.

b) Najdéte feseni podminek, predpokldddme-li uzitkovou funkci ve tvaru

u(C) = InC

Priklad 3: Vyfteste tkoly 1,2 a 3 ze soutézniho piikladu MUESu, jehoz kom-
pletni zadéni i s feSenim naleznete v u¢ebnich materidlech ISu: soubor soutéz.pdf
(pouzito s laskavym soulasem M. Kvasnicky)

a) Predpokladejme, ze Milton Friedman vlastni domecek, kde bydli. V domecku
mé samoziejme i vodovod, takze spotfebovava vodu (na piti, myti, do



bazénu apod.) a ostatni statky. Friedman ma roéni piijem M dolaru. Déle
vime, Ze jeho preference je mozné popsat indiferenc¢ni kiivkou

U=vVW+VC

kde W je jeho spotieba vody ve vhodnych jednotkach, C' je jeho spotieba
ostatnich statki (opét ve vhodnych jednotkéch) a U je ¢islo indiferencni
kiivky, kterou mu dany spotiebni koS zajisti. Predpokladejme déle, ze jed-
notky, ve kterych je po¢itana voda i ostatni statky, jsou zvoleny tak vhodné,
ze cena jednotky vody i jednotky ostatnich statku je pravé 1 dolar. Zjistéte,
kolik vody a kolik ostatnich statku bude Milton Friedman spotiebovavat.

b) Po néjaké dobé bylo Friedmanovi v jeho domé smutno. Proto pozval dalsi
dva ekonomy, aby bydleli s nim. (Jména téchto panu byla Keynes a Marx.)
Domecek mél vSak pouze jeden vodomér. Protoze panové byli tii, rozdélili
vzdy poplatky za vodu rovnym dilem. Predpokladejme, ze Keynes s Marxem
spotiebuji kazdy konstantni mnozstvi vody — praveé tolik vody, kolik spotiebovaval
Friedman, dokud bydlel v domecku sam (protoze Friedman je bezesporu
raciondlni, spotiebovaval pravé optimalni mnozstvi vody). Kolik bude za
téchto okolnosti spotiebovavat Milton Friedman vody a kolik ostatnich
statku?

¢) V minulém piipadé jsem vam ovsem trosku lhal: Keynes s Marxem samoziejmeé
nespotiebovavaji konstantni mnozstvi vody. I oni jsou celkem racionalni
(aspon kdyz se staraji o vlastni uzitek), a tak kupuji takové mnozstvi vody
a ostatnich statku, aby maximalizovali svij uzitek (jsou to ekonomové!).
Kazdy z nich méa stejné preference a piijem jako Friedman. Kolik tedy
bude (v rovnovéaze) spotiebovéavat kazdy z ekonomu vody a kolik ostatnich
statki, jestlize si budou deélit naklady na vodu rovnym dilem?

Priklad 4: Je treba pripravit plan vyroby pro vyrobni linku, na které je mozno
vyrabét pét typu vyrobku, pfitom je tfeba dodrzet néasledujici podminky:

e Vyrobni naklady nesméji presdhnout 1090 K¢.

e Vyrobek patého typu je pouzivan pro kompletaci vSech ostatnich typu
vyrobku a alespon 10 kusu je ho potfeba vyrobit navic jako nahradni dily.

e Vyrobku druhého typu je potieba vyrobit o 4 kusy vice nez vyrobku ¢tvrtého
typu.

e Trzby za prodané vyrobky zaviseji na prodaném mnozstvi, pri vétsim prodeji
mohou byt jednotkové trzby nizsi podle funkei uvedenych v nasledujici tab-
ulce.



mnozstvi vyrobku typu 1-5 V1 V2 V3 V4 V5
jednotkové vyrobni naklady ) 5 6 ) 2
trzby 57-0,03.V1 | 82-0,05.V2 | 84-0,05.V3 | 62-0,04.V4 | 12

Kolik vyrobku jednotlivych typu by méla vyrobni linka v nédsledujicim obdobi

vyrobit, aby bylo dosazeno maximalnich trzeb?

a) Sestavte matematicky model problému

b) Sestavte Lagrangeovu funkci

)
)

c¢) Sestavte Kuhn-Tuckerovy podminky
)

d) Najdéte feseni problému pomoci MS Excelu




