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Prednasky

Sobota 17.9. 16:00-19:50, P201
Sobota 8.10. 12:00-15:50, P103

Patek 9.12. 16:00-19:50, P304

Pokud mate jakykoliv dotaz k Eemukoliv b&éhem hodiny, rovnou
se ptejte, neCekejte s dotazy.

V obdobi mezi pfednaskami se ocekava, ze si projdete
probranou latku. S pfipadnymi dotazy se na mne mizete
obratit na email, Teamsy, pfipadné na zacatku nasledujici
hodiny.
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Termin Cas Mistnost
R
R+0
0

Den

> Prosim zapisujte se idealné uz na prvni termin, aby jste mohli

pIné vyuzit i terminy opravné (pfi pfipadném nelspéchu).

40> «Fr « > « Q¥

it
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Pozadavky pro Gspésné ukonceni

Podrobnéji ve Studijnich materidlech v 1Su, slozka Organizaéni
pokyny.

Odevzdani vsech 5ti odpovédnikii béhem semestru (online).
1. odpovédnik: 19.9.-2.10.
2. odpovédnik: 10.10.-23.10.
3. odpovédnik: 31.10.-14.11.
4. odpovédnik: 14.11.-28.11.
5. odpovédnik: 5.12.-19.12.

Odevzdani odpovédniki = pripusténi ke zkousce.

Az 5 bodti za odpovédnik (body v pozndmkovém bloku v ISu).
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» Zkouska pisemna ¢ast (60b) na 90 minut, Gstni ast
dobrovolné (az 10b na zlepseni znamky).

» Hodnoceni:

F - do 40ti boda,

E - 40 - 50 (bez) bodua,
D -50- 60 (bez) boda,
C - 60 - 70 (bez) boda,
B - 70 - 80 (bez) bodu,
A - 80 bodu a vice.
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Jakeékoli opisovani, zaznamenavani nebo vynaseni testd, pouzivani
nedovolenych pomiticek jakoZ i komunikacnich prostfedkil nebo jiné
naruSovani objektivity zkousky (zapoctu) bude povazovano za
nesplnéni podminek k ukon&eni predmétu a za hrubé poruseni
studijnich predpisti. Nasledkem toho uzavfe vyuCujici zkousku
(zapocet) hodnocenim v ISu znamkou "F"a dékan zahaji
disciplinarni fizeni, jehoZz vysledkem mize byt az ukonceni studia.
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» 1. blok
> Vyrokova logika
> Matice
> Linearni nezavislost
> Determinanty a inverzni matice
> Soustavy linearnich rovnic
> 2. blok

> Vlastni Cisla a vektory
» Funkce a limity

> Derivace
> 3. blok
> Optimalizace funkce jedné proménné

» Funkce dvou proménnych

> Neurcity a urcity integral

A
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Dalsi literatura je uvedena v informacich o predmétu.
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Vyrokova logika - vyrok

Logika - véda, kterd se zabyva usuzovanim, pravdivosti,
dokazatelnosti a vyvratitelnosti.

,Cislo 6 je délitelné 3 a zaroven 4."
Vyrok: kazda oznamovaci véta, u které lze urcit pravdivost.

»Jablko je ovoce” (pravdivy vyrok).

,Cislo 8 je prvocislo” (nepravdivy vyrok).’

,ESF je nejlepsi fakulta na svété” - NENI vyrok.
Atomicky vyrok: nejjednodussi vyrok.

,Cislo 6 je délitelné 3."

,Cislo 6 je délitelné 4."
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Vyrokova logika - spojky

Vyrokové spojky:
konjunkce - ,,a" - ,a soucasné”,
disjunkce - ,,nebo",
implikace - ,jestlize ... pak",
ekvivalence - ,,pravé tehdy, kdyz" - ,tehdy a jen tehdy, kdyz",
negace.

Snédl jsem jablko. Snédl jsem hrusku.

Snédl jsem jablko a hrusku. (konjunkce)

Snédl jsem jablko nebo hrusku. (disjunkce)

Jestlize jsem snédl jablko, pak jsem snédl i hrusku. (implikace)
Snédl jsem jablko pravé tehdy, kdyz jsem snédl hrusku.
(ekvivalence)

Nesnéd| jsem jablko. (negace)
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Vyrokova logika - formule

Formule: slozeni atomickych vyroka pomoci spojek.
> Vyse uvedené priklady jsou formule.
> Vyroky znacime pomoci velkych pismen.

A »Snéd| jsem jablko,"
B ... ,Snédl jsem hrusku.”
A A B, (konjunkce)
AV B, (disjunkce)
A = B, (implikace)
A & B, (ekvivalence)
—A. (negace)
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> Pravdivost:

> atomicky vyrok plati — pravdivost 1,

> pro formule viz tabulka nize

> atomicky vyrok neplati — pravdivost 0,

A

a
u]
v
a
v
a
it
v
a
it
v
it



Vyrokova logika - pravdivost

A<-c(T,T,F,F);B<-¢(T,F,T,F)

A& B

AlB

imp<-function(A,B){!A | B}

imp(A,B)

eqv<-function(A,B){(A& B)|('A & IB)}
eqv(A,B)

] (=] =

nax
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> Negace

»2,1011




Vyrokova logika - pravdivost

Napiste pravdivostni tabulku pro formuli A = (B A =(AV B)).
A B AVB —(AVB) BA-(AVB)

1 1 1 0 0
1 0 1 0 0
0 1 1 0 0
0 O 0 1 0
A= (BA—(AVB))

= = O O

Tautologie, kontradikce.

] (=] =
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Vyrokova logika - priklady

Pan Spock kazdé pondéli, atery a stfedu lze, kdezto pan Dat |ze ve
ctvrtek, patek a v sobotu. V ostatni dny mluvi chlapci pravdu.
Jednou se oviem potkali a probéhl nasledujici rozhovor:

Pan Spock: ,Véera jsem lhal.”
Pad Dat: ,Jo, ja taky.”
Ktery je den?
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Vyrokova logika - priklady

Pan Spock kazdé pondéli, atery a stfedu lze, kdezto pan Dat |ze ve
ctvrtek, patek a v sobotu. V ostatni dny mluvi chlapci pravdu.
Jednou se oviem potkali a probéhl nasledujici rozhovor:

Pan Spock: ,Véera jsem lhal.”

Pad Dat: ,Jo, ja taky.”
Ktery je den?

Spos ‘ Pravda Lez

Dat
Pravda X X
Lez Ctvrtek X

Martin Chvatal
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Vyrokova logika - priklady

Bylo zjisténo, Zze:

Ze tridy byla ukradena tfidni kniha. Podezreli jsou Antonin, Barbora a Cyril.

V dobé kradeze nebyl ve tfidé Antonin nebo tam nebyla Barbora.

Pokud v dobé kradeze nebyla ve tfidé Barbora, nebyl tam ani Antonin.
Cyril byl ve tridé pravé tehdy, kdyz tam nebyl Antonin.
Pachatel byl v dobg& kradeze ve tfidé sam.

U koho ma ucitel tridni knihu hledat?

Martin Chvatal
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Vyrokova logika - priklady

Ze tridy byla ukradena tfidni kniha. Podezreli jsou Antonin, Barbora a Cyril.
Bylo zjisténo, Zze:
V dobé kradeze nebyl ve tfidé Antonin nebo tam nebyla Barbora.
Pokud v dobé kradeze nebyla ve tfidé Barbora, nebyl tam ani Antonin.
Cyril byl ve tridé pravé tehdy, kdyz tam nebyl Antonin.
Pachatel byl v dobg& kradeze ve tfidé sam.

U koho ma ucitel tridni knihu hledat?

A B C -AV-B -B=-A C&-A
1 0 O 1 0 1
0 1 0 1 1 0
0 0 1 1 1 1
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Kvatifikatory

'/ Pro vSechny - Vx € (—2,5) : |x]| < 6.
- Existuje - 3x € (—2,5) : |x| < L.
Negace

» a(Vx:A) e Ix oA

o (3x:A) e Vx oA

Definice limity L v bodé a

Ve>030>0:Vxe€O,:|x—al<d=|f(x)—L|<e.

=] =

A



Matice

dvojrozmérné obdélnikové pole &i tabulka Cisel, které chapeme
jako jeden objekt
matice A o0 rozméru m X n:

ai

a1
an1
A=

... dip
ano . azn

dml  dm2

.e. amn
Matice A o rozméru 2 X 3 :

A:(l 0 1)
T e

V2

Martin Chvatal
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Zapiste matici 2 x 2 zadanou prvky a; = i +j — 1.

A



Matice

Zapiste matici 2 x 2 zadanou prvky ajj =i+ j — 1.
1 2
A= (2 3)

(A <- matrix(c(1, 2, 2, 3), 2)) ... po sloupeccich zadavame

Ctvercova matice: m = n.

fadkovy /sloupcovy vektor: m/n = 1.

Matice znaCime velkymi pismeny A B, ..

. a vektory malymi
pismeny x, X, X, ...

Martin Chvatal Matice



Operace s maticemi

ROVNOST: A = B, pokud maji stejny rozmér a prvky na
odpovidajicich si pozicich se rovnaji, tzn. a; = bj;.
SCITANI: A+ B = C, musi mit stejny rozmér a prvky na
odpovidajicich si pozicich seCteme/odecteme, tzn.

C,'J' = a,j + bU

NASOBENI SKALAREM: ¢ - A = B, viechny prvky
vynasobime danym &islem, tzn. b;; = c - aj;.

Naleznéte Cisla a, b, c € R, tak aby platila rovnost

(bic cj—l) :<—22 i)
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Operace s maticemi

ROVNOST: A = B, pokud maji stejny rozmér a prvky na
odpovidajicich si pozicich se rovnaji, tzn. a; = bj;.
SCITANI: A+ B = C, musi mit stejny rozmér a prvky na
odpovidajicich si pozicich seCteme/odecteme, tzn.

C,'J' = a,j + bU

NASOBENI SKALAREM: ¢ - A = B, viechny prvky
vynasobime danym &islem, tzn. b;; = c - aj;.

Naleznéte Cisla a, b, c € R, tak aby platila rovnost

(biccii):<f2i>

Reseni: a=2,c=3,b=1.
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Operace s maticemi

Méjme matiCe

A:(l ,

73
_225)B_<
Urcete 2A a 2A + B.

Martin Chvatal
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Operace s maticemi

Méjme matiCe

1 1 .
Urcete 2A a 2A + B.
2A = ( 2 2)

(2, ¢

9 5
2A+B_<_6 1)

Martin Chvatal

=]
Matice

na



A <- matrix(c(1,-2,1,2.5),2)
B <-matrix(c(7,-2,3,-4),2)
Nasobeni skalarem:

2*A

2*A + B

u]
@
1
n
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Operace s maticemi

NASOBENI DVOU MATIC: C = A- B, kde A, B je matice o

rozméru n X m, resp. m x | a matice C je rozméru n x /.
: . . T «m .
Prvky matice C vzniknou nasledovné: cjj = > ;" 4 ajk - byj.

3 1
A-Bz(

1-(=1)+1-(-2)+3-3 1-0+1-(—1)+3-1>
2:(-=1)+3-(=2)+4-3 2:0+3-(=1)+4-1
(2 3)

4 1

Martin Chvatal

[
Matice



A <- matrix(c(1,2,1,3,3,4),2)
B <- matrix(c(-1,-2,3,0,-1,1),3)
Maticové nasoben:

A %*% B
B %*% A

A



Operace s maticemi

asociativita: (A-B)-C=A-(B-C)

distributivita zprava: (A+ B)-C=A-C+ B- ()
distributivita zleva: A- (B+C)=A-B+A-C

je-liceR, pak (c-A)-B=A-(c-B)=c-(A-B)
obecn& NEPLATI komutativita A- B # B - A

(11 0 1
Je"'A_(s 4)38_(—1 2
aas(? ).

),pakA~B=(
5 7

—1

Martin Chvatal
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Jednotkova matice

Proredlna Cisla: a-1=a=1"a.
Oznaéeni: /. Ctvercova matice. Na hlavni diagonale jsou 1 a

vSude jinde 0.
100 - 0
010 - 0
| — 001 - 0
0 00O 1

>

I
N
s =
ol N
o W
~—
o

|
N
(SN
=)
~—

&

|
o o m
o~ o
= o o

Pak
hL-A=A-[; =A.
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Jednotkova matice

A <- matrix(c(1,4,2,5,3,6),2)

12 <- diag(2)

I3 <- matrix(c(1,0,0,0,1,0,0,0,1),3)

Musime nasobit matice ,,spravnych® rozmér:
12 %*% A

A %*% 13

Naopak dostaneme chybu:

I3 %*% A

A %*% 12

u]
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Transponovana matice

Prohodime sloupce a radky.
Oznaceni: AT nebo A’

1 4
A:(l 2 3>=>AT: 2 5
3 6

4 5 6

A <-matrix(c(1,4,2,5,3,6),2):(t(A))

Symetricka matice: A= AT,

— AT

1
A=1| 2
3

=N
o1~ W

A
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Linearni zavislost

Rekneme, ze vektory x1,X2, ..., X, jsou linedrné nezavislé,
jestlize rovnice

ajiXy +apxa+ -+ apx, =0

méa pouze trivialni feSeni, tzn. a1y = app =---=a,=0. V
opacném pfipadé fikame, Ze jsou vektory linedrné zavislé.

Linearni kombinace (leva strana), soustava rovnic

Méjme u = <g> V= (:f) . Zfejmé plati

o= () (-6 -0)

vektory u, v jsou linearné zavislé.

Martin Chvatal Matice



Obrazek: Linearné zavislé
vektory.

it
v
a
it
v
it

vektory.

Obrazek: Linearné nezavislé

A



> Pocet linearné nezavislych sloupcii/fadkd matice.
» Znacime h(A).

0 0
10
01

. Pak h(A) = 2, h(/) = 3.

A



Gaussova eliminaéni metoda

Elementarni Fadkové Gpravy:

> vynasobeni fadku nenulovym Cislem,

> prohozeni dvou radki,

> pricteni libovolného nasobku jednoho fadku k fadku jinému.
Dostavame ekvivalentni matice (nesou stejnou informaci co se
zavislosti tyce).

Upravime do schodovitého tvaru.

1 2 3 1 2 3 1 2 3
A=(114)~[0 -1 1)~[0 -1 1
2 0 6 0 —4 0 0 0 -4
= h(A) =3
A<-matrix(c(1,1,2,2,1,0,3,4,6),3)
library(pracma)
rref(A)

Martin Chvatal Matice



Determinant

Cislo, které piradime Etvercové matici, znacime det(A) nebo
Al

regularni matice: det(A) # 0

singularni matice: det(A) =0

matice 1 x 1: det(a) =|a| = a

matice2x2:det<a b>: 2 b‘:ad—bc

c d d

matice 3 x 3 :
ail d12 a3 ai1 d12 a3

det | ax1 ax ax3 | =|ax1 ax ax3| = airaxass +
a1 a32 as3 a1 a3 as3

d12a233831 + A13321a32 — a31322a13 — 332323311 — 333321312

Martin Chvatal Matice



> Sarrusovo pravidlo (pouze pro matice 3 x 3)

INFXRXC

/alz
><a23 (121 az2
@33 a31 @32

> |A] = |AT|

A




Determinant - Laplacetiv rozvoj

Snizi Fad matice pro vypocet determinantu.

|Al = >0 (—1)*a;|C;l, kde matice C;j vznikne z matice A
vynechanim j-tého fadku a j-tého sloupce.

Pro jednoduchost vybirame fadek Ci sloupec s nejvétsim
poctem 0.

Martin Chvatal Matice



Determinant - Laplacetiv rozvoj

0 1 -1 2
selia={ 1 ° 7 2 | pak podle druheho radku
0 2 -1 0
1 -1 2 0 -1 2
A = (=1)>*1-1-|-1 1 —1|+(=1)*>"2.0-]1 1 -1|+
2 -1 0 0 -1 0
0o 1 2 0 1 -1
(—=1**3.0-]1 -1 —-1|+(-1)**.2.]1 -1 1|=
0 2 0 0 2 -1

1+0+0+(-2) = -1

A <- matrix(c(0,1,1,0,1,0,-1,2,-1,0,1,-1,2,2,-1,0),4);(det(A))

] = =
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Determinant - Laplacetiv rozvoj

0 1 -1 2
Je-li A= 1 _01 (1) 1 , pak podle prvniho sloupce
0 2 -1 0
0 0 2 1 -1 2
Al =(-1)1*1.0-|-1 1 -—1|+(-1)>*t.1-|-1 1 —1|+
2 -1 0 2 -1 0
1 -1 2 1 -1 2
(-1)*t.1-10 0 2/+(-1)**t-0-l0 0 2
2 -1 0 -1 1 -1
0+1+(-2)+0=-1
[m] [ = =

it
O]
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Determinant - primy vypocet

Ma-li matice pod hlavni diagonalou samé 0, pak je
determinant roven soucinu prvkd na hlavni diagonale.

ain aw - ain
0 ax»n - an

A= . = |A| = a11 - a2 - ann
0 0 ann

Pomoci elementarnich radkovych aprav
vynasobeni fadku nenulovym Cislem = determinant danym
Cislem vydélim,
prohozeni dvou radkd = determinantu zménim znaménko,
pricteni libovolného nasobku jednoho radku k radku jinému
= determinant nezménim.

Martin Chvatal Matice



Determinant - primy vypocet

0 1 -1 2 1 0 2
1 0 2 0 1 -1 2
‘A|_1 -1 1 -1 |1 -1 1 -1
0 2 -1 0 0 2 -1 0
1 0 0 2 10 0 2
_ o1 -1 2y o1 -1 2
0 -1 1 =3 |00 0 -1
0 2 -1 0 00 1 -4
10 0 2
01 -1
=0 0 1 _4_1.1.1.(—1)_—1
00 0 -1

Martin Chvatal Matice



Inverzni matice

pro reélna ¢isla: a- 5 = a- al=1

P Ctvercovd matice
> regularni matice

.. (01 1 (0 1)
Je—I|A—(1 0),pakA =\ o)
01 -1
Vypocet inverzni matice k A = 10 .
1 2

2
1

;(solve(A))

Znacime AL, Definice: A 1. A=A-A1=1.

A <- matrix(c(0,1,1,1,0,2,-1,2,1),3);
Martin Chvatal
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Inverzni matice - Jordanova eliminacni metoda

Zapiseme rozsifenou matici a pomoci elementarnich fadkovych
Uprav ziskdme inverzni matici

(All) ~ -+~ (IJATY)

0 1 -1/1 00 10 2|0 10
10 2 010 ~ 01 -1{1 0 O ~
1 2 1001 1 2 1|0 01
10 2|0 1 O 1 0 2 0 1 0
01 -1{1 0 O ~ 01 -1/1 0 O ~
0 2 -1(0 -1 1 00 1 |-2 —-11
100 4 3 -2
01 0]-1 -1 1
0 01|]-2 -1 1

Ovérit.
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Adjungovand matice a inverze

Adjungovana matice: adj A =

+Cul ~| ool (il
B —|Ca +| G (—1)%*7| Canl
(1) Gl (=1)"2]Cpel (=1)""| Conl

kde matice Cj; vznikly z A vynechanim i-tého radku a j-tého

sloupce.
Inverzni matice: A~ = a‘dj‘r‘,
determinant musi existovat a byt riéizny od 0.

Martin Chvatal Matice



Adjungovana matice a inverze

01 -1
Méjme A = 1 0 2 . Nejprve spoctéme determinant a
1 2 1

poté adjungovanou matici.

Al=04+2+(-2)—0-0—1=—1
T

—4 41 42 —4 -3 42
adjA=| -3 +1 +1 = +1 +1 -1
+2 -1 -1 +2 +1 -1
Dohromady tedy
+4 +3 -2
Al=[ -1 -1 +1
-2 -1 +1

Martin Chvatal Matice



Maticovy zapis

Systém linedrnich rovnic:

aiixy +  anpx +  aimXm by
ax1 + anx + amxXm = b
anxy + amxe + ammXm = bn

Maticovy zapis daného systému:

dil1 d12 ... dadim X1

dp1 a»@ ... aym X2

dnl dn2 ... dnpm Xm
————

matice soustavy vektor neznamych

A-x=b

Martin Chvatal Systém linearnich rovnic
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Maticovy zapis

Uvazujme systém

2X1 aF 3X2 — X3 = 7,
x — 3 + x3 = 3
—x1 + 2x% — 3x3 = 1.

Pak maticovy zapis tohoto systému je

2 3 -1 X1 7
1 -3 1 x | =13
-1 2 -3 X3 1
74, X b

o [ = =

it
b)
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Gausova eliminac¢ni metoda

Prevedeme do maticového zapisu ... rozSifena matice soustavy.

Pomoci elementarnich fadkovych tprav prevedeme rozsirenou
matici soustavy do tvaru, aby pod diagonalou byly samé 0.

2 3 -1]|7 1 -3 13
(Aby~| 1 =3 1|3 |~ 2 3 -1|7 |~
1 2 -3|1 -1 2 -3]|1

1 -3 1|3 1 -3 13

0 9 3|1 |~ o124)~

0 -1 -2 0 9 3|1

1 -3 1 |3

0 -1 -2 |4

0 0 -—21|37

Martin Chvatal Systém linearnich rovnic



Gausova eliminac¢ni metoda

Prevedeme zpatky do soustavy rovnic a danou soustavu

vyresime.
x — 3% + x3 = 3
— X2 = 2X3 = 4
— 21x3 = 37
_ 37
X e —
3 71
37 10
:_4_2.(__>:__
=X 21 21
B 10) (37)_70
LS ( 21 o1) 21
[m] =P = =

it
b)
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Reseni soustavy rovnic:
A<-matrix(c(2,1,-1,3,-3,2,-1,1,-3),3)
b<-c(7,3,1)

x<-solve(A,b)

] (=] =

it
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Cramerovo pravidlo

Umozhuje pfimy vypocet soustavy linearnich rovnic (m = n):

_ A4
X1 = ‘A| )
_ A4
Xn = ‘An|>

kde matice A; vznikne z matice soustavy A nahrazenim i-tého
sloupce vektorem pravych stran.

2 3 -1
Al=|1 -3 1|=18-3-2+3-4+9=21
-1 2 -3

Martin Chvatal Systém linearnich rovnic



Cramerovo pravidlo

7 3 -1
Ail=[3 -3 1|=63+3-6-3—-14+27=70
1 2 -3
7 -1
Asl=|1 3 1|=-18—-7-1-3-2421=-10
-1 1 -3
3 7
As]=|1 -3 3/=-—6-0+14—21—-12—3=-37
-1 2 1
37 10 70

ﬁ’ Xo = _ﬁ’ X1 = ﬁ

] (=] =
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Determinant

Co kdyz |A| = 0?

Pro systém
+

X y 2
je determinant matice soustavy

=1

1 1

‘_1 ' —o.
|A| = 0 znadi, ze jsou jednotlivé rovnice (fadky matice) na
sobé linearné zavislé.

Martin Chvatal
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Pocet reSeni soustavy rovnic
Pravé jedno feseni:

> h(A) = h(A|b) = n.

> pocet linedrné nezavislych rovnic = pocet neznamych,

Nekone&né& mnoho resent:

> pocet linedrné nezavislych rovnic < pocet neznamych,
> h(A) = h(A|b) < n.
Zadné fesent:

> kdyz dojdeme ke "sporu",
> h(A) < h(A|b).

Systém

+ =
+

y 2
y = 3

X
X

zfejmé nema zadné resSeni.

Martin Chvatal
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> Definice: Jestlize pro nenulovy vektor v a realné Cislo \ plati

A-v=)\v,
pak v nazyvame viastni vektor a \ vlastni ¢islo k matici A
> Postup
Av—iv=0
(A=X)-v=0
det(A—X)=0
I
A1, A2, Ap
(A= Xl)-v=0
)
Vi,V2,...,Vp

A

v
v
v
v
‘ :



Vlastni Cisla, vlastni vektory

Najdéte vlastni Cisla a vlastni vektory matice A = <

: o)
a-x=[*3* = @-n-en-3

=X —4x+3=(1-3)(A-1)=0
= AM=3 =1
1

w3 3)()=0)=vw=0)
(3 7)) =) =w=(5)

=] [
Systém linearnich rovnic
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Vlastni Cisla, vlastni vektory

A<-matrix(c(4,3,-1,0),2)

eigen(A)

eigen(A)$values

eigen(A)$vectors

Vlastni vektor je libovolny nasobek:
eigen(A)$vectors[,1]/eigen(A)$vectors[1]
eigen(A)$vectors[,2]/eigen(A)$vectors[3]

] (=] =
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Funkce

B
adéla

jana

tereza

iva

veronika

barbora

Funkci f : A — B nazyvame pravidlo/predpis, ktery prvkiim z
mnoziny A pfifadi nejvySe jeden prvek z mnoziny B.

Mnozinu prvkdl z A, které se na néco zobrazi nazyvame
definiéni obor D(f) = {adéla, iva, veronika, barbora}.

Mnozinu prvkii z B, na které se néco zobrazi nazyvame obor

hodnot H(f) = {kolecko, obdélnik, pétiahelnik, srdce}.
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Funkce

Funkci zadavame predpisem, tabulkou, vyctem prvka.
Realna funkce realné proménné: A= B = R.
Zadavame predpisem: y = f(x).

3
2

1

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Obrazek: Funkece f : y = /x, D(f) = (0,00), H(f) = (0, 00)

plot(function(x) sqrt(x), xlim=c(-1,9), col="red", lwd = 3,
[l

ylab="y", main = "y=sqrt(x)")

o T} = = A
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Funkce - defini¢ni obor

Citatel :
jmenm .. .JmenOVatel # 0

X/argument ...argument >0

log(argument) ...argument > 0

Urcete definiéni obor funkce f: y = \/# Mame tu dvé

problémové funkce . ..zlomek a odmocninu. Nejprve se podivame
na zlomek. Tedy ve jmenovateli nesmi byt 0. Resime rovnici

(x—1)2-1=0
(x-12—-1=0
(x—1P=1

X1=2, X2=0

Tedy v definicnim oboru nesmi byt body 0 a 2.
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Funkce - defini¢ni obor

Dale pod odmocninou nesmi byt zaporné Eislo, tzn. feSime nerovnici

(x-12-1>0

(x—1)>>1
x>2Ax<0

Dohromady mame D(f) = (—o00,0) U (2,00) =R\ (0,2). Jelikoz
je v tomto prikladé ve jmenovateli zlomku pouze dana odmocnina,
mohli jsme to poéitat najednou, jako (x —1)2 —1 > 0.

Martin Chvatal
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Funkce, parita

Rekneme, ze funkce f je suds, jestlize D(f) je symetricky
podle 0 a f(—x) = f(x).

Rekneme, Ze funkce f je licha, jestlize D(f) je symetricky
podle 0 a f(—x) = —f(x).

Rozhodnéte o parité funkci f(x) = % ag(x)= ’fj_%l.
D(f) =R\ {0}

—x)?+1 x*+1 x> +1 C
f(_X):((_)X)3 =TT T T3 = —f(x) = f je licha

D(g) =R\ {—3} = g neni ani suda ani licha

] (=] =
Martin Chvatal Diferencialni pocet
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> suda - graf osové symetricky podle osy y

> licha - graf stfedové symetricky podle pocatku

e
\5

Obrazek: Funkce y = % je suda. Obréazek: Funkce y = % je licha.

40> «Fr « > « > Qv



b Znalime f_l(x).

» Definice: f(f1(x)) = f}(f(x)) = x.
> Existuje pouze pro prosté funkce (stale rostouci ¢i stale

klesajici).

» Grafy f a f~1(x) jsou osové symetrické podle osy y = x.

/

Y
o)

y =X

Obrazek: Funkce y = €* je inverzni k y = In(x) a naopak.

«O> «Fr <= <
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Funkce, inverzni funkce

Urcete inverzni funkci k funkci f : y = x® + 1.

flix=y>+1
x—l:y2
Vx—1=ly|
y=+vx—-1

Funkce f neni prosta = neexistuje inverze. Pokud bychom do
zadani pridali definiéni obor (0,00), pak by f~1 :y = /x — 1.
D(f) = H(f?)
H(f) = D(f™)

] (=] =
Martin Chvatal Diferencialni pocet
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Funkce, limita

Limita - zkoumame chovani funkce v okoli uréitého bodu

> v daném bodé spojita/definovand — funkéni hodnota
> jinak limita - ,,nekonecné priblizeni"

x | 1 0,1 001 0 -001
snx 110.8415 0.9983  0.9999

-0,1 -1
0.9999 0.9983 0.8415
sin x

im — =1
x—0 X

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé xg limitu L, jestlize

Ve > 035 >0:Vx € R plati: [x —xp] < = |f(x) — L| <e.
Znaéeni: lim f(x) = L.
X—>X0

Martin Chvatal
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» K bodu se mizeme blizit zleva ( lim f(x)) nebo zprava
x—rxg
( lim f(x))
X=Xy
f(x) =

x2—1 x <0

0 X =
—x24+1
>

x>0

lim f(x)=-1
X—Xg
)=
> £(0)=0

A




P lim 20X =]
x—0 X
H ohraniCena funkce __
X|I_)rT;o ,nekoneéno’ =0
| 2

Jim () = lim h(x) 3 £(x) < g(x) < h(x). pak
lim g(2) = Jm, (<)

Pokud lim f(x) = A a lim g(x) = B, pak
X—a X—ra
> lim )+ g()] = A+ B,
> G0 5() = A8,
> lim 10—

x—a 8()

%, pro B # 0.

a
u]
v
a
v
a
it
v
a
it
v
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Funkce, limita - L'Hospitalovo pravidlo

Pro limity typu " 2"

0 a " :t %Y’,
Pokud existuje lim

f'(x)

pak lim 20 = |im £
x—a 8'(x)’ x—a 8(X) x—a 8 (%)

H X2+6_OOL/_ 2 2x _ooL/
Xll_)rr;o x3—Tx ‘oo' - Xll_>moo 3x2—7 |oo‘

H o2 2
_Xll_>ngo6x_}oo|_0
X + sin x

lim =

X—00 X

lim 1+ cosx =7
X—00

lim 141X _1
X—00

Martin Chvatal
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> Definice: f/(xp) = lim f)=f(0)

X—xg XX
> Smérnice te¢ny v daném bodé.
> Rovnice teény: y = f(xo) + f'(x0) - (x — x0)-
> Diferencial

f

> f'(x) <0 ...klesajici

funkce

il ! >

> f'(x) >0 ...rostouci 2 L0 /

funkce -
> f(x)=0

/ H

> f(x), f(3)(x), cel f(”)(x)

«40)>» «F» «=)» «
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Funkce, pocitani derivaci

[k]'=0, jedi k konstantni funkce, [x"]'=a 7

[sin x]"'=rcos x, [cos x]'=-—sin x,
o1 1
[tg x]' = — [cotg x]' = —5—,
cos® x sin” x
[arcsin x]' = ! . [arccos x]'= ! .
A1- 2 1- 2
[arctg x]' = el [arccotg x]' = 1+_ I
[&"]'=a"lna, proa >0, log, x]'= Lproa »Ua=1,
xlna
[e"]' =&, [In x]'=l_
x

Martin Chvatal Diferencialni pocet



COSs X

1
1
X

[F+eg' =1+d

[f-g'=F -4
[fal'=T'g+ fd'
[5]’= f'a—1g'
q e

g =4'(f)- 1

sinx \/ __ sin’ x-cos x—sin x-cos’ x __ i

cos2 x

(ex2+3)’ — X243 (x2+3) = X3 . (2x +0) = D2 +3

@) =x () = (1x)

souéinové pravidlo
podilové pravidlo

fetizkové pravidlo



1/_0

Pl
1

-2

> Lokalni extrémy

» Maximum - ,pfed” funkce roste, ,,po” funkce klesa.
» Minimum -, pred” funkce klesa, ,,po” funkce roste.

> Lokalni extrém = f'(xp) = 0.

kandidati na extrém.

» f'(x;) = 0 4+ tam kde neni definovana = stacionéarni body =

40> «Fr « >
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Funkce, extrémy

-4 -3 -2 =1 0 1 2 3 4
3
=1
2
-2
1
-3
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 4
A o o — X2 A o - —_ X3
Obréazek: Funkce f : y = . Obrézek: Funkce g : y = %-.

Body, kde je derivace nulova jsou kandidati na extrém.
f'ix)=x = x =0 ... minimum
/ x2 p p
gx)=% = xg=0 ... neniextrém

nax
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—-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
> Konvexni funkce - v kazdém bodé lezi ,nad” tecnou.

> Konkavni funkce - v kazdém bodé lezi ,,pod” tecnou.
P Derivace
> konvexni ... f"(x) >0,
> konkavni ... f"(x) <0,
> f"(x;) = 0 = kandidati na zménu zakfiveni = inflexni body.

«O> «Fr «=r «E=>»
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Funkce, asymptoty

Asymptota = tecna v nekonecnu.
Asymptoty bez smérnice

> kolmé na osu x, tzn. pfimky x = x;
> v bodech nespojitosti,

> v krajich definicniho oboru,
> lim f(x) = %oc.
X—rXj

Asymptoty se smérnici

> piimky y = ax + b, pro x jdouci k plus/minus nekonecnu
— im fx

> 5= flx)
a Xllrl]OO x 7

> b=

X_Iirgoo (f(x) — ax).

Funkce y = )1—( ma asymptotu bez smérnice x = 0 a se smérnici
y=0.

Martin Chvatal
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Priabéh funkce

Nalezneme nulové body zadané funkce.

Urcime znaménka funkce na jednotlivych intervalech.
Spocteme derivaci.

Nalezneme nulové body derivace.

Urcime znaménka derivace na jednotlivych intervalech.
Uréime extrémy.

Spoéteme druhou derivaci.

Nalezneme nulové body druhé derivace.

Uréime znaménka druhé derivace na jednotlivych intervalech.
Urcime inflexni body.

Nalezneme asymptoty.

Nacrtneme obrazek

Rozhodneme o parité, uréime H(f), globalnost extrémd.

Martin Chvatal Diferencialni pocet



Funkce, globalni extrémy

Extrémy na celém defini¢nim oboru:
v bodech lokalnich extréma,
v krajich defini¢niho oboru.

2

Funkce y = x
globalnim.

ma jeden lokalni extrém, a ten je i extrémem

-

Funkce na obrazku ma dva lokalni extrémy, ale zadny globalni.
Kdybychom si danou funkci vzali jen na intervalu (2;4), méla by
funkce tfi lokalni extrémy a dva globalni.

Martin Chvatal Diferencialni pocet



Taylorav polynom

Taylortiv polynom stupné n se stfedem xg.

Definice: T,(x,xp) =

F(x0) + F/(x0) (x — x0) + 50 (x — x0)2 + - - - 4+ L0 (o).
McLaurinéiv polynom: xo = 0.

Aproximace funkce.

Taylorova fada: n = oc.

Urcete Taylortiv polynom tretiho stupné funkce In x se stfedem v
bodé 1.

P = sy = 200 = (L) ==& = (-5) = 3

f1)=0, f(1)=1, f'(1)=-1, f"(1)=2

Ted dosadime do vzorce: T(x) = (x — 1) — &G1° 4 b1

Martin Chvatal Diferencialni pocet



Taylorav polynom

Diferencial:
> prirdstek na tecné,
» Taylordv polynom prvniho stupné, tzn.
Dr(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0),
> de(x) = f'(x0)(x — xo).

Pomoci diferencialu odhadnéte 1/9,05. Nejprve si zvolime stred

xo = 9. Déle '(x) = (v/x)' = ﬁ; Nyni podle vzorecku pro

diferencial \/9,05 = /9 + ﬁg - 0,05 = 3,0083.

=] [
Diferencialni pocet
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Funkce vice proménnych

Funkce f : R" — R, napft.
f(x1,x2,...,Xn) = x1 —I—x22 + X1 X + XoXn—1 — X[ ]
Funkce dvou proménnych z = f(x,y) :

> graf je 3-rozmérny

> definicni obor je 2-rozmérny

UrCete a znazornéte defini¢ni obor funkce

frz=In((1-x*—y?)(x*>+y*>—4)).

a) 1-x>—y>’>0AX2+y>—4>0
XP4+y? <1 A XP4y>>4

b) 1—-x2—y?<0 A X?+y>—4<0
XPHy?>1AXP+y?’ <4

D(f)y={lx,y] e R?:1 < x*>+y? <4}.

o = = = =
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Funkce vice proménnych

SIS RRE TSR Ol e 5 -2 -15 41 050 05 1 15 2
05 ] N -05
k- = e
5
h —1.5
. L e
QR R pr o
15
s
- T 3
- < \
\
15 P
!
/
A /”
~1.5 4
el i - -
DA
Diferencialni pocet funkce vice proménnych
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Parcialni derivace

Vice proménnych, vice smérii = vice derivaci.
Ve sméru soufadnicové osy - parcidlni derivace:
> f(Xay) = &(X7y)7 fy(X,}/)
> f(x,y,2) = f(x,y,2), f,(x,y,2), fz(x,y, 2)
> fx(X7 y)a f;,(X, y)a ﬁ(x(Xa}/)v ny(va)v f;/X(X,}/)v fyy(X,Y)a
ey ﬁ(yxxy(Xay)a ..
> derivujeme pouze podle jedné proménné, ostatni chapeme jako
konstanty.

Urcete vSechny parcialni derivace funkce
f(x,y) = x® +y? —2x + xy — 3 az do fadu 2.
fX(x,y):2x—2+y fy(X,y):2y+x
foc(X,y) =2 fy(x,y) =1
fyx(Xv.y): 1 fjvy(X,y):Q

] (=] =
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> Podobné jak u funkci jedné
proménné:

> h(xy)=0,f(xy)=0=
kandidati na extrém [x;, y;].

P> Hessova matice

_ &X(th) ny(X,}’)
H(x,y) = (ﬁ,x(x, y) fvy(x,y)) '

> Dosadime kandidaty a spoéteme determinant
> [H(xi, yi)| > O A fi(Xi, yi) > 0 = minimum,
> |H(xi,yi)| > 0 A fix(xi, i) < 0= maximum,
> |H(xi, yi)| < 0 = neni extrém (sedlovy bod).

[m] [ = =
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Hledani extrémdi

install.packages("plot3D")
library(plot3D)

X<- seq(-10,10, length.out = 20)
Y <- seq(-10,10, length.out = 20)
M<-mesh(X,Y)

x<-M$x

y<-MS$y

z=xA\2 + yA2

perspbox(x,y,z, bty = 'b2’, ticktype = 'detailed’, d = 2, main =
'funkce z=xA2 + yA2')
persp3D(x,y,z,add = T)

Martin Chvatal Diferencialni pocet funkce vice proménnych



Neurcity integral

J f(x)dx

Hledame primitivni funkci F, aby F'(x) = f(x).
J f(x)dx = {F(x) + ¢}

Naleznéte integral [ 7x dx.
Co musim zderivovat, abych dostal x .
() =2x ...

,néjaky nasobek” x?
(7x2) = L4x ... (7/2-x?) = Tx. Takze 7/2 - X
je primitivni k 7x. Ale stejné tak 7/2 - x> —3 a nebo 7/2 - x? + .

Martin Chvatal
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a+1

@
0 .
fa: da:—a 1+C,:z:>0,

f;—:dm=In|1:|+C, 40
f sin(z) dz = — cos(a) + C
f cos(z) dz = sin(z) + C

f sinh(z) dz — cosh(z) + C
f cosh(z) dz = sinh(z) + C

1
f e dr = arctg(x) + C

pro a # —1
fe’”dm:e”—l—C

1 T
/Mdﬁ—tgtﬂi)—l-c', m#§+k7r

/ - 21 dr = —cotg(x) + C, = #kr
sin®(x)
1
——— dr =tgh c
]coshQ(a:) @ = tgh(®) +
1
——=—dx = —cotgh c, 0
fsinhz(w) x cotgh(x) + C, o #
da = arcsin(z) + C, z € (—1,1)

[
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Neurcity integral

Racionalni lomena funkce: g:"—(()f)) dx.

Pokud je m > n, nejprve podélime,

rozloZzime zlomek na parcialni zlomky,

zintegrujeme kazdou Cast zvlast.
Rozklad na parcialni zlomky:

rozklad zlomku na soucet zlomki tvaru %,
N se neda rozlozit, M ma nizsi stupei nez N.
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Rozklad na parcialni zlomky

XX 3x
SpOCtete fmdx
Jmenovatel vice rozlozit nelze. Zapiseme tedy obecné Cleny:

3x A Bx + C

(x —1)(x2+2) X—1+X2—|-2.

Vynasobime jmenovatelem a vyfesime vzniklou rovnici:
3x = A(x® +2) + (Bx + C)(x — 1).

Postupné do rovnice dosadime za x tfi rizna Cisla:

x=1: 3=3A =A=1,
x=0: 0=2-C = C=2,
x=—-1: -3=3+(-B+2)(-2) = B=-1.

Martin Chvatal Integralni pocet



Rozklad na parcialni zlomky

Mame tedy

3x 1 +—x+2
(x—1)(x2+2) x—-1 x2+42°

Dosadime zpatky do integralu:

3x 1 X 2
O e R e LN
/(x—l)(x2+2) X /X—l X /X2+2dx+/x2+2dx

Spoctéme jednotlivé integraly:

1
/X_ldx:ln(x—l)—f—cl,

X 1 2x 1
X dx=: [ = dx = S In(x® +2
/x2+2 x 2/x2+2 XS o e R ) = G
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Rozklad na parcialni zlomky

Bemple
==

2 1
Xz+2dXZ/deZ/<—

5 dx
%) +1
2 arct < X ) + c
= I‘ R
g \/5 3
Dohromady
/ 3x d
- D02 +2)

X = In(x—l)—{—% In(x24-2)+V2 arctg <%>+c

Martin Chvatal
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Substituéni metoda

J ) dx = [ £(6(x)) ¢ (x) dx

Pomoci subs. metody spoctéte [ xsin x? dx.
. 9 .
/xsmx dx =

/15. d cosz+c
= [ —sinzdz =
2 2

z = x?
dz = 2xdx
cos x2

2

Martin Chvatal
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Substituéni metoda

vzdy mohu substituovat cokoliv jakkoliv, ale chceme aby nam
to pomohlo

Pomoci subs. metody spoctéte [

1
xlnzxdx'
1 z=|
dx =
/xln2

= =—=4F
X z In x
1 z=L
dx = Inx :/—1dz:—z—|—c
/x|n2x ‘dz:_m%x'id
1
:———|—C
In

=} =
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Metoda per-partes

Juv=u-v—[ud- v

V pripadech jako:

J P(x)-sinxdx, [ P(x)-cosxdx, [ P(x)-e*dx, [ P(x)-Inxdx
Pomoci metody per-partes spoctéte [ xInxdx.
/2x|nxdx =

u=Inx

ul

_1
%
v/ = 2x V=x

1
=x2|nx—/—o2xdx
X
:lenx—/de:lenx—2x+c
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> Integral fab f(x)dx na daném intervalu (a, b).

> Orientovany obsah oblasti ohranicené zadanou kfivkou, osou x
a pfimkami x =aa x = b.

b
f f(.'r)d:lf = A] — A2 + Ag.
a

» Newton-Leibnitzova formule:

[P F(x)dx = [F(x)]5 = F(b) — F(a), kde F je primitivni k f.

J7_cosxdx = [sinx]" = sinT —sin(—m) =0
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Urcity - Riemanniv integral

Substituéni metoda - pokud transformujeme meze, neni nutné
dosadit zpatky
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> Per-partes - [Pu- v =[u-v]o— [P v
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Nevlastni integral

Integraly do ,,nekoneéna”
L Utika™:
11 . 114
> funkce - [; +dx — Jim, [; %dx,

o 1 . b1
> mez - [| ;dx—>bll>n;of1 L dx.
Spoctéte f_ll Xl—zdx.
1 1 a
/ —2dx: lim / —2dx+ lim / —dx
1 X a—0— 1 X a—0+

1
= |im [——} + lim [——}
a—0— X 1 a—0t X
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