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Co je posloupnost

Posloupnost je urdité pravidlo, podle kterého pFifazujeme
pFirozenym ¢&isliim jina &isla, kterd nemusi nutné byt pfirozena.

Tématicky priklad. Vezméme si posloupnost &isel
{1,3,5,7,...}.

Snadno rozpozname pravidlo, které stanovuje €leny posloupnosti a
podle tohoto pravidla mizeme sestavit tabulku
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Co je posloupnost

Zistaneme-li u zobrazeni, pak mizZeme ¥ici, Ze posloupnost a je
zobrazeni pfirozenych &isel do mnoZziny &isel redlnych, tj.
a:N—R.

Dualezita poznamka

Posloupnost je kazdé zobrazeni a, jehoZ definiénim oborem jsou
pfirozena &isla a oborem hodnot je ¢ast mnoZiny realnych &isel. Tedy
D(a) =Na H(a) CR.

Stejné jako u pFirozenych &isel je presné stanoveno, jak jdou po
sobg, tak i posloupnost ma pevné stanovené poradi.
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Znaceni posloupnosti

Vyse jsme si fekli, Ze posloupnost je druhem zobrazeni, kterd
obvykle zna&ime f(n). P¥esto se u t&hto specialnich zobrazeni
délad ,vyjimka" a posloupnosti znacime

an.

V rdzné literatu¥e, & na internetu, se mdZeme setkat i se znacenim
jinym, jako je napftiklad:

e (apn),

o {an},

o {an}p2y-
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Zadani posloupnosti

Posloupnosti, stejné jako mnoha jind zobrazeni, mohou byt
zadany vice zplsoby:
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Zadani posloupnosti

Posloupnosti, stejné jako mnoha jind zobrazeni, mohou byt
zadany vice zplsoby:
e Vyétem ¢lena,
napt.{1,2,1,2,...}
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Zadani posloupnosti

Posloupnosti, stejné jako mnoha jind zobrazeni, mohou byt
zadany vice zplsoby:
e Vyétem ¢lena,
napt.{1,2,1,2,...}
o Rekurentnim vzorcem,
napf. ap+1 = ap + 2, a1 = 1 nebo
ant2 = ant1t+an, a1 =a =1
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Zadani posloupnosti

Posloupnosti, stejné jako mnoha jind zobrazeni, mohou byt
zadany vice zplsoby:
e Vyétem ¢lena,
napt.{1,2,1,2,...}
@ Rekurentnim vzorcem,
napf. ap+1 = ap + 2, a1 = 1 nebo
ant2 = ant1t+an, a1 =a =1
o Explicitnim vzorcem pro n-ty ¢len,
napt. a, = %, ap=nl, a,=(-1)"
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Zadani posloupnosti

Posloupnosti, stejné jako mnoha jind zobrazeni, mohou byt
zadany vice zplsoby:
e Vyétem ¢lena,
napt.{1,2,1,2,...}
@ Rekurentnim vzorcem,
napf. ap+1 = ap + 2, a1 = 1 nebo
ant2 = ant1t+an, a1 =a =1
o Explicitnim vzorcem pro n-ty ¢len,
napt. a, = %, ap=nl, a,=(-1)"

V predeslych p¥ikladech jsme se jiz setkali se zaddnim
posloupnosti. Uvedenému zpiisobu ¥fikime pomoci vyétu €&lendi.
Spravné bychom méli F¥ici, Ze jsme zadali posloupnosti pomoci
vy¢tu prvnich nékolika &lend.

Luka¥ Kokrda Posloupnosti a kombinatorika



Posloupnosti zadané rekurentné a explicitné

Ukol:
Zadejte posloupnost lichych &isel {1,3,5,7,...}
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Posloupnosti zadané rekurentné a explicitné

Ukol:
Zadejte posloupnost lichych &isel {1,3,5,7,...}

@ rekurentnim vzorcem,
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Posloupnosti zadané rekurentné a explicitné

Ukol:
Zadejte posloupnost lichych &isel {1,3,5,7,...}

@ rekurentnim vzorcem,

dpn+1 = an +2
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Posloupnosti zadané rekurentné a explicitné

Ukol:
Zadejte posloupnost lichych &isel {1,3,5,7,...}

@ rekurentnim vzorcem,

dpn+1 = an +2

@ explicitnim vzorcem.
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Posloupnosti zadané rekurentné a explicitné

Ukol:
Zadejte posloupnost lichych &isel {1,3,5,7,...}

@ rekurentnim vzorcem,

dpn+1 = an +2

@ explicitnim vzorcem.

an=—-1+4+2n
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Vlastnosti posloupnosti

JiZ jsme tekli, Ze posloupnost je specialnim druhem zobrazeni

7

jehoZ defini¢nim oborem jsou p¥irozend &isla (nebo jejich &ést).
Proto vlastnosti posloupnosti budou podobné jako vlastnosti
funkci

Monotonie - tendence chovani posloupnosti s kazdym dal$im
¢lenem

@ rostouci,
o klesajici,
@ nerostouci,

@ neklesajici.
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Monotonie

Rostouci posloupnost

a.
g A 3
a |
6. e
an :
4, e )
a1
2. @ |
1 i | | >
0o 1 2. 3 4

Prvni ¢tyti Eleny posloupnosti a, = 2 - n.

Klesajici posloupnost:

4. P
3.t
2. @2
1. ,33 o
| |
o 1 2 3 4
Prvni &tyti &leny posloupnosti apy1 = 3, a1 = 4.
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Momotonie

Neklesajici
a. ¢
3. ¢
2. e
e
i i : : : >
o 1 2. 3. 4. 5. 6.

Prvnich Sest &lend posloupnosti a, = {1,1,2,3,3,4,...}.

Nerostouci posloupnost:

R — 6 G &
4. ¢
3. g
2. ¢
1.1 |
>
o 1 2. 3. 4. 5. 6.

Prvnich Sest &lend posloupnosti a, = {5,5,5,4,3,2,1,...}.



Omezenost

Ohranigenost nam u posloupnosti udava informaci o tom, zda ma
posloupnost néjakou mez.

Napftiklad posloupnost, kterd pro Zadny €len nenabyva hodnoty
mensi nez nula. Pak o takové posloupnosti fekneme, Ze je zdola
ohranicena.
Rozlisujeme tyto p¥ipady ohranicenosti:

@ shora ohranigen3,

@ zdola ohranigen3,

@ ohranitend (souasné zdola i shora),

@ neohranicena.
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Omezenost

Shora ohraniéena:
A ® ai Horni mez L

Shora ohrani¢end posloupnost a, =1 — n.

Zdola ohranicena:

5 A ____ o &
4.1 | |
S 3
A S ou |
| | as | 1
= 1 1 ® :
' Doln{ mez ! ! i
0 1. 2 3. 4. 5.

Zdola ohrani&end posloupnost a, = (n —3)? + 1.
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Specidlni posloupnosti

Existuje vice druhl posloupnosti:
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Specidlni posloupnosti

Existuje vice druhl posloupnosti:

@ aritmeticka posloupnost, a, = ag+ n-d
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Specidlni posloupnosti

Existuje vice druhl posloupnosti:
@ aritmeticka posloupnost, a, = ag+ n-d

@ geometrickd posloupnost, a, = ag - ¢
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Specidlni posloupnosti

Existuje vice druhl posloupnosti:
@ aritmeticka posloupnost, a, = ag+ n-d
@ geometrickd posloupnost, a, = ag - ¢

© Fibonacciho posloupnost, a2 = apt1 +ap,a1 =1, a2 =1
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Specidlni posloupnosti

Existuje vice druhl posloupnosti:
@ aritmeticka posloupnost, a, = ag+ n-d
@ geometrickd posloupnost, a, = ag - ¢

© Fibonacciho posloupnost, a2 = apt1 +ap,a1 =1, a2 =1

1

@ harmonicka posloupnost, a, = 2ind
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Specidlni posloupnosti

Existuje vice druhl posloupnosti:
@ aritmeticka posloupnost, a, = ag+ n-d
@ geometrickd posloupnost, a, = ag - ¢

© Fibonacciho posloupnost, a2 = apt1 +ap,a1 =1, a2 =1

1
ao+n-d

@ aritmeticko-geometrickd posloupnost. a, = (ag + n-d) - g"

@ harmonicka posloupnost, a, =
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Specidlni posloupnosti

Existuje vice druhl posloupnosti:
@ aritmeticka posloupnost, a, = ag+ n-d
@ geometrickd posloupnost, a, = ag - ¢

© Fibonacciho posloupnost, a2 = apt1 +ap,a1 =1, a2 =1

1
ao+n-d

@ aritmeticko-geometrickd posloupnost. a, = (ag + n-d) - g"

@ harmonicka posloupnost, a, =

V této prednasce se vice zaméFime na prvni dvé
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Fibonacciho posloupnost - jen jako zajimavost

Jako Fibonacciho posloupnost je v matematice oznafovana
nekoneénd posloupnost pFirozenych &isel, za&inajici
1,1,2,3,5,8,13,21,... (¢isla nachazejici se ve Fibonacciho
posloupnosti jsou nékdy nazyvana Fibonacciho &isla), kde kazdé
&islo je sou¢tem dvou predchozich.

Zlaty fez r = lim 22l
n—oo 9n
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Aritmetickd posloupnost

Aritmeticka posloupnost je druhem matematické posloupnosti,
kterad se vyznaluje stalym rozdilem mezi libovolnymi dvéma
sousednimi &leny. Tento stdly rozdil se nazyva diference a znal&i se
pismenem d.

Pozor, ¢islo d mize mit i zdpornou hodnotu nebo miiZe byt rovno
nule!

Rekurentni zapis: a,11 = a, +d

Explicitni zapis: a, =ap+n-d
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Aritmetickd posloupnost

Setkdvame se i s p¥ipady, kdy nds zajima hodnota né&jakého ¢lenu
posloupnosti, ale namisto prvniho ¢lenu a; zndme hodnotu jiného.
Vzoretek

Vzorec r-tého &lenu z s-tého Jedna se o vzorec, ktery se oznacuje
jako vzorec r-tého &lenu z s-tého a zn/

ar=as+(r—s)-d.

Zde je a, hledany &len a ag ¢&len, ktery zname.
Vzorec pro ureni diference

r—s

Pokud bychom poloZili r = n a s = 1, pak obdrzime
ap=a1+(n—-1)-d.
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Geometricka posloupnost

Geometricka posloupnost je druh matematické posloupnosti, kde
kaZzdy €len kromé& prvniho je stalym nasobkem p¥edchoziho &lenu.
Tento ndsobek se nazyva kvocient geometrické posloupnosti,
znadi se g, a pro posloupnosti s nenulovymi ¢leny je roven podilu
libovolného ¢&lenu kromé& prvniho a &lenu predchoziho.

Rekurentni zapis: a,11 = a, - q

Explicitni zapis: a, = ap - 9"
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Geometricka posloupnost

Setkdvame se i s p¥ipady, kdy nds zajima hodnota né&jakého ¢lenu
posloupnosti, ale namisto prvniho ¢lenu a; zndme hodnotu jiného.

Vzoreéek

Vzorec r-tého ¢&lenu z s-tého Jedna se o vzorec, ktery se oznacuje
jako vzorec r-tého €lenu z s-tého a zn/

ar = as - q(rfs)

Zde je a, hledany &len a ag ¢&len, ktery zname.
Vzorec pro uréeni kvocientu

Pokud bychom poloZili r = n a s = 1, pak obdrZime
an=a - q(n_l).
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Sumag&ni zapisy

Nékdy je tfeba selist urdity pocet, nebo dokonce vsechny &leny
posloupnosti. Tento problém lze zapsat celym vyétem, ktery byva
znatné rozsahly, nebo zkraceny, kde se vypiSe n&kolik ¢lend souttu
a pomoci ,,..." se zapis zkrati, ale zde mizZe dojit k nepFfesnostem,
¢i dokonce k nepochopeni zaméru. Z tohoto dlivodu se zavedly
takzvané sumy.

n n
Sout&tovy zapis E a;; Zapis nasobeni Ha,-
i=1 i=1

@ Znak > oznaluje soutet, || oznaluje nasobeni

@ i = 1 urluje, jak rozlisujeme jednotlivé prvky a zaroveri od
které hodnoty zacindme

@ n urluje, kterou hodnotou indexu kon&ime
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Casto pouZivané sumaéni triky

V nékterych p¥ipadech nechcete séitat viechny prvky, ale nap¥iklad
vdechny sudé, liché, pfipadné stfidavé ménit znaménka vybranych
¢lend

n
@ Soulet sudych &lent > ap;
i=1
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Casto pouZivané sumaéni triky

V nékterych p¥ipadech nechcete séitat viechny prvky, ale nap¥iklad
vdechny sudé, liché, pfipadné stfidavé ménit znaménka vybranych
¢lend

n
@ Soulet sudych &lent > ap;
i=1

n
@ Soucet lichych &lend > ap;j—1 (soutet od 1.)
i=1
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Casto pouZivané sumaéni triky

V nékterych p¥ipadech nechcete séitat viechny prvky, ale nap¥iklad
vdechny sudé, liché, pfipadné stfidavé ménit znaménka vybranych
¢lend

n
@ Soulet sudych &lent > ap;
i=1

n
@ Soucet lichych &lend > ap;j—1 (soutet od 1.)
i=1

n
@ Soucet lichych &lend ) asjy1 (souet od 3.)
i=1
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Casto pouZivané sumaéni triky

V nékterych p¥ipadech nechcete séitat viechny prvky, ale nap¥iklad
vdechny sudé, liché, pfipadné stfidavé ménit znaménka vybranych
¢lend

n
@ Soulet sudych &lent > ap;
i=1

n
@ Soucet lichych &lend > ap;j—1 (soutet od 1.)
i=1

n
@ Soucet lichych &lend ) asjy1 (souet od 3.)
i=1

n .
e St¥idani znamének > (—1)'a; (1. zdporny)
i=1
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Casto pouZivané sumaéni triky

V nékterych p¥ipadech nechcete séitat viechny prvky, ale nap¥iklad
vdechny sudé, liché, pfipadné stfidavé ménit znaménka vybranych
¢lend

n
@ Soulet sudych &lent > ap;
i=1

n
@ Soucet lichych &lend > ap;j—1 (soutet od 1.)
i=1

n
@ Soucet lichych &lend ) asjy1 (souet od 3.)
i=1

n .
e St¥idani znamének > (—1)'a; (1. zdporny)
i=1

n .
o St¥idani znamének > (—1)*1a; (1. kladny)
i=1
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Procvi¢ovani zapisi

@ Zapiste soulet druhych mocnin prvnich 10 &leni
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Procvi¢ovani zapisi

@ Zapiste soulet druhych mocnin prvnich 10 &leni
10
>4t
i=1

o Zapiste soucet rozdili po sobé jdoucich lichych a sudych 10
¢lent
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Procvi¢ovani zapisi

@ Zapiste soulet druhych mocnin prvnich 10 &leni
10
>4t
i=1

o Zapiste soucet rozdili po sobé jdoucich lichych a sudych 10
¢lent

10 5 5
E (—1)’*13,- aletrnativn& E asj_1 — g Y,
i=1 i=1 i=1
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Procvi¢ovani zapisi

@ Zapiste aritmeticky priimér posloupnosti o 100 ¢lenech
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Procvi¢ovani zapisi

@ Zapiste aritmeticky priimér posloupnosti o 100 ¢lenech

100

> ai
i=1
100

@ Zapiste geometricky primér n &len(
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Procvi¢ovani zapisi

@ Zapiste aritmeticky priimér posloupnosti o 100 ¢lenech

100

> ai
i=1
100

@ Zapiste geometricky primér n &len(

@ Zapiste soulet Cisel od 1 do 100
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Procvi¢ovani zapisi

@ Zapiste aritmeticky priimér posloupnosti o 100 ¢lenech

100

> ai
i=1
100

@ Zapiste geometricky primér n &len(
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Procvi¢ovani zapisi

@ Definujte skalarni souéin dvou vektorli pomoci sumy
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Procvi¢ovani zapisi

@ Definujte skalarni souéin dvou vektorli pomoci sumy

n

q-v=> (u-v)

i=1

@ Definujte soudin matic pomoci sumy C=A-B
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Procvi¢ovani zapisi
@ Definujte skalarni souéin dvou vektorli pomoci sumy

@ Definujte soudin matic pomoci sumy C=A-B

m
C,J E djk * bkj
k=1
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Sumadni zapis - dvojitd suma

Nékteré zapisy jsou pfFilis slozité na to aby je bylo moZné zapsat
pomoci jedné sumy. Naptiklad zapis souctu v8ech prvkl matice A.

n m n m
E E ajj pripadné g ajj
i=1 j=1 i=1 \j=1

Dvojitd suma jde pouZit i k sofistikovan&j$im zapistim, nap¥tiklad
soultu prvki pod hlavni diagonalou matice véetné diagonaly

i=1 j=1
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Aritmetickd posloupnost

Ukol: Se&téte &isla od 1 do sta.

Tady vic neZ kde jinde plati, Ze matematika neni o pocitani, ale o
tom jak se pocitani vyhnout.
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Aritmetickd posloupnost

Sefadime za sebe vechna ¢&isla od 1 do 100 a utvo¥ime dvojice:
prvni &islo s polednim, druhé s p¥edposlednim, atd.
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Aritmetickd posloupnost

Sefadime za sebe vechna ¢&isla od 1 do 100 a utvo¥ime dvojice:
prvni &islo s polednim, druhé s p¥edposlednim, atd.

Soucet v kazdé dvojici bude p¥esn& 101. Dale takovychto pari
vznikne ptesné 50, coZ je polovina z ¢isla 100. Pak ndm uZ zbyva
jen obé Cisla vynasobit a vysledek 5050 je na své&té.
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Aritmetickd posloupnost

Sefadime za sebe vechna ¢&isla od 1 do 100 a utvo¥ime dvojice:
prvni &islo s polednim, druhé s p¥edposlednim, atd.

Soucet v kazdé dvojici bude p¥esn& 101. Dale takovychto pari
vznikne ptesné 50, coZ je polovina z ¢isla 100. Pak ndm uZ zbyva
jen obé Cisla vynasobit a vysledek 5050 je na své&té.

Timto zplisobem miizeme kazdou dvojici pfepsat jako a; + a, a
téchto dvojic bude polovina z celkového poctu s¢itanych &lend.
ProtoZe je potet &lenii n, potom pocet viech dvojic (souttii) je 7.

Nyni, kdyZ vyndsobime obé &isla, ziskdme soulet s, prvnich n &leni
a odpovidajici vzorec je tvaru
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Aritmetickd posloupnost

Sefadime za sebe vechna ¢&isla od 1 do 100 a utvo¥ime dvojice:
prvni &islo s polednim, druhé s p¥edposlednim, atd.

Soucet v kazdé dvojici bude p¥esn& 101. Dale takovychto pari
vznikne ptesné 50, coZ je polovina z ¢isla 100. Pak ndm uZ zbyva
jen obé Cisla vynasobit a vysledek 5050 je na své&té.

Timto zplisobem miizeme kazdou dvojici pfepsat jako a; + a, a
téchto dvojic bude polovina z celkového poctu s¢itanych &lend.
ProtoZe je potet &lenii n, potom pocet viech dvojic (souttii) je 7.

Nyni, kdyZ vyndsobime obé &isla, ziskdme soulet s, prvnich n &leni
a odpovidajici vzorec je tvaru

n
Sp = E (31 + 3n)
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Geometricka posloupnost

Soucet prvnich n &leni geometrické posloupnosti
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slo

ox
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ox

Kombinaén

Studenti jazykového gymndzia maji na vybér ze Cty¥ jazykl
(angli¢tiny, ném&iny, francoustiny, rustiny), b&hem studia se budou
vénovat pravé dvéma jazykim. Kolika zplsoby mohou studenti
vybirat? Mame mnozinu J = {A, N, F, R}, potom cardJ = 4.

Student tedy maZe vybirat z:

{A, N} {A F}{A R}, {N,F} , {N,R} {F,R}.

(1)
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7 v/

Kombinaéni &islo - obecné

Chceme-li vybrat k-prvkové podmnoZziny z n-prvkové mnoziny, pak
toto miizeme vyjadfit kombinaénim ¢islem

(%)= oo

(n ) _n(n—1)(n—=2)...(n—k)! _n(n—1)(n—2)...(n—k—1)
k Ki(n— k)] Kl
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Vlastnosti kombina&niho &isla

Pro k,ne N a n > k plati:
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Modifikujme ptiklad 1

P¥i studiu si student vybirad t¥i jazyky ze Ety¥, kde jazyk na prvnim
mist& je hlavni (C1), jazyk na druhém misté je vedlejsi (B2) a na
tfetim mist& je doplitkovy jazyk (A2). Vypidte viechny moZnosti.
Pak je zfejmé, Ze vybér AN, R NENI{ stejny jako vybér N, R, A.
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Modifikujme ptiklad 1

P¥i studiu si student vybirad t¥i jazyky ze Ety¥, kde jazyk na prvnim
mist& je hlavni (C1), jazyk na druhém misté je vedlejsi (B2) a na
tfetim mist& je doplitkovy jazyk (A2). Vypidte viechny moZnosti.
Pak je zfejmé, Ze vybér AN, R NENI{ stejny jako vybér N, R, A.

ANNR NRA RAN ARN NAR RNA
ANF NFA FAN AFN NAF FNA
AF,R FRA RAF ARF FAR RFA
F.NNR NRF RFEN FRN NFR RNJF
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Pocet vSech moznosti z ptikladu vySe miZeme vyjadFit jako:
4
6‘<3>:24, kde6=31=3-2-1.

Tento vypolet miZeme napsat obecné

k- ( Z ) =k k!(nnl K (ni!k)!'
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specialni pfipad

Na vetirek jisté firmy je pro zamé&stnance pfipravena barmanskd
ahow(B), raut (R), Zivd hudba (H), degustace vin (D). Zadné dv&
akce neprobihaji zdroven. Kolika zplisoby mize akce na vedirku
usporadat?

B,R,H,.D DBRH HDBR RHDB BDRH
B,HD,R BRHD BDHR

R,D,H,B
B,D,H,R
Polet v8ech mozZnosti miiZzeme vyjadfit obdobné jako v ptedchozim
prikladu
4
24-(4>:24-1, kde 24 =41=4.3.2.1
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Specialni p¥ipad

Tento vypolet Ize zobecnit na pro n prvkl a vyjadfit pak vzorcem:

n!<Z)_n!-M_n!

Luka¥ Kokrda Posloupnosti a kombinatorika



Ulohy bez opakovani

Postupné jak la pfednaska, tak jsem zavedli:

o Kombinace

n!
K(n, k) = ——M—
(k) = it — w1
@ Variace
Vin k)= —"
’ (n— k)!
@ Permutace
P(n) = n!
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Ulohy s opakovani

Pro celkovou ucelenost, zavedeme v8echny pfedchozi moZnosti s
opakovanim:

o Kombinace

K'(n, k) = < n+l;+1)

@ Variace
V/(n, k) = nk

, ki+ ko ky)!
P(n):<(}<1Tk2f...kn) )

o Permutace
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