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Determinant

Definice

Determinant |A| ¢tvercové matice A € RY*! je ¢islo

’Al = ]aH] = daly -
Determinant |A| ¢tvercové matice A € R n > 2 je ¢islo

n
|A| = a11]A11] — ara|Ara| + - -+ (=1)"Mag,| A1, | = Z(_l)]+1a1j|A1j’a
j=1
kde Ay; znac¢i matici, ktera vznikla z matice A odebranim prvniho
radku a j-tého sloupce.
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Ktizové pravidlo

a2 = a11G22 — 12021
a1 a2
V.
Sarrusovo pravidlo
a1 ai2 a3
. a2 a23 a1 a23 a1 a2
az1 G22 G23 | = a11 — a2 + a3
az2 as3 as1 ass azy as2

az; as2 as3
= 11022a33 + A21032G13 + A12A23031

— 13022031 — (12021033 — 423032011

o o

Pro vypocet determinanti vysSich fadi miZeme vyuzit i nasledujiciho

vztahu: n

Al =) (=) Fap|Aw|, 1eN, 1<i<n,
s

ve kterém A;; je matice, ktera vznikne z matice A vypusténim [-tého
radku a k-tého sloupce.
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Priklad

3 —1 4
—1 3 —2
2 4 1
Reseni
3 —1 4
103 —2| = 3:3:-14(=1)-4-4+2-(=1)(=2)
2 4 1

4.3.2—(=2)-4-3—-1-(=1)-(-1) =
= 9-164+4-24+24—1=-4
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Priklad

2

A=l 5 1 5 4

-1 0 3 1

Resent:

-2 1 -2 31 =2
Al = 0-(=1)*"| 1 -2 —4|[40-(-1)*2 2 2 —4
0 3 1 -1 3 1
3 -2 -2 3 2 1
42 (=123 2 1 4| 4+0- (D 2 1 -2
-1 0 1 -1 0 3

= —2.[3-1-142-0-(=2)+(=1)-(=2) - (=4)
—(=2)-1-(=1) = (-4)-0-3-1-(-2)-2] =6
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V ,realité” se na to musi jinak

Priklad
1 2 -1
05 1|=1-5-4=20
0 0 4
Véta
Determinant, ktery md pod hlavni diagondlou samé nuly, je roven sou-
cinu prvkid v této diagondle. |
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Véta

1. Vyndsobime-li libovolny Tddek (sloupec) matice cislem k, determi-
nant matice bude k-ndsobkem determinantu matice piivodnd.

2. Zaménime-li pofadi dvou Fddki (sloupci) matice, determinant vy-
sledné matice bude mit opacné znaménko nez determinant matice
prvodny.

3. Prictenim k-ndsobku libovolného Fadku (sloupce) k jinému Fadku
(sloupci) se determinant matice nezméni.

v
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Priklad s dpravou

Vypoctéte determinant
3 -2 1 -2
-3 -5 2 0
2 1 -2 —4
-1 0 3 1

Resend:
3 -2 1 -2 1 -2 70
-3 -5 2 0| |[-3 -5 20|
2 1 -2 —4| | -4 5 -4 0|
-1 0 3 1 -1 0 31
1 -2 7
=1-(-1)% -3 -5 2| =-195
-4 5 —4
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Inverzni matice a soustavy rovnic

Definice

Necht A € R™*™ je ¢tvercova matice fadu n. Jestlize existuje ¢tvercova
matice A~! fadu n spliwjici vztahy

A lA=T=44""

nazyvame matici A™! inverzni matici k matici A.

Véta
Necht A € R™™™ je ¢tvercovd matice Tadu n takovd, Ze k ni existugje

A~ Potom systém lmearmch rovnic AT = b md praveé jedno Tesent
F=A1% pro libovolné beR"
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Jak inverzni matici najit?

Véta

Necht' A je c¢tvercovd matice. Jestli sekvence elementdrnich Fdadkouvijch
dprav prevede matici A na jednotkovou, pak stejnd sekvence elementdr-
nich Fddkovych uprav prevede jednotkovou matici na A",

Priklad

s

Il
—= ot W
N = DN
ot = O

>

-

|

~
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Reseni:

0
10

1 2 5|0 01
—6 4

3 2 01 00
5 4 110 1 0

32 0(1 00
5 4 1(0 1 0 |~
1 2 5|0 0 1

~
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2
—4
0

1
0
0

1 2 5 1
0 -4 -15|1 0 -3
0 -6 —-24|0 1 -5

o
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Souvislosti

Véta
Necht A € R™™ pak ndsledugici vijroky jsou ekvivalentni:
1. }éddky matice A jsou tvoreny linedrné nezdvislgmi vektory.
Sloupce matice A jsou tvoteny linedrné nezdvislymi vektory.
K matici A ezistuje invezni matice A~
|A] # 0
Soustava linedrnich rovnic AX = B md pro libovolnou pravou
stranu B jediné FeSen.

6. Homogenni soustava rovnic AX = 0 md pouze nulové fesent.

7. KazZdy vektor z R™ lze vyjddiit jako linedrni kombinaci vektori tvo-
rengch tddky (sloupci) matice A a to jednoznacné (aZ na poiadi).
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Vlastni vektory a vlastni cisla

Definice

Necht A je ¢tvercova matice, A je komplexni &islo a & je nenulovy vek-
tor, ktery je feSenim rovnice

AZ = \Z. 1)

s vz

Pak se komplexni ¢islo A nazyva vlastni ¢islo matice A a vektor T se
nazyva vlastni vektor matice A (pfislusny vlastnimu &islu A).

AZF—Ai=0 = (A-ADZF=0

Véta
Vlastni ¢isla matice A jsou feSenim tzv. charakteristické rovnice s ne-
ndmou A

|A— M| =0.
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Priklad

Vypoctéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

(5 2)

Reseni:
1-x 2 |_
32—\ |
MN_3\—4=0 = M =4, l=-1

-3 210
( 3 _2’0> = x2=3t,x1 =2t — (2,3)

2 210
3 3

0 ) —— Tro = t,.’El = —t —— (—1,1)
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Priklad

Vypoctéte vlastni ¢isla matice

Reseni:

(4—)\)(3—)\)(2—)\):0:>)\1:4,)\2:3,)\3:2

Véta (Perron)

Je-li P ctvercovd matice takovd, Ze vSechny jeji koeficienty jsou kladnd
cisla, pak matice A md kladné redlné vlastni ¢islo A1 a jemu odpovida-
gict vlastnd vektor md vsechny slozky kladné. Navic je-li X jiné vlastni
éislo, pak || < A1.
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Stéhovani - naposledy

Predpokladejme, Ze populace se stéhuje mezi dvéma regiony, napr. ven-
kovem a méstem podle néasledujictho schématu. Kazdy rok se 50% oby-
vatel venkova prestéhuje do mést a 25% obyvatel mést se prestéhuje na
venkov. Jestli tento vzor migrace bude pokracovat vyprazdni se venkov
nebo se situace stabilizuje?

Reseni:
ver ) _ (05 025 [ u
mk"rl 0,5 0,75 mk
075 - )\ 0725 . 2 B - B
‘ 05  0,75— A\ ‘ =0 = A-125A4026 =0 = A =1,12=0,25

05 025 (a1 \_ [0 =>v—1m—g
0,5 —0,25 zo ) L0 33
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Socialni sité
Kdo je nejvyznamnéjsi postavou v této siti vztaht?
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Metrika, kterd méii i kvalitu kontaktt v tom smyslu, Ze lepsi jsou
kontakty, které maji hodné kontakti, se nazyva centralita meérend
koeficientem vlastniho vektoru (eigenvector centrality). Mame-li graf s n
vrcholy, definujeme hodnotu pro vrchol x, jako

1 n
Ty = X ;1 Ayt Tt

kde a,; je prislusny koeficient z matice sousednosti. Prepisem definice
do vektorti a matic dostaneme definici vlastniho vektoru. Vlastnich ¢&isel
a tim padem i vlastnich vektori je vice, ale jediny vlastni vektor, pro
ktery je zaruceno, ze vSechny slozky jsou kladné, je podle Perronovy
véty vlastni vektor pfislusny nejvétsi vlastni hodnoté.
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,Jak funguje Google?*

A B C D E
AO%%lO
31050%

cho%oo§
Do 0 0 0 3
E\XO 0 3 0 0

[
[

0,293 0,293 0,203 0,293 0,293
0,390 0,390 0,390 0,390 0,390
0,220 0,220 0,220 0,220 0,220
0,024 0,024 0,024 0,024 0,024
0,073 0,073 0,073 0,073 0,073

e}

[V

[l
O O = O NI
o= O O wholk
= ol oo ol
O Colk = O
o= © O ©lrg|

)

1)

N

|

71 = (0,293;0,390; 0,220; 0,024; 0,073)

P-m=m.
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AP — 60A% — 33072 4 1418\%! 4 1201720 — 17690117
— 17820\'8 + 130270\ + 140616116 — 596765\
— 6458951 1+ 1744968\13 4 1781922012 — 328928411
— 2952158\ + 3956100\ + 284618208 — 28927287
— 1481747A°% 4 1131223)\° + 364297\* —
1725953 — 376182 + 5588\ 4 1064 = 0

Amaz = 9,391148524748294

(1,1,396,1,084, 0,920, 1,306, 1,181,0,742, 0,479, 0,562,
1,724, 0,829, 1,493, 1,291, 1,084, 1,409, 0,774, 1,326,
1,067, 0,659, 0,899, 1,261, 1,069, 0,808, 1,254, 0,908)
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Leslieho model

Priklad

Uvazujme napiiklad populaci hmyzu rozdélenou na tii zivotni etapy:
mladata, mladistvé a dospélé jedince, pficemz kazda Zivotni etapa trva
jeden rok. Pravdépodobnost preziti mladat je 50 % a nerozmnozuji se.
Mladistvi maji pravdépodobnost preziti 25 % a kazdy z nich méa pri-
mérné ¢tyii mladata. Dospéli jedinci maji pravdépodobnost preziti 0 %
a kazdy z nich ma primérné tii mladata. PFedpokladejme, Ze mame
100 samicek, pricemz 40 jsou mladata, 40 jsou mladistvi a 20 dospéli.
Jak se bude takova populace samicek vyvijet v ¢ase?
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Po jednom roce bude pocet mladat
40 -4 4+ 20 - 3 = 220.
Pocet mladistvych bude pocet mladat, kterd pieziji, tj.
40-0,6 =20

a podobné pro dospélé
40 - 0,25 = 10.

Vsechny tyto vypoclty muzeme snadno zapsat jednou maticovou rovnici

0 4 3 40 220
Lxg=|05 0 0]-(40|=1] 20 | =x1.
0 025 0 20 10
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P[%]
P
4000 0.8
0,7
3000 0,6
0,5
2000 0,4
0,3
1000 0.2
0,1
J e —
12 3 4 5 6 7 8 9t t m = >
Véta

Kazda Lesliho matice ma prdve jedno kladné vlastni ¢islo. Tomuto c¢islu
odpovidd vlastni vektor, jehoz vSechny slozky jsou kladné.
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-\ 4 3
05 -A 0 |=0
0 025 —A\

“XN42040375=0 = A=15

~1,5 4 3]0 1 0 —18]0
05 —15 0/0 | ~[01 =60 |=(18t6t1)
0 025 —1,5/0 00 00

2%, 24%, 4%
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