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Uvod

Nésledujici text neni v zddném piipadé tplné samonosny. Slouzi spiSe jako podklad k prednasce (ac¢-
koliv feSené pocetni piiklady jsou zde zamérné jiné) a jako zdroj aplikacnich ptikladii pro procviceni.
Jsou zde obsazeny vsechny dilezité informace, ale ne vSechna vysvétleni a komentére, proto se nehodi
jako jediny zdroj pomoci kterého by bylo v§e mozné pochopit.

V textu jsou casto odkazy na rtzné knihy a ¢lanky, které jsou hlavné prakticky zamétreny. Velka
¢ast z nich vyzaduje hodné trpélivosti a pripadné i znalosti, které zde nejsou obsazeny. Slouzi hlavné
jako ukazka praktického a realného pouziti zde predstavenych matematickych metod. Aplikace v textu
jsou jinak spiSe modelové, jelikoz vypocet, ktery by obsahoval redlné data je vétsinou nutné svérit
kvili jeho narocnosti pocitaci (ale principy jsou stejné).
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Kapitola 1

Posloupnosti a rady

Definice 1.1. Posloupnost je predpis a, ktery kazdému prvku n mnoziny N prifadi pravé jedno ¢islo
a, z R. Hodnotu a,, nazyvame n-ty clen posloupnosti a celou posloupnost pak zapisujeme {a,}. -,
nebo zkracené {a,}.

Je mozné mit i konecnou posloupnost, pokud v predchozi definici uvazime misto mnoziny N jeji
podmnozinu D, ktera obsahuje vSechna prirozena ¢isla mensi nebo rovno néjaké pevné dané cislo.
Posloupnost obvykle zadaviame

e vzorcem pro n-ty ¢len;
e rckurentné;

o (vyctem cleni).
Zakladni vlastnosti posloupnosti

Posloupnost {a,} se nazyva

e rostouct, jestlize a,, < a,41 pro kazdé n € N;

o Fklesajici, jestlize a,, > a,1 pro kazdé n € N;

e nerostouct, jestlize a,, > a,41 pro kazdé n € N;

e neklesajici, jestlize a,, < a,.1 pro kazdé n € N;

e shora ohranicend, jestlize existuje U € R takové, ze a,, < U pro kazdé n € N;
e zdola ohranicend, jestlize existuje L € R takové, ze a,, > U pro kazdé n € N;
e ohranicend, jestlize je ohrani¢ena shora i zdola.

Definice 1.2. Posloupnost {a,},- | se nazyva aritmetickd, jestlize 3d € R takové, ze ¥n € N plati
Qpy1 = Qp + d.
Cislo d se nazyva diference.

Pro n-ty ¢len plati
a, = a1+ (n—1)d.

Pro libovolné r, s € N plati
as = a, + (s —r)d.

Zmaci-li s, soucet prvnich n ¢lent posloupnosti, potom plati

sn:a1+a2+-~-+ak+1+---+an_1~|—an,
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coz muzeme téz napsat jako
Sp=0Qp + Qp_1+ - -+ ap_p+ -+ a2+ ay.
Chytfe secteme a seskupime
25, = (a1 + ay) + (a2 + an_1) + - + (@1 + @pp) + - + (an + a1)
a jesté chytreji vyjadiime
app1 = ai + kd, npr=0a+Mn—k—-1)d=a;+ (n—1)d— kd = a, — kd.
A pak uz je jasné, ze

n
Sp = 5(0,1 + an)

Aplikace 1.3. Zakaznik si koupil zbozi za 24 000 K¢ a zavézal se jej splatit ve 12 mési¢nich splatkach
po 2000 K¢ plus 1,5 % z nesplacené castky. Jaka je napt. desata splatka a kolik zaplati celkem?
Pro zodpovézeni této otézky si mizeme predstavit nékolik prvnich splatek:

e Prvni splatka: 2000 + 0,015 - 24000 = 2 360 K¢
e Druha splatka: 2000 4 0,015 - 22000 = 2330 K¢
o Tteti splatka: 2000 + 0,015 - 20000 = 2 300 K¢

Mizeme si tedy vSimnout, ze splatky v jednotlivych mésicich tvori ¢leny aritmetické posloupnosti
s diferenci d = —30 K¢. Tedy desata splatka bude

a1 = ay + (10 — 1)d = 2360 + 9(—30) = 2090 K&

a celkové zaplacena castka je pak

12
s12 = (2360 +2030) = 26340 Ke.

o0 -

Definice 1.4. Posloupnost {a,},_, se nazyva geometrickd, jestlize 3¢ € R takové, ze Vn € N plati
Qpi1 = Ay * Q.
Cislo ¢ se nazyva kvocient.
Pro n-ty ¢len plati

Pro libovolna r, s € N plati

S—T
as =a,-q°" .

Zmaci-li s, soucet prvnich n ¢lent posloupnosti, potom muzeme psat
Sp=a1+aiq+ -+ aq""
4sn = a1q + a1q° + -+ + arq"

Odectenim druhého vyjadieni od prvniho dostaneme

sn(l—q) = ai(1—q")

a odtud . .
—dq

T q# 1.

—dq

Je-li ¢ = 1 nemuzeme v predchozi kroku provést déleni. Ale v tomto pripadé se jednd o pomérné
specialni (a nudnou) konstatni posloupnost a dostaneme

Sp = 1

Sp=mn-aq, qg=1.

5



Present value

Aplikace 1.5. Jak velké mnozstvi penéz je nutné investovat, abychom za ¢tyfi roky ziskali 12 000 K¢,
je-li ro¢ni tirokova mira 10 %7
Jelikoz vime, ze ¢astka P,, kterou ziskdme pii slozeném uroceni ¢atky Py a dané trokové mite i,
je dana vztahem
P, = By(1+4)".

Pak miizeme i rucit jakou ¢astku Fy, musime investovat, abychom za n let obdrzeli ¢astku P,:

PU - Pn .
(1+4)"
Pro nase konkrétni hodnoty dostavame
12000
Py=—— =28196,16 K¢.
T Fons DR

Obecné fikame, Ze tato ¢astka Py je sou¢asnou hodnotu (present value) ¢astky P, za n let.

Tento koncept se poziva (jako jeden z mnoha) pro ohodnoceni vyhodnosti projektu.

Mizeme se napiiklad ptat, je-li vyhodna investice 75000 K¢, pokud pristich 5 let ziskdme kazdy
rok 20000 K¢ a ro¢ni urokova mira je 12 %.

Pro vyfeseni si spoc¢itame soucasnou hodnotu jednotlivych budoucich plateb:

e PV 20000 K¢ za prvni rok je 2??30 = 17857,1 K¢

o PV 20000 K¢ za dva roky je f55 = 15943,9Ke

o PV 20000 K¢ za tii roky je s = 14235,6 Ke

e PV 20000 K¢ za ¢tyti roky je (21[7)1020)91 =12710,4K¢

o PV 20000 K¢ za pét let je g = 11348,5K¢

Soucasna hodnota projektu je tedy
17857,1 +15943,9 + 14235,6 + 12710,4 4+ 11 348,5 = 72095,5 K¢

a vidime, Ze vyhodny neni.

1.1 Limita posloupnosti

Provedme nésledujici experiment. Uvazme, Ze mame ¢astku Py a ro¢ni drokovou miru i € (0, 1].

e po jednom roce dostaneme
P, =Py+iPy = Py(1+4)

e po dvou letech dostaneme

Py=P +iP = P(1+i)=Py(1 +i)(1+1) = Py(1 +1i)?

e a podobné po n letech

Co se stane, kdyz dostaneme ¢tvrtinu droku kazdého ¢tvrt roku?

. .\ 4 .\ 4n
7 7 ?
Pi:P0<1+Z),...,P1:P0<1+Z) ,...,Pn:Po(lJrZ—l)

Pro jednoduchost uvazme, ze i = 1 an = 1. Co se stane, kdyz budeme trocit kazdy mésic, tyden,
hodinu, minutu...”



m (1 + %)m castka
1 (1 + %)1 25

4 (1+H? 2,44141P,
12 1+ 2,61304P,
365 (1+4)  2,71457R,
8760 (1+k5)""  2,71813R,
525600 (14 o)™ 2,71828R,

A co se stane, kdyz budeme jednotku casu stale zmensovat?

(3

Definice 1.6. Necht je dana posloupnost {a,} a ¢islo A € R. Rekneme, 7e posloupnost {a,} md
limitu A, jestlize se k ¢islu A muzeme s ¢leny posloupnosti priblizit libovolné blizko tim, Ze vezmeme
hodnoty n dostatecné velké.

in

= P()em.
k—o00

1\ it
'&:%O+H> =P,

7

Pokud méa posloupnost {a,} limitu, ¥ikime, Ze konverguje, a znacime li_>m a, = A, pfipadné
n o

a, — A pron — oo.
Rekneme7 ze posloupnost {a,, } ma limitu +o0o, jestliZe ¢leny posloupnosti mizeme udélat libovolné

velké tim, Ze vezmeme dostatecné velké n. Zna¢ime lim a,, = +0o. Podobné definujeme lim a, =
n—oo n—oo

—00.
Pokud ma posloupnost {a,} limitu +00 nebo —oo, fikdme, ze posloupnost diverguje.

Jestlize posloupnost nekonverguje ani nediverguje, fekneme, ze osciluje.

3
o o O © © 1 ©
2 o o o
— 5,
1 o
-1+
n
1 n ) (_1)n+1
ap=\14+—-) ,lima,=e a, = ———, lim a,, =0
n n—00 n n—00
30 T °
25 + 1+ O O O
20 1
15 | ©
10 !
0
5 o -1 (@) O O
o 0
n
~1 1 .. o
a, =2""", lim a, = o0 a, = (—1)", limita neexsituje
n—oo



Definice 1.7. Mnozinu R* = RU {+00, —oo}, ktera je usporadané tak, Ze pro libovolné = € R plati
—o0 < x < 400, nazyvame rozsitenou mnozinou realnych ¢isel.

Je-liceR,0< k < +o00, —0 < z < 0 zavadime

; ¢+ (£oo) = (£o0) + ¢ = £o0,
+00 + (+00) = +00, —00 4 (—00) = —00
2.
k- (£oo) = +o0, 2+ (Foo) = Foo
+00 - (+00) = 400, —00-(—00) = 400, +00-(—00) = —00
3. c
=0

Aplikace 1.8. Pokud utratime penize za zbozi a sluzby, tak ti, ktefi je obdrzi, ¢ast z nich opét
utrati. Ti, kteff obdrzi dvakrat utracené penize, z nich ¢ast opét utrati atd.

Uvazme, ze vlada zahaji tento proces tim, ze utrati c¢astku D K¢. Kazdy piijemce pak utrati
100¢ % a uspori 100s %, pricemz ¢ + s = 1.

a) Jak velké jsou celkové vydaje S, po n krocich?

b) Jaky je vyznam lim S,?

n— o0

a)

1_ n
Sn:D—i—cD—l—c(cD)—l—nui—c"*lD:D1 <.
—c
b)
limSnzlile_C = D :2
n—00 n—00 1—-c 1—c¢ S
Je-li napt. ¢ = 0,8, pak lim S, =5D.

n—oo

1.2 Nekonec¢na rada

Definice 1.9. Necht {a,}>° je posloupnost realnych ¢isel. Symbol
Za/n HebO a1+a2+a3—'—---+an+...
n=1

nazyvame nekonecnou ciselnou fadou. Posloupnost {s,}>, kde

S1=4ay, Se2=ai+a, ... S,=a+a+---+a,, ...,

nazyvame posloupnost cdastecnyjch soucti této rady.
Existuje-li vlastni limita lim s, = s, Fekneme, Ze fada - | a,, konverguje a ma soucet s. Neexistuje-
n—oo

. P . . v ~ v o0 - .
li vlastni limita nh_)rrolo Sy, Tekneme, ze fada )~ | a, diverguge.

Véta 1.10 (Nutna podminka konvergence). Necht Y - | a, konverguje. Pak lim a, = 0.

n—0o0



Jediné fada, kterou budeme chtit umét secist, je fada geometricka, tj. fada

00

n—1
E arq
n=1

Necht ¢ = 1, lim s, = lim na; = +oo. Necht ¢ = —1, pak fada je a; + (—ay) + - - -
n—oo

n—o0

{0 pro sudén
Sp =

a; pro lichén

tedy lim s, neexistuje. Pro |g| # 1

n—oo

n

1—gq
1—q

Sp = a1
Pro ¢ > 1je lim s, = oo, pro ¢ < —1 tato limita neexistuje a pro |¢| < 1
n—oo

a1

lim s, = .
n—00 1—gq

a plati



Kapitola 2

Diferencialni pocet

2.1 Funkce a jeji vlastnosti

Definice 2.1. Necht jsou dany neprazdné mnoziny D C R, H C R. Predpis f, ktery kazdému z € D
prifazuje pravé jedno y € H, nazyvame funkci jedné proménné. Tuto funkci oznacujeme

y = f(z).

Mnozina D se nazyva definicni obor funkce f a znaé¢i se D(f), mnozina H se nazyvéa obor hodnot
funkce f a znaci se H(f).

Definice 2.2. Grafem funkce f: D(f) — R je mnozina bodu
G ={(z f(x)) e R*: 2z € D(f)}.

Priklad 2.3 (Typické (netypické) funkce v ekonomii a sociologii).

Logistickd funkce (saturacni proces) Trendové funkce s periodickymi fluktuacemi
a
=— = a+ br + csin(dz
4 1+ be—cx 4 tor (dx)
a, b, c>0 a, b, c,deR
v A YA

—
\

o
4

0 T 0 z
,Zésobovaci funkce
Gaussova funkce
, S
y=15— 5z (z=b)*
T y = aei 2c2
— DT < x<4T
(i JT<z<i a,b,ceR, c¢#0
S,T>07i:1’27... YA
Y A
S i
: " 0 T
0 T 2T 3T

Definice 2.4. Funkce f se nazyva ohranicend, jestlize existuje K € R, K > 0, takové, ze |f(z)] < K
pro kazdé x € D(f).
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Rekneme, Ze funkce f je sudd, jestlize pro kazdé = € D(f) plati —x € D(f) a f(—x) = f(x) (graf je
soumérny podle osy y).

Rekneme, 7ze funkce f je lichd, jestlize pro kazdé x € D(f) plati —z € D(f) a f(—z) = —f(z) (graf
je soumérny podle pocatku).

Funkce f se nazyva periodickd s periodou p € R, p > 0, jestlize plati, Ze pro kazdé x € D(f) je také
r+pe D(f)a f(xr+p) = flx —p) = f(x). Zdkladni perioda funkce je nejmensi prvek mnoziny
vSech period této funkce.

Definice 2.5. Necht je dana funkce f: D(f) — R a interval I C D(f). Pak funkci f nazveme
rostouct na intervalu I, jestlize pro kazda dvé z1, xo € I takova, Ze x1 < 9, je f(z1) < f(x2).

Funkci f nazveme klesajici na intervalu I, jestlize pro kazda dvé xq, xo € I takova, ze x1 < g, je
f(x1) > f(22).

Funkce, ktera je rostouci nebo klesajici, se nazyva ryze monotonni.

Definice 2.6. Funkce f se nazyva prostd, pravé kdyz pro vSechna x1,xo € D(f) plati: je-li z1 # x,

pak f(z1) # f(x2).

Definice 2.7. Necht u: A — B a f: B — R jsou funkce. Pak funkce F': A — R dana predpisem
y = f(u(z)) se nazyva sloZend funkce. Funkce u se nazyva vnitini slozkou, funkce f wvnéjsi slozkou
slozené funkce F.

Definice 2.8. Inverzni funkci k prosté funkei f je funkce f~!, pro kterou plati, ze D(f~') = H(f)
a ke kazdému y € D(f™1) je pfifazeno pravé jedno x € D(f) takové, ze f(x) = y.

Véta 2.9. Inverzni funkci k funkci f rostouci (klesajict) na mnoziné D(f) je rostouci (klesajict)
funkce na mnozZiné H(f).

Definice 2.10. Bud = € R. Necht P je koncovy bod oblouku na jednotkové kruznici, jehoz pocéatecni
bod je [1,0] a jehoz délka je |z|; pfitom oblouk je od bodu [1,0] k bodu P orientovan v protisméru,
resp. ve sméru chodu hodinovych ruci¢ek podle toho, zda x > 0, resp. x < 0. Pak prvni soufadnici
bodu P nazyvame cosz a druhou soufadnici sin z. Déle definujme

sin x cos T

tgx = , cotgr = ——.
COS T sinx

Funkce sin x, cosz, tgx a cotg x nazyvame funkce goniometrické.

Nékteré dilezité vztahy:

sin?x + cos?x = 1, tgx - cotgr =1,
sin 2x = 2sinx cos x, cos 2z = cos? z — sin’ z,
o 1 —cos2z 9 1 4 cos2x
sin“x = ——, cos“r = ——.
2 2

Definice 2.11. Inverzni funkce k funkci sin z definované na [—g, g} se oznacuje arcsin x.
Inverzni funkce k funkei cos x definované na [0, 7] se oznacuje arccos x.

Inverzni funkce k funkci tg x definované na (—g, g) se oznacuje arctg x.

Inverzni funkce k funkci cotg x definované na (0, 7) se oznacuje arccotg .

Funkce arcsin z, arccos x, arctg x a arccotg x nazyvame cyklometrické funkce.
Véta 2.12. Cyklometrické funkce maji ndasledujici vlastnosti.
1. Funkce arcsinx a arctgx jsou rostouct, funkce arccosx a arccotgx jsou klesajict.

2. Funkce arcsinx a arctgx jsou liché.
11



A A
y = arcsinx Yy = arccosw
= ...
2 x4 y =sinx
14 i
i . : N
—2-—1 Lo N
N H H .y
\ : 0 g x
AN : 1 2
\\ / ....... —1
7 .
A P -z
y A
y=tgx
| | .
/
| | ,
| | .
| . 17
| 2 1.7
_____ ——=—-—fF7-——=-
| /
| y | y = arctgx
| | N ™=_
| | Y 2 |
| ‘ |
I/./ _% | ./ |
R e . |
PR [ i |
. I I 7 |
/,/ | | e |
) I I e y =cotgz ||

Definice 2.13. Funkci P: R — R tvaru
P(z) = a,z™ + n1 2" V4 +ay, kde ag,ai,...,a, €R,

nazyvame polynomem. Cisla a; se nazyvaji koeficienty polynomu. Je-li a, # 0, pak ¢islo n € N
nazveme stupném polynomu.
Cislo a € C se nazyva koren polynomu P, jestlize

P(a) =0.

Cislo a je k-ndsobnym korenem polynomu P, existuje-li polynom @ takovy, ze

P(z) = (z — a)*Q(x),
a « neni kofenem polynomu @, tj. Q(a) # 0. Cislo k € N se pak nazyva nasobnost kofene o
polynomu P.
Véta 2.14 (Zakladni véta algebry). Polynom P stupné n md nad kompleznim oborem C prdvé n
korend, pocitdme-li kaZdy koren tolikrdt, kolik je jeho ndsobnost.
Definice 2.15. Budte P, (Q nenulové polynomy. Funkce
P(z)
Q(x)
se nazyva raciondlni lomend funkce. Tuto funkci nazveme ryze lomenou, plati-li stP < stQ), a neryze
lomenou, plati-li stP > st().

R(z) =

2.2 Limita a spojitost

Definice 2.16 (,,Naivni“ definice). Funkce y = f(z) ma v bodé xq limitu L, jestlize se s hodnotami
funkce f(z) muzeme libovolné priblizit ¢islu L tak, Ze vezmeme hodnoty = dostate¢né blizké hodnoté
xg, ale rizné od xy. Zapisujeme

lim f(z) = L.

Tr—xQ
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Funkce y = f(z) ma v bodé x( limitu rovnu oo, jestlize hodnoty funkce f(z) mizeme udélat libovolné
velké tak, Ze vezmeme hodnoty x dostatecné blizké hodnoté xq, ale rizné od xq. Zapisujeme

lim f(z) =00
T—TQ

a Iikdme, Ze funkce ma ve vlastnim bodé nevlastni limitu.
Funkce y = f(z) ma v bodé oo limitu L, jestlize se s hodnotami funkce f(z) muZeme libovolné
priblizit ¢islu L tak, ze vezmeme hodnoty x dostatecné velké. Zapisujeme

lim f(z) = L.

T—00

Rikéme, ze funkce mé v nevlastnim bodé vlastni limitu.
Funkce y = f(z) ma v bodé oo limitu oo, jestlize hodnoty funkece f(x) muZzeme udélat libovolné
velké tak, Ze vezmeme hodnoty x dostatecné velké. Zapisujeme

ILm f(x) = oc.

Rikame, Zze funkce mé v nevlastnim bodé nevlastni limitu.

Analogicky muzeme popsat i limity v bodé —oo a s hodnotou —oc.

Pro ty, kteri vyzaduji presnost

Definice 2.17. Necht zy, § € R, § > 0. Pak interval O(xo) = (zo — J, 29 + ) nazveme okolim bodu
Zo-

Bud a € R. Pak interval O(c0) = (a,00) nazveme okolim bodu oo a interval O(—o0) = (—00,a)
okolim bodu —oo.

Definice 2.18. Necht z(, L € RU {co, —co}. Rekneme, 7Ze funkce f(z) ma v bodé x, limitu rovnu

¢islu L a piseme lim f(z) = L, jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L existuje okoli O(xy) bodu z
Tr—T0

tak, Ze pro x € O(xg) \ {zo} plati f(z) € O(L).

Véta 2.19. Funkce f md v libovolném bodé nejuyse jednu limitu.

Rekneme, 7ze funkce f(z) ma v bodé zy limitu zleva rovnu L, piSeme

lim f(z) =L,

Q?—>$O

jestlize se s hodnotami funkce f(x) muzeme libovolné piiblizit ¢islu L tak, Ze vezmeme hodnoty x
mensi nez z( a dostatecné blizké hodnoté xy. Analogicky definujeme i limitu zprava a nevlastni limity.

Véta 2.20.
lim f(z) =L <= lim f(z)= lim f(z)=L.

T—=To T—Ty z—zd

Véta 2.21. Necht existuji vlastni limity lim f(x) = Ly , lim g(x) = L. Pak plati:
T—TQ

Tr—xQ

a) lim (f(z) £g(x)) = L1 + Lo,

T—xQ

b) lim (f(2) - g(x)) = Ly - Ls,

Tr—xQ

. . f(z) . Ly
c) Je-li Ly # 0, pak zlggo 0 Ly

@) lim |f(z)] = | lim f(z)].
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Jak se pocita se symbolem oco? Plati

1 1 1
00+ 00 =00, OO0-00 =00, =0, — =400, — =
+0 —0

—_— —00.
+oo

o0—-—00, —, —=, 0-00, 00, ooo, 1.
00 0

Priklad 2.22. Proc se pri ristu objevuje konstanta e?
Ulozme do banky ¢astku Py. Pii aroku 8 % dostaneme po roce ¢astku Py

P, = Py+0,08P) = Py(1+0,08),

analogicky po t letech
P, = Py(1+0,08)".

Pokud budeme trocit ¢tvrletné, dostaneme kazdého étvrt roku 2 %, tj. po roce
Py = By(1+0,02)*

a po t letech
P, = Py(1+40,02)*.

Miuzeme trocit kazdy mésic, tyden, den, atd. a libovolnou trokovou mirou, dostaneme tak vztah
r\mt
P =P, (1 + —>
m

Uvazme nyni urok ve vysi 100 % , tj. r = 1, a podivejme se, co se d&je s nasi ¢astkou po roce, kdyz
uro¢ime ¢im dal castéji:

m (1 + #)m castka
1 (1+ %)1 2h
4 (1+h? 2,44141P,
12 1+5)7  2,61304R,
365 (1+5)™  2,71457R,
8760  (1+ )" 2718135
525600 (1 + s )" 2,71828P,

Vypada to tedy, Ze ¢astka neporoste do nekonecna, coz nas vede k nasledujici definici

1 n
lim (1 + —) =e
n—00 n

Vratime-li se k vzorci pro vypocet ziskané castky
r\mt
P, = P, (1 + —> ,
m
pak zavedenim substituce m = rn dostaneme

o\ rnt r \njrt
P[)(l—'——) :P0|:<1+—)1| :Poert.
r™m r™m

Definice 2.23. Necht z, € R. Rekneme, Ze funkce f je v bodé z( spojitd, jestlize je limita funkce
v tomto bodé rovna funkéni hodnoté v tomto bodé, t;.

T f(2) = f(zo).
14



Analogicky se definuje spojitost zprava/zleva.

Definice 2.24. Necht f je funkce a I C D(f) je interval. Rekneme, Ze funkee f je spojita na intervalu
I, jestlize je spojita v kazdém vnitinim bodé tohoto intervalu. Patii-li navic levy (pravy) koncovy
bod do I, je v ném funkce spojita zprava (zleva).

Véta 2.25 (Weierstrassova véta). Necht f je spojitd na intervalu I = [a,b]. Pak je na tomto intervalu
ohranicend a nabyvd zde své nejvétsi a nejmensi hodnoty.

Véta 2.26 (Bolzanova véta). Necht f je spojitd na intervalu I = [a,b]. Pak na tomto intervalu
nabyvd vsech hodnot mezi svou nejuétsi a nejmensi hodnotou.

Disledek 2.27. Je-li funkce f spojitd na intervalu I = [a,b] a f(a)f(b) < 0, pak ezistuje bod
c € (a,b) takovy, Ze f(c) = 0.

Spojité (tam, kde jsou definované) jsou v8echny tzv. elementdrni funkce, tj.

e polynomy

e cxponencialni a logaritmické funkce

e goniometrické a cyklometrické funkce

e mocninné funkce
a funkce, které z nich vzniknou koneénym poctem s¢itani, od¢itani, nédsobeni, déleni a skladani.
Priklad 2.28. Urcete znaménko polynomu

P(z) = 2(x — 1)(z — 2)%.

Resent. Polynom ma dva jednoduché kotfeny x; = 0 a 2 = 1 a jeden dvojnasobny kofen z34 = 2.
Tato tii ¢isla ndm rozdéli celou realnou osu na ¢tyfi intervaly a v kazdém z téchto intervali bude
mit polynom stale stejné znaménko. Pro uréeni znaménka staci zvolit libovolné ¢islo, které je uvnitt
intervalu, a dosadit jej do polynomu. Zvolime-li napiiklad ¢islo -2 a dosadime-li do naseho rozkladu,
dostaneme soucin dvou zapornych a jednoho kladného ¢isla. Vysledek je tak kladné ¢islo. V intervalu
(—00,0) je tedy polynom kladny. Podobné rozhodneme pro ostatni intervaly a vysledek muzeme
shrnout do tabulky.

z | (—00,0) | (0,1) | (1,2) | (2,00)
R(x) + — + +

Fakt, Zze mé polynom néjaky koten sudé nasobnosti, se projevi tak, ze v tomto bodé se graf polynomu
dotyka osy x a v tomto bodé se neméni znaménko polynomu.

Odtud plyne, ze znaménko polynomu lze urc¢it tak, ze vybereme pouze koteny s lichou nasobnosti,
ur¢ime znaménko v jednom z intervalii, a pak se jiz znaménko pro dalsi st¥idé. O]

2.3 Derivace funkce

Definice 2.29. Bud f funkce a bod xy € D(f). Existuje-li vlastni limita

o F@) = F(a0)
T—T0 r — Tg

nazyvame tuto limitu derivaci funkce f v bodé zy a zna¢ime f’(xy) nebo %(Qfo).
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Polozime-li h = x — xy, 1ze derivaci zapsat ve tvaru

f'(x0) = lim f(zo+h) — f(xo) '

h—0 h

Podobné definujeme derivace zprava a derivace zleva:

(o) = L, —f(x; = io(%) . flxo) = Jm —f(xa); - is%) -

Yy A

Aplikace 2.30. Cenova elasticita

V ekonomii potfebujeme c¢asto vyjadrit, jak citlivé nékteré veli¢iny reaguji na zmeény jiné veli¢iny.
Naprtiklad, jak se méni poptavka po n&jakém produktu v zavislosti na jeho cené (obvykle plati, Ze
s rostouci cenou klesa poptéavka). Ke kvantifikaci takového jevu se zavadi tzv. elasticita. V nasem
konkrétnim piipadé se jedna o tzv. cenovou elasticitu poptdavky. Oznacime-li P; poCatecni cenu a P
cenu po zméné a podobné ()7 pocateéni mnozstvi a ()9 mnozstvi po zméné, pak muzeme definovat
tzv. koeficient cenové elasticity poptavky E vztahem

Q2—1
$(Q2+Q1)

Po—P;
L(P+Py)

FE =

Z definice vidime, Ze se vlastné jedna o jakousi prumérnou hodnotu zmény v daném intervalu. Pokud
bychom chtéli pfesnou hodnotu v daném bodé, pak bychom tento primér museli pocitat v malém
okoli tohoto bodu. Pfi oznaceni Qs — Q1 = AQ a P, — P, = AP dostaneme

P AQ P+ Py
APQ1+Qy
Podobné jako u definice derivace vidime, Ze vyraz % vyjadiuje smérnici secny. Budeme-li pocitat

prumeérnou hodnotu pres ¢im dal mensi interval, miizeme uvazovat, ze Q1 = Qs = Qa P, =P, =P a
seCna prejde opét v te¢nu, dostaneme tak okamzitou hodnotu zmény, a to je hledana cenova elasticita
poptavky
_dQP
€=1p 0

Poznamka 2.31. Analogicky se definuje cenova elasticita nabidky a také cela fada dalsich pojmu
v ekonomii jako marginalni zisk/naklady apod.
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Véta 2.32. Pro deriwace elementdrnich funkci plati:

d =0, (%) = ax
1
(627)/ — el" ( (L‘)/ — -,
x
(sinz)" = cosx, (cosz) = —sinz,
1 1
t I = , t I _

(tg) cos? (cotg ) sin?z’
S 1 / 1
(arcsinz)’ = Vi (arccosz) = Rt
(arctgx) = ;, (arccotgz) = — ! :

x?+1 241
1
AV 1 -
(a®) =a"-Ina, (ogax) —na’

kde a € R a c € R. Tyto vzorce plati vsude tam, kde jsou prislusné funkce definovdny.

Véta 2.33. Necht maji funkce f, g derivaci na mnozinée M. Pak plati:

a) (cf(x)) = cf'(x), c€R,
b) (f(z) £g9(2)) = f(x) £ g'(x),
¢) (f(z)-g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g (x),

f(x))’ _ [()g(x) — flx)g'(x)
g(x) '

Véta 2.34. Necht funkce u = g(x) md derivaci ¢'(x), funkce y = f(u) md derivaci f'(u) a necht
plati D(f) 2 H(g). Pak sloZend funkce y = F(x) = flg(x)] md derivaci a plati:

d) je-li g(x) # 0, pak (

Priklad 2.35. Vypoctéte derivace nésledujicich funkei:

a) y=4x3 —22%+ 31 — 1, b) y =3,
c) =2?Inz, d) y="°3r4,

e) y=arctga? f) y=+e"+uz.
Resentd. Ve viech pripadech pouzijeme vysSe uvedené pravidla pro derivovéni:
a) v = (423 — 222 +3x— 1) =4-32> =2 - 20+ 3 = 1222 — 4z + 3.
b) ¢ = (3¢/x) = (3x3) =3~ ta~

¢) y =(2?Inz) = (2*)Inz +2*(Inz) =2znz + 2?2 =2zlnz + .

wn

1
G

8
oo™

d) Pouzijeme vétu o derivaci podilu:

, (cosx — 1)' (cosx — 1) sinz — (cosz — 1) - (sinz)’
y = _— =

sin x (sin x)?
—sinz -sinz — (cosx — 1) -cosz  —1+4cosx 1

N sin? x T 1—cos2x  l+cosz
17



e) Pouzijeme vétu o derivaci slozené funkce:

y = (arctgz?®)’ =

1 / 1 T
)y = (VT2 = (@ +0)1) =+ a5 o) = 55k m

Aplikace 2.36. Keynesiansky multiplikator
Jednoduchy makroekonomicky model bez vefejnych vydaji a zahrani¢niho obchodu je dan vztahy

Y=C+1
C =a+0bY, a,beR

kde Y je narodni dichod, C' je spotfeba a I jsou investice. Jak musime zvysit investice, abychom
dostali predem dané zvySeni ndrodniho dichodu?

Reseni. Dosazenim druhé rovnice do prvni dostaneme vztah mezi narodnim dichodem a investicemi
a+1
1—-b"

Méame odvodit, jak se zméni narodni dichod, kdyZ se zméni investice, tj. pfedpokladame, Ze obé
veli¢iny se v Case méni a jsou tak funkcemi casu. Vime, Ze zména je vyjadiena derivacemi, tj.
zderivujeme-li predchozi rovnici podle ¢asu ¢, dostaneme

vy 1 dI
dt  1—bdt

(2.1)

Cislo K = %_b vyjadiuje vliv zmény investic na narodni diichod a ¥ik&4 se mu multiplikator.
Uvazujme naptiklad, ze a = 0, b = 0,75 a [ = 250. Jak musime zvysit investice, aby se narodni
dichod zvysil o 2007 Pro multiplikator K dostaneme

K=—t —4
1-0,75
Dosazenim do (2.1) dostaneme
dl dl
200=4— = — =50.
dt dt
Multiplikator je tedy priléhavy nazev. O]

7, geometrického vyznamu derivace plyne, Ze funkce f ma v bodé zy derivaci pravé tehdy, kdyz
jeji graf méa v bodé (xg, f(zo)) te¢nu se smérnici f'(zg). Rovnice této tecny je

y = f(zo) + f'(z0)(x — z0).
Pro rovnici normaly, tj. pfimky kolmé k te¢né a prochéazejici dotykovym bodem, plati

y= f(x0) — ﬁ (r—20), el /(o) 0,

T = o, je-li f'(zg) =0.
Véta 2.37. Necht f mad derivaci na otevieném intervalu I.
a) Je-li f'(x) >0 pro kazdé x € I, pak je f rostouci na I.
b) Je-li f'(x) <0 pro kazdé x € I, pak je f klesajici na I.

Veéta 2.38. Necht funkce f,g maji vlastni derivace v kaZdém bodé otevieného intervalu I. JestliZe
pro vSechna x € I plati f'(x) = ¢'(x), pak se funkce f,g liS{ o konstantu, tj. ezistuje ¢ € R takové,
ze f(x) = g(x) + c.
Zegména jestlize f'(x) =0 na I, pak je f na I konstantni.
18



2.4 Extrémy funkce

Definice 2.39. Rekneme, 7e funkce f méa v bodé x:
a) lokdlni mazimum, existuje-li okoli O(xg) tak, ze pro kazdé z € O(xy) je f(x) < f(xo),
b) lokdlni minimum, existuje-li okoli O(zy) tak, ze pro kazdé x € O(xo) je f(x) > f(xo),

c) ostré lokdlni mazimum, jestlize existuje okoli O(zy) tak, ze pro kazdé z € O(zg) \ {zo} je

f(x) < f(wo),

d) ostré lokdln? minimum, jestlize existuje okoli O(xy) tak, ze pro kazdé = € O(xzg) ~\ {zo} je

f(@) > f(xo).

Véta 2.40 (Fermatova). Necht md funkce f v bodé xq lokdlni extrém a necht existuje derivace f'(xq).
Pak f/(Io) = 0.

Bod zg s vlastnosti f'(x¢) = 0 se nazyva staciondrni bod funkce.

Véta 2.41. Meéni-li derivace funkce pii prechodu pres staciondrni bod znaménko, pak v ném funkce
mda lokdlni extrém.

Definice 2.42. Druhou derivaci funkce f rozumime funkci f” = (f’)" a pro libovolné n > 2 definu-
jeme n-tou derivaci (derivaci n-tého Fddu) funkce f vztahem f( = (f(=1Y.

Véta 2.43. Necht f'(xg) =0, tj. xo je staciondrni bod.
a) Je-li f"(xg) > 0, pak md funkce f v bodé zo ostré lokdlni minimum.
b) Je-li f"(x¢) <0, pak md f v bodé xo ostré lokdlni mazimum.

Priklad 2.44. Najdéte lokdlni extrémy funkce:
a) f(x)=2%— 12z — 6, b) f(z) =%s.
Resent. a) Najdéme vSechny stacionarni body. Plati
f'(z) = (2° — 122 — 6) = 32% — 12.

Polozme f'(z) = 0, dostaneme stacionarni body = = 2 a x = —2. Zjistime znaménko f”:

interval | (—oo,—2) | (=2,2) | (2,+00)

f + — +
f S N\ S
Podle véty (2.41) vidime, Ze v obou bodech mé funkce extrém, pticemz v bodé x = —2 se jedna

o maximum o hodnoté 10 a v £ = 2 o minimum o hodnoté -22.

b) Postupujeme obdobné jako v pfedchozim piipadé:

ro=(5) -1

Polozme f'(z) = 0, dostaneme stacionarni body = = 1 a x = —1. Znazornime znaménko f”:

interval | (—oo,—1) | (=1,1) | (1,400)

r - + | -

f N\ /! N\
Proto v bodé z = —1 mé funkce lokalni minimum hodnoty —% a v bodé z = 1 lokdlni maximum
hodnoty % O]
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Aplikace 2.45. Optimalni zdanéni
Zvétseni zdanéni zbozi zvysi jeho cenu. To ma za nésledek sniZeni poptavky (celkovy efekt zmény
bude zéaviset na elasticité poptévky). Toho, kdo dané vybira, ovSem nejvice zajima, kolik dani vybere.
Otazkou tedy je, zda-li snizeni poptavky nepievazi zvyseni dani, tj. snizi se celkovy danovy vynos.
Uvazujme, ze poptavka se Tidi vztahem

pa=a+bg

a nabidka vztahem
Ps =¢C + an

kde pg a ps jsou jednotkové ceny v korunach, ¢ znac¢i mnozstvi a a, ¢, d>0 a b<0. Jak bude vypadat
optimélni dan?

Resent. Oznacime-li ¢ dan uvalenou na jeden kus zbozi, pak nabidka se bude tidit vztahem
ps=c+dqg+t.
Pf1i rovnovéaze na trhu plati.
Pa=ps = cH+dg+t=a+bq

a odtud pro mnozstvi na trhu dostaneme

_a—c—t
=701

Celkovy danovy vynos y je uréen mnozstvim prodaného zbozi a dané, tj.

_ t_a—c—t

Pro nalezeni optimalni dané na jeden vyrobek tedy hleddme maximum funkce y. Derivace je
,  a—c—21
YT

Mame jediny stacionarni bod ¢ = 43¢, Vzhledem k mnoha parametrim bude nejjednodussi pouzit
pro urceni typu extrému druhou derivaci

-2
"no__
A
Tato derivace je zaporna, jelikoz d — b > 0. Stacionarni bod je tedy lokdlnim maximem. Optimalni
dan na jeden kus vyrobku tedy bude “Z¢ korun. O]

Aplikace 2.46. Meltzer—Richard

Jeden ze standardnich modela v politické ekonomii 1ik4, Ze redistribuce bohatstvi by méla byt vétsi ve
spolecnostech, kde medianovy piijem je znacné mensi nez prumérny piijem, jinymi slovy spole¢nosti,
ve kterych je vétsi nerovnost, by mély mit vétsi prerozdéleni bohatstvi. Pro¢ je tomu tak?

Resent. Ukézeme si zjednoduseny model podle [1]. Zavedeme nasledujici znaceni a predpoklady
e U(+) znadi uzitek ziskany z vefejnych statkd, dana funkce je rostouci a konkavni;

e y; je piijem i-té osoby;

W; je blahobyt i-té osoby;

¢; je spotfeba i-té osoby;
e 7 znaci dané uvalené vladou na piijem kazdého jedince (nabyva hodnot mezi 0 a 1);

e ¢ je mnozstvi vefejnych statki, které vlada poskytuje.
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Predpokladejme, Zze blahobyt kazdého jedince je dén vztahem
Wi=c¢+U(g).
Prostiedky kazdé osoby pro jeji spotfebu jsou jeji piijmy po zdanéni, tj.
¢ =(1-"1)y.

Pi{jem se lisi osobu od osoby. Ozna¢ime E(y) pramérnou hodnotu piijmu ve spole¢nosti a med (y)
medidnovy piijem ve spole¢nosti.

Idealizujici predpoklad je, Ze v demokracii se vechny dané proméni ve vefejné statky, mame tak
podminku

=T1E(y).
Miuzeme tedy prepsat vztah pro blahobyt ¢-té osoby

W; = <1 — Ly) yi+U(g) = (E(y) — g) Ey(y) +U(g)-

Kdy bude blahobyt jedince nejvétsi v zévislosti na mnozstvi vefejnych statki? Pro zodpovézeni této
otazky sta¢i urc¢it maximum funkce W;:

dwi Yi . dU
dg E(y) ~ dg
Stacionarni bod je feSenim rovnice dd_v? = 0 a odtud % = % Problémem je, Ze nezname piesné

funkei U(g). Oznacime-li U, = %, pak muzeme FeSeni ¢f nasi rovnice vyjadfit pomoci inverzni funkce

jako
* — Yi
Qi:U 1( )
7 \E(y)

Jelikoz U byla rostouci a konkévni funkce, pak Uy je kladna a klesajici funkce. Z vlastnosti inverznich
funkef pak plyne, ze 1 U, ! je klesajici. Odtud tedy vime, Ze bude existovat jedno feSeni nasf rovnice,
které je zavislé na hodnoté pifjmu dané osoby a primérné hodnoté piijmu. Navic vime, Ze tato
hodnota klesa s rostoucim piijmem. Jelikoz ¢ znaci velikost vefejnych statki, tak tento vysledek
mizeme interpretovat tak, ze bohati lidé preferuji méné prerozdélovani (coz je celkem v souladu s
intuici).

Timto jsme urcili mnozstvi pro danou osobu. Vlada ovSem musi nastavit jednu hodnotu g. Pri-
déame jesté jeden predoklad, tzv. pravidlo medianového volice. Toto pravidlo ika, Zze vitézné politika
je ddna medidnovou osobou populace. Jelikoz jedina véc, kterd urcuje troven preferované velikosti

prerozdélovani bohatstvi vladou, je hodnota %, tak pro medidnového volice dostaneme

oo ()

Coz bude hodnota, kterou budeme pozorovat v ekonomice. Obvyklym signdlem nerovnosti je, ze
prumérnd mzda je vysSsi nez medianova mzda. V takovémto piipadé by podle tohoto modelu méla
byt mira prerozdéleni vyssi nez nastavend mira. O]

Definice 2.47. Bud funkce f definovani na mnoziné M. Jestlize xq € M a plati

f(x) < f(xo)

pro vSechna x € M, fikdme, Ze funkce f ma na M absolutni maximum v bodé zy. Podobné definujeme
absolutni minimum.

Postup pro nalezeni absolutnich extrému:

1. Najdeme v daném intervalu stacionarni body a body, v nichZ neexistuje prvni derivace.
2. Vypocteme funkéni hodnoty v téchto bodech.
3. Vypoc¢teme funkéni hodnoty v krajnich bodech intervalu (pokud patii do D(f)).

4. Ze vsech takto ziskanych funkénich hodnot vybereme nejvétsi a nejmensi. To bude absolutni
maximum a minimum.
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2.5 L’Hospitalovo pravidlo
Véta 2.48. Bud zg € RU {—o00,00}. Necht je spinéna jedna z podminek

i) lim f(z) = lim g(z) =0,

Tr—xQ Tr—xTQ

ii) lim |f(z)| = lim |g(z)| = 4o0.
T—TQ T—TQ

Ezistuje-li (vlastni nebo nevlastni) lim () , pak existuje také lim @), plati
Tr—TQ g (J?) r—xQ 9(73)

f@) @)
g

lim % — .
xlgclo (x) T—T0 g’(:):)

Vyuzitim riznych triki se na tyto dva pripady daji prevést i ostatni tzv. neurcité vyrazy

00 — 00, 0- o0, 0°, oo’ 1°°.

2.6 Jak derivace ovliviiuje tvar grafu?

Definice 2.49. Lezi-li graf funkce f nad kazdou svoji tecnou v libovolném bodé intervalu I, tj.
plati-li
f(x) > f(xo) + f'(xo)(x —x9) pro =z, xy € 1,

fekneme, Ze funkce je konvexrni na intervalu I.

Lezi-li graf funkce f pod kazdou svoji tecnou v libovolném bodé intervalu I, tj. plati-li

f(x) < f(xo) + f'(xo)(x —x9) pro =z, x9 € 1,
fekneme, ze funkce je konkdvni na intervalu I.

yA y A

Ry
sy

konvexni =nad tecnou konkavni = pod te¢nou

Véta 2.50. Necht' I je otevreny interval a f md druhou deriwaci na I.
a) Je-li f"(x) >0 pro kazdé x € I, pak je f konvexni na I.
b) Je-li f"(x) <0 pro kazdé x € I, pak je f konkdvni na I.
Definice 2.51. Rekneme, Ze z je inflexnim bodem funkce f, jestlize je f v xy spojita, a jestlize je
vlevo od bodu zy konkadvni a vpravo od tohoto bodu je konvexni, nebo naopak.
Véta 2.52.  a) Necht xq je inflexni bod a necht existuje f"(x¢). Pak f"(x¢) = 0.

b) Necht f"(xq) = 0, vlevém okoli bodu xq plati f"(x) < 0 a v pravém okoli bodu xy plati f"(x) > 0,
nebo naopak. Pak md funkce f v bodé xo inflexnt bod.
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Obrazek 2.1: Inflexni bod

Priklad 2.53. Urcete intervaly, ve kterych je funkce
fry=uze".
konvexni/konkévni, pfipadné uréete jeji inflexni body.

Reseni. Spocteme prvni derivaci:
y = (ze”) = e + xe”.

Druhé derivace je
y" = (e” + ze”) = 2e" + xe”.

Uréime nulové body druhé derivace:

e"24+12) =0 2= -2

Zmaménko druhé derivace je:

interval | (—o0, —2) | (—2,00)

f// _
f N U

A proto funkce ma v bodé x = —2 inflexni bod.

Obréazek 2.2: Graf funkce y = ze”

23



Kapitola 3

Funkce vice proménnych

Aplikace 3.1. Wind-chill index
Typickym piikladem funkce vice proménnych, se kterou se setkal kazdy, je vztah mezi vnimanou a
namétenou teplotou, ktery je dale ovlivnén rychlosti vétru (v pripadé funkce dvou proménnych) nebo
i vlhkosti (funkce t¥i proménnych).

T/v| 5 | 10|15 |20 |25 |30 |40 | 50 | 60 | 70 | 80
5 4 3 2 1 1 O |[-1]-1}-21]-2]-3
0 2(-3|-4|-5|-6|-6]|-7|-8]-9]-9/-10
-5 -7 -9 |-11}-12|-12 | -13 | -14 | -15 | -16 | -16 | -17

-10 | -13 | -15 | -17 | -18 | -19 | -20 | -21 | -22 | -23 | -23 | -24

-15 | -19 | -21 | -23 | -24 | -25 | -26 | -27 | -29 | -30 | -30 | -31

-20 | -24 | -27|-29 |-30|-32|-33|-34|-35|-36 | -37 | -38

-25 | -30 | -33 | -35 | -37 | -38 | -39 | -41 | -42 | -43 | -44 | -45

-30 | -36 | -39 | -41 | -43 | -44 | -46 | -48 | -49 | -50 | -51 | -52

W = 13,12 + 0,6215T — 11,370%'® + 0,3965T 1"

Definice 3.2. Necht M C R", n € N, M # (). Predpis f, ktery kazdému bodu mnoziny M pfirazuje
pravé jedno z € R se nazyva (redlnd) funkce n (redlngch) proménngch. Mnozina M se nazyva definicni
obor funkce f.

Definice 3.3 (Specialng). Necht D C R? D # (). Predpis f, ktery kazdému bodu roviny [x,y] € D
prifazuje pravé jedno z € R, nazyvame funkci dvou promeénnijch. Tuto funkci oznacujeme

z = f(z,y).
Mnozina D se nazyva definicni obor funkce f.

Definice 3.4. Necht M C R", f: M — R. Pak

G(f) =A{lz1, .., zn,yl; 21, .. 20) ERYy = fag, ..., 20)}
se nazyva graf funkce f.

Definice 3.5. Necht M C R?, f: M — R, ¢ € R. Mnozinu

fe={lw,yl € M: f(z,y) = ¢}

nazyvame vrstevnice funkce f na trovni c.
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f(z,y) = sin(zy) fay) =ty
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Aplikace 3.6. Cobb-Douglasova produkéni funkce
Diilezitym piikladem funkce dvou proménnych je tzv. Cobb-Douglasova produkéni funkce, které se
pouziva k modelovani vystupt firmy nebo statu. Je to naptiklad funkce tvaru

P(L,K) = al*K", a>0, 0O<a<l, 0<p<l,

kde P znagi celkovou produkei, L préci (obvykle méfenou v hodinach) a K investovany kapital.

3.1 Limita a spojitost funkce vice proménnych

Pojem limity funkce dvou proménnych je opét zalozen na pojmu okoli bodu. Zasadni rozdil je v tom,
jak vypada okoli bodu na pfimce (ose z) a okoli bodu ve vyssi dimenzi. Okolim bodu [z, yo] leziciho
v roviné (tj. v dvojrozmérném prostoru) je mnozina vSech bodu [z,y], které maji od tohoto bodu
vzddlenost mensi nez néjaké ¢islo a. Vzdalenost neboli metriku mtzeme definovat riznymi zptsoby.
Podle vybéru metriky dostaneme tvar okoli. Napiiklad v euklidovské metrice je okoli bodu A = [z, yo]
vnitfek kruhu se stfedem [z¢,yo] a polomérem a, tj.
(x = 20)* + (y — y0)* < @’
Ryzim okolim bodu je pak okoli tohoto bodu bez bodu samotného.

Definice 3.7. Rekneme, 7e funkce f: R?2 — R ma v bodé A € R? limitu L, L € R, jestlize ke kazdému
okoli O(L) bodu L existuje ryzi okoli O(A) bodu A takové, ze pro kazdy bod z € O(A) ND(f) plati
f(z) € O(L).

Definice 3.8. Necht bod [zg, yo] je takovy bod defini¢niho oboru D(f) funkce f: R* — R, ze jeho

libovolné ryzi okoli obsahuje bod mnoziny D(f). Rekneme, Ze funkce f je spojitd v bodé [xq, yo],
jestlize ma v tomto bodé vlastni limitu a plati

lim  f(x,y) = f(zo,%0)-

(z,y)—(20,y0)

Rekneme, Ze funkee f je spojita na mnozing D C R, je-li spojité v kazdém bodé této mnoziny.

3.2 Parcialni derivace

Definice 3.9. Necht f: R* = R a [xg, 9] je bod. Existuje-li limita

lim f(z,y0) — f(x0,0) — lim f(x+h,y0) — f(zo,%0)
T—To T — Xo h—0 h

fekneme, ze funkce f ma v bodé [xg, yo| parcidlni derivaci podle .
Tuto derivaci znacime

fx(xo,yo) _ df (0, %0) _ ?

O $($oyy0) = f;(%,yo)
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Analogicky definujeme a znacime derivaci podle y.

ZA

to

<y

Protoze libovolna parcialni derivace funkce je definované jako ,,obycejna* derivace funkce jedné
proménné, plati pro pocitani parcialnich derivaci obvykla pravidla pro derivovani. PTi vypoctu po-
stupujeme tak, ze vSechny proménné kromé té, podle které derivujeme, povazujeme za konstanty.

Piiklad 3.10. Vypoctete parcidlni derivace funkce dvou proménnych:

a)  flz,y) =2’ +2% — 27 b)  flz.y) =2,

c)  flr,y) =22+ d)  f(z,y) =In(z +y*).

Regeni.  a) Pouzijeme pravidla pro derivaci sou¢tu, ptipadné rozdilu, a pravidlo o derivaci poly-
nomu. Dostaneme tak

fo(z,y) = 32* + 2zy°,
fy(z,y) = 32%y* — 4y.

b) Pouzijeme pravidlo pro derivaci podilu:

(Gt ) ik y?
. Cz(x—y)tay 2P
fy( ay)_ (x—y)2 - (:z:—y)Q'

c¢) Pouzijeme pravidlo pro derivaci slozené funkce:

1 T
fx r,Y) = 2 = / ’
( ) 2 ’x2+y2 x2+y2
1 Yy
fy(z,y) = 2y =



d) Postupujeme obdobné jako v predchozim piikladé:

1 2y

f$(x7y):W7 fy(x’y)::v%—yQ'

]

Priklad 3.11. Naleznéte a interpretujte P (200,120) a P;,(200,120) pro Cobb-Douglasovu funkci
P(K,L) =20K%*L"

Resent. Pri pocitani derivace podle K uvazujeme, Ze L je konstanta a pouzijeme obvykla pravidla
pro derivovani
Px(K,L)=20-04K°°L%¢,

Dosazenim K = 200 a L = 120 dostaneme
Py (200, 120) = 8-2007%6 . 1200 ~ 59

Tento vysledek znamend, Ze produkce se zvysi o 5,9 jednotek za kazdou jednotku kapitalu (kdyz
K =200 a L = 120). Toto ¢&islo se nazyva margindlni produktivita kapitdlu.

Postupujeme podobné jako pii pocitani derivace podle K, tj. uvazujeme, ze K je konstanta a
pouzijeme obvykla pravidla pro derivovani

Pr(K,L)=20-0,6 KL%
Dosazenim K = 200 a L = 120 dostaneme
P (200,120) = 12 -200%* - 1207%* ~ 14,7

Tento vysledek znamend, ze produkce se zvysi o 14,7 jednotek za kazdou jednotku prace (kdyz
K =200 a L = 120). Toto ¢islo se nazyva margindlni produktivita prdce. [

Priklad 3.12. Uvazujme firmu, kterd pouziva nékolik riznych zdroji. Pro jednoduchost uvazujme
dva zdroje: suroviny a praci. Podle jedné teorie je férova mzda (cena) dédna ocenénim prace (nebo
libovolného vstupu) hodnotou jeho marginalniho produktu. Tato hodnota je dana souc¢inem ceny
vysledného zbozi a marginalniho produktu daného vstupu (tj. zménou celkové produkce pii zméné
tohoto vstupu o jednotku). Dale uvazujme, Ze se mnozstvi vyrobeného zbozi ¥idi Cobb-Douglasovou
produkéni funkei. Je za téchto predpokladi mozné zaplatit férovou mzdu?

Reseni: Uvazujme, 7e firma prodava svij vystup Q za cenu Py a Q = aM®LP, kde M znaci
mnozstvi suroviny, L mnozstvi prace a a, a a f jsou kladné konstanty. Pokud ma byt kazdy zdroj
placen cenou rovnou hodnoté svého marginalniho produktu, potom cena téchto zdroji bude

0
P = Pagy
0
PL:PQa—CL?.

Celkové vydaje T'C za vstupy pak budou

B 5 0 0
TC = MPy + LP, =M <PQ8—E) 4L (PQa—Ci> = P, <Ma—]i + La—Cg)

Celkovy vynos T'R bude
TR = FyQ.
Celkové vydaje na vstupy se budou rovnat celkovému vynosu, kdyz

0Q 0Q\
Py <M8—M - La—L> = PoQ
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a odtud

. 0Q oQ
=Mooz
Vypocteme derivace
aQ o a—171p8 aQ o aTpf—1
8M—aaM L aL—ﬁaML

a dosadime
Q=M (aaM* 'LP) + L (BaM*L°™") = Q(a + B).

Abychom tedy mohli zaplatit férovou mzdu, musi platit, Ze o + 3 = 1. Tento koncept férové mzdy
tedy neni obecné pouzitelny.

Poznamka 3.13. Zaroven méme otazky k premysleni. Co pro produkci znamena, ze o + 3 = 1.
Proc¢ v situacich o + 8 > 1 a a4+ 8 < 1 neni mozné platit férovou mzdu?

Definice 3.14. Necht [z, yo] € D(f.). Existuje-li parcialni derivace funkce f,(x,y) podle proménné
x v bodé [z, Y], nazyvame tuto derivaci parcidlni derivaci funkce 2. Fdadu podle x funkce f v bodé

v .. 2
[0, yo] a znacime ji fr.(xo, o) nebo %(Q;o,yo).
Existuje-li parcialni derivace funkce f,(z,y) podle proménné y v bodé [xg, 30|, nazyvame tuto
derivaci smiSenou parcidlni deriwaci 2. Fddu funkce f v bodé [zg,yo] a znacime ji fy, (o, yo) nebo

. 92
také ;x—gy(xo, yo)

Véta 3.15 (Schwarz, Clairaut). Necht funkce f md v okoli bodu [xo,yo] parcidlni derivace f,, f, a
smisenou parcidlni derivaci fy,, kterd je v bodé [xo,yo| spojitd. Pak existuje také smisend parcidlni
derivace fy.(zo,y0) a plati

f:cy(xm yO) = fyz(xm yO)'

Priklad 3.16. Vypoctéte viechny druhé derivace funkce f(z,y) = z¥, x > 0.

Reseni. Parcidlni derivaci podle x uréime jako derivaci mocninné funkce a derivaci podle y jako
derivaci exponencialni funkce se zakladem =z, tj.

fe=ya' ', f,=2'lnx

Podobné obdrzime
f:vx = y(y - 1)1.?}*2’ fyy - xy 1n2$.

P1i vypoctu smiSenych derivaci musime derivovat oba vyrazy podle pravidla pro vypocet derivace
soucinu a dostaneme

foy =2 ynz+ 1), fro = 2* (ylnz +1). m

3.3 Lokalni extrémy

Definice 3.17. Rekneme, Ze funkce f: R? — R nabyva v bodé [z, yo] lokdlniho mazima (minima),
jestlize existuje okoli tohoto bodu takové, Zze pro vechny body z tohoto okoli plati f(x,y) < f(xo,v0),

resp. f(z,y) > f(zo, yo)-

Jsou-li nerovnosti v téchto vztazich pro [z,y] # [zg, yo| ostré, mluvime o ostrgch lokalnich maxi-
mech a minimech.

(Ostra) lokalni maxima a minima nazyvame souhrné (ostré) lokdlni extrémy.

Definice 3.18. Necht f: R? — R. Rekneme, ze bod [xo,yo] je staciondrni bod funkce f, jestlize
v bodé [xg, yo] existuji obé parcialni derivace prvniho radu funkce f a plati

fx(x(%yo) = fy(ﬁ):?/O) = 0.

Véta 3.19 (Fermat). Necht funkce f: R* — R md v bod¢ [xg, yo| lokdlni extrém. Pak viechny parcidlni
derivace pruniho dadu funkce f, které v tomto bodé existugi, jsou rovny nule.

28



Véta 3.20. Necht funkce f: R? — R md v bodé [xg, yo] a néjakém jeho okoli spojité parcidini derivace
druhého Tddu a necht [xo,yo| je jeji staciondrni bod. JestliZe

D(20,90) = fre (%0, Y0) foy (20, Y0) — [fey (0, y0)]> > 0,

pak ma funkce f v [xo,yo] ostry lokdlni extrém. Je-li fy.(x0,y0) > 0, jde o minimum, je-li f..(xo,yo) <
0, 7de o mazimum.
Jestlize D(xo,y0) < 0, pak v bod€ [zo,yo] lokdlni extrém nenastdvd.

Priklad 3.21. Urcete lokalni extrémy funkce

f(z,y) =2°+y° — 3ay.

Reseni. Funkce, jejiz extrémy hledame, je polynomem proménnych x,y, a proto jsou jeji parcialni
derivace spojité v celém R?. Lokalni extrémy mohou nastat pouze ve stacionarnich bodech, které
najdeme jako FeSeni soustavy rovnic

fe=32"-3y=0, f,=3y*—3z=0.
Z prvni rovnice plyne y = x? a dosazenim do druhé rovnice dostavime
o' —r=z(x—-1)(2*+2+1)=0,

odtud z; = 0,75 = 1 (kvadraticky troj¢len 2% + x + 1 mé zaporny diskriminant, a je vzdy kladny).
Existuji tedy dva stacionarni body P, = [0,0], P» = [1,1]. Dale plati f,, = 6z, f,, =6y, fu, = —3,
odtud

D(a,y) =362y — 9, tji. D(P)=-9<0, D(P)=36—9=27>0.

V bodé P; tedy extrém nenastéava a v bodé P, nastava ostré lokalni minimum, nebot z,,(Ps) = 6 > 0.
Hodnota tohoto extrému je f(1,1) = —1. O

Aplikace 3.22. Soutéz a koluze

Predstavme si, ze jsme producentem néjakého produktu, jehoz nefixni produkéni nédklady jsou mini-
méalni (napf. mineralni voda, mobilni data atd.), a zaroven mame monopol, tj. jsme jedinym produ-
centem. Pro konkrétnost uvazujme, ze cena naseho produktu je

p=6—0,01z, 0 <z <600,
kde x znac¢i mnozstvi prodaného produktu. Zisk je potom popsén funkci
R(z) = x(6 — 0,01z) = 62 — 0,0122.
N&s maximalni zisk najdeme poloZenim prvni derivace nule, tj.
R'(z)=6—-0,022 =0 = x = 300.

Ze se jedna o maximum, bychom mohli ovéfit napt. pomoci druhé derivace. Maximéalni zisk tak bude
R(300) = 900 K¢ pfii cené 3 K¢ za jednotku.

Co se stane, kdyz budeme mit dalsitho konkurenta, tj. pujde jiz o duopol? Novéa cenova funkce
bude

p=6—0,0lz — 0,01y,
kde x zna¢i mnozstvi produktu, ktery prodéame, a y znac¢i mnozstvi, které proda nas konkurent. N&s
zisk pak bude
Ry(z,y) = px = 62 — 0,012% — 0,012y

a zisk naseho konkurenta bude
Ry(z,y) = py = 6y — 0,01y — 0,01y°.
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Kazdy z nés se snazi maximalizovat sviij zisk, tj. polozime rovny nule parcialni derivace
(R1), =6—0,022 —0,0ly =0

(Ry), = 6 — 0,01z — 0,02y = 0

Resenfm této soustavy rovnic je x = 200, y = 200. Tedy my i n4s konkurent budeme prodavat pfi
cené p(200,200) = 2 K¢ a zisk kazdého bude Ry = Ry = 400 K¢.

Miuzeme si povsimnout, Ze pii konkurenci na trhu duopol produkuje vice nez monopol, a navic pii
nizsi cené, tj. tato situace je vyhodnéjsi pro zékaznika. Zaroven ovSem plati, Ze celkovy zisk duopolistii
je nizsi nez zisk, ktery mél producent pfi monopolu. Pri této situaci v realité tedy obvykle dojde k
tomu, ze duopolisté spolupracuji a rozdéli si trh jako jeden monopol (tzv. koluze).

Aplikace 3.23. Metoda nejmensich ¢tverci
Méame-li vysledky néjakého méreni, jsou tyto vysledky obycejné zatiZzeny néjakou chybou. Chceme-li
tedy najit funkci, které popisuje nami sledovany déj, neni podstatny pozadavek, aby tato funkce pro-
chazela namérenymi hodnotami. Pozadujeme ovSem, aby vyjadfovala vysledky méfeni co nejpresnéji,
a to v nésledujicim smyslu.

Oznacme y; naméfené hodnoty v bodech i, k = 1,...,n a f hledanou funkci, nejcastéji polynom.
Standartnim kritériem nejlepsiho priblizeni hledané funkce a namérenych hodnot je pozadavek, aby

soucet
§ = Z — )’

byl co nejmensi. Jedna se o soucet obsahi ¢tvercti, jejich strana méa velikost rovnu rozdilu namétrené
hodnoty a hodnoty nalezené funkce v daném bodé. O takto ziskanych kiivkach fikame, Ze byly
nalezeny metodou neymensich ctvercii.

l\y l\y

f g

R
> . o
x

Jak vypada rovnice primky, ktera je prolozena danymi body touto metodou?

Regend. Oznacme [z1,11], [€2,9s], - - -, [Zn, Yn] body v roving, kterymi prokladame pifmku y = az +b
metodou nejmensich ¢tverci. Pak hledame minimum funkce

n

S(a,b) = Z(amk +b— )’

k=1

Lokélni extrém dané funkce muze nastat jen ve stacionarnim bodé. Spocteme parcidlni derivace

—22 axk—l—b—yk k—2< Zfﬁk‘f'bzxk_zxkyk)a

k=1

S/—QZ axy +b—yi) —2< Zxk+b21—2yk).

k=1

Jelikoz »,_, 1 = n, dostaneme pro stacionarni body soustavu

a e xi + b D ket Tk = Dy ThYR

a ZL Ty + bn = ZZ:1 Yk -
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Z povahy tlohy je zfejmé, Ze néjaka optimalni piimka musi existovat. Da se ukézat, Zze dana soustava
mé pravé jedno FeSeni (tj. existuje jediny stacionarni bod) s vyjimkou piipadu, kdy dva body maji
stejnou z-ovou souradnici. Jelikoz FeSenim soustavy je jen jeden stacionérni bod, musi pravé tento
bod byt hledanym reSenim. O]

Ptedchozim prikladem jsme tak odvodily nasledujici vétu.

Véta 3.24. Necht [x1,11], [x2,92], - -, [Tn, Yn] Jsou body v roviné, které prokliddme primkou y =
az + b metodou nejmendich ctvercii, tj. hleddime minimum funkce S(a,b) = >} _ (axy + b — yi)*.
Pak pro koeficienty a, b plati:

ay p_y xi F 0D ey Th = D ey ThYk
a iy Tk + bn = et Y-

Poznamenejme jesté, Ze analogicky se daji odvodit i vztahy pro jiné kiivky nalezené metodou
nejmensich ¢tverci (parabola, exponenciala atd.).

3.4 Aplikac¢ni tlohy k reSeni
Priklad 3.25. Uvazme tzv. ndkladovou funkei
C(z) = 8Va3 + 300,

ktera vyjadiuje néklady na produkei x vyrobkiu v stovkach korun. Spoé¢téte derivaci C'(x) a inter-
pretujte tento vysledek.

Piiklad 3.26. Ro¢ni zisk firmy x let od dnesniho dne se predpoklada ve vysi
P(z) = 5z — 0,42°
milioni korun (0 < x < 8). Vypoctéte P(3), P'(3) a P”(3) a interpretujte tyto vysledky.

Priklad 3.27. Farma muze prodat 20 beden trody tydné pii cené 400 Ké. Majitel odhaduje, ze pri
snizeni ceny o 10 K¢ prodé o dvé bedny vice. Vyrobni néklady jsou 200 Ké na jednu bednu. Jaka je
optimélni cena bedny turody pro maximalizaci zisku a jak velky tento zisk bude?
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Kapitola 4

Linearni algebra

4.1 Vektory a pocitani s nimi

Definice 4.1. Vektorem rozumime libovolnou usporadanou n-tici (z1,xs, ..., ,). Znaéime
T=(x1,29,...,2,).
Jednotlivym prvkim xq, xo, ..., z, fikime slozky vektoru, ¢islo n se nazyva dimenze vektoru v.
Dva vektory & = (z1, 22, ...,2,) ay = (Y1, Y2, - - -, Yn) jSOU si rovny, jestlize se rovnaji odpovidajici

si slozky, tj.

T=9Y <= T1=Y,To=1Y, .., Tn = Yn.

Vektor miizeme téz zapsat jako

x1
. Z2
Tr =
Tn
Definice 4.2. Mnozina vSech vektora & = (21,2, ...,x,), kde z; € R spolecné s operacemi séitani

vektoru
T4+y=(x1,22, .., 2n) + Y1, Y2, - -, Yn) = (T1 + Y1, T2+ Y2, .. ., Tp + Yn)

a nasobenim vektoru ¢islem ¢ € R
c-(x1,29,...,2,) = (c-x1,C Tay ..., C-Tp)
se nazyva vektorovy prostor R".

Vektor 0 = (0,0,...,0) se nazyva nulovy vektor.

Poznamka 4.3. Obecné se vektor definuje jako prvek abstraktni struktury, které se rika vektorovy
prostor. Roli vektort pak mohou hrat nejen usporddané n-tice ¢isel, ale tfeba i funkce, matice,
posloupnosti atd.

Pocitani s vektory ma mnoho podobnych vlastnosti jako pocitani s ¢isly:

Véta 4.4. Necht u, v a W jsou libovolné vektory z R™ a ¢, d € R, pak

1.u+v=v+1u (komutativni zdkon)

2. (U+7)+ = d+ (U+ ) (asociativni zdkon,)
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5. c(d+7) =cu+cv (distributivnt zdkon)
6. (c+d)u=cu+du (distributivni zdkon)
7. c(di) = (ed)u
8. 1-u=1u
Definice 4.5. Necht Z, ¢ € R". Potom skaldrni soucin - i je definovan jako

T-g= (21,22, Tn) - (Y1,Y2,- -, Yn) :37191+952y2+"'+9€nynszkyk'
k=1

Definice 4.6. Velikosti vektoru & = (x1, o, ..., x,) € R" rozumime nezaporné ¢islo

|f|:vf-f:\/x%+x§+---—l—x%.

Definice 4.7. Vektory & a i nazveme ortogondlni, pravé kdyz
Z-y=0.

Definice 4.8. Necht 7y, 75, ..., T, je kone¢na posloupnost vektorii z vektorového prostoru V. Vektor
Z, pro ktery plati
f = tll_"l + thQ + te + tnf’m

kde t1,ts,...,t, jsou néjaka realna ¢isla, se nazyva linedrni kombinace vektoru v, Ts, ..., T,.
Definice 4.9. Rekneme, Zze vektory ¥y, Zs, ..., Z, jsou linedrné zdvislé, jestlize existuji realné ¢isla
t1,to,...,t,, z nichz alespon jedno je ruzné od nuly, takova, Ze plati

0 =11+ baZo + - -+ + 1T
V opa¢ném piipadé fikdme, ze vektory jsou linedrné nezduvislé.
Linearné zavislé vektory mizeme chapat tak, ze alespon jeden z nich se déa vyjadrit jako linearni

kombinace nékterych ostatnich. Linearné nezavislé pak tak, ze zadny z nich se neda napsat pomoci
kombinace ostatnich.

4.2 Matice

Definice 4.10. Matici A rozumime schéma

11 Q2 ... dip
A (aij) _ 21  QAg22 ... Q2p
Am1 Am2 ... Qmn
kde a;; proi = 1,...,m a j = 1,...,n jsou realna ¢isla nebo funkce. Je-li tato matice (tabulka)

sestavena z m Tadku a n sloupct, fikdme, ze A je matice typu m x n. Je-li m = n nazyva se matice
A ctvercovd matice, jinak obdélnikovd matice.

Je-li A ¢tvercova matice, fikame, ze prvky tvaru ag, tj. prvky, jejichz fadkovy a sloupcovy index
jsou stejné, tvori hlavni diagondlu.
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Operace s maticemi

e Necht k # 0 je realné ¢islo. Vysledkem ndsobeni matice A cislem k je matice C, jejiz prvky
jsou tvaru
Cij = k- Qjj-

e Necht A, B jsou matice téhoz typu m x n. Souctem matic A, B nazyvame matici C', jejiz prvky
jsou
Cij = aij + sz
e Necht A je matice typu m X n a B je matice typu n x p. Soucinem matic A a B (v tomto

poradi) nazyvame matici C' (typu m x p), jejiz prvky jsou

n
Cij = ailblj -+ aiZij + ... ambm - § alkbkj
k=1

Definice 4.11. Je-li A matice typu m x n, pak transponovand matice AT je matice typu n x m,
ktera vznikne z matice A zdménou Fadku za sloupce, tj. i-ty sloupec matice A7 je i-ty Fadek matice
A pro vSechna i.

Definice 4.12. Diagondlni matice je ¢tvercova matice, ktera ma vSechny prvky mimo hlavni diago-
nalu rovny nule.

Definice 4.13. Jednotkovd matice je ¢tvercova matice, kterd ma v hlavni diagondle vSechny prvky
rovny jedné a vSechny prvky mimo diagonélu rovny nule. Tuto matici budeme znacit 1.

Priklad 4.14. Pro dané matice spoctéte (2A + B)T
2 -1 31
=) o= ()

2A:<‘2L _i) 2A+B:<Zl _i) (2A+B)T:(_I i)

O
Piiklad 4.15. Pro dané matice spoctéte A - B
30 4 =2 1
a=(5) m=(0723)
Resent.
A.B— 30\ (4 -2 1Y\ _ 34400 3-(-2)+02 31403\
-\ -1 5 0 23) \-14450 —-1-(-2)+52 —-1-1+5-3)
(12 -6 3
S\ -4 12 14
[

Vsimnéme si, ze soucin B - A viibec neni definovan. Navic ani v piipadé, Ze nasobeni je definovano
pro obé poradi, nemusi platit, ze A- B = B - A.

Véta 4.16 (Zakladni vlastnosti pocitani s maticemi). Necht matice A, B, C' maji sprdvné rozmeéry
tak, aby se dali provést naznacené operace a k € R. Pak

1. A+ B=B+ A (komutationi zdkon)
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2. (A+B)+C=A+(B+(C) (asociationi zdkon)

3. A(BC) = (AB)C (asociativni zdkon)

4. A(B+C)=AB+ AC (levy distributivni zdkon)

5. (A+ B)C = AC + BC (pravy distributivni zdkon)

6. k(A+ B)=kA+ kB

7. k(AB) = (kA)B = A(kB)
Proc¢ se to déla zrovna takto?
Nésobeni matic vypada uz na prvni pohled nelogicky a ptilis komplikované. Diivodem je, Ze prvni byla
konkrétni aplikace matic, a az pak definice nasobeni. Predstavme si, Ze mame ,,;rozumné® pravidlo,
které kazdému bodu v roviné prifadi néjaky jiny bod (konkrétné se jedna o linearni zobrazeni). Pri-

kladem takového pravidla je napf. osova soumérnost v roviné nebo otoc¢eni o dany thel. Matematicky
to miuzeme vyjadfit takto (vice o funkcich se dozvime pozdéji):

f z1\  [axi+ bz z1\ ([ Az, + Bz,
xo)  \cxqp + dwsy g zo) \Cxy+ Dxs
Slozeni zobrazeni f a g je pak dano
f 1 _ Axy + Bxo\  [((aA+b0C)xy + (aB + bD)xy
g T o Cx1+ Dxy)  \(cA+dC)xy + (¢B +dD)xy
Prirozené se nabizi tato zobrazeni reprezentovat maticemi
_fa b (A B _ (aA+bC aB +bD
P=(i4) o=(0 1) m=(atic 5im)
a nasobeni matic pak definovat tak, aby odpovidalo skladani téchto zobrazeni:
a by (A B\ _(aA+0bC aB+bD
c d C D) \cA+dC cB+dD
4.2.1 Nekteré aplikace matic

Grafem rozumime konefnou mnozinu bodu (tém fikdme vrcholy) a koneénou mnozinu hran, kdy
kazda z nich spojuje dva vrcholy (ne nutné rizné). Tyto grafy muZeme prezentovat obrazkem

Y

B C I

O : ’

Nevyhodou je, ze kazdy graf ma nekonec¢né mnoho reprezentaci. Proto pouzivame pro jeho zkou-
méani tzv. matici sousednosti. Pro graf o n vrcholech se jedna o ¢tvercovou matici n x n definovanou
takto

)1 je-li hrana mezi vrcholy ¢ a j,
“=0  jinak.
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Pro nas graf dostaneme matici

01101
1 0010
A= 1 01 0 1
01001
10110

V mnoha aplikacich, které mizeme modelovat pomoci grafu, je mezi vrcholy zaroven néjaky vztah,
ktery vede k tomu, Ze hrana by méla byt orientovana. Napiiklad vztah dravec-kofist v grafu modelu-
jicim ekosystém nebo jednosmérna cesta v modelu dopravni sité. Timto dostaneme tzv. orientovany

graf.

I pro orientovany graf miizeme zavést matici sousednosti, kde pro jednotlivé koeficienty plati

1 vede-li hrana z vrcholu ¢ do vrcholu 7,
;i =
7710 jinak.

Pro nas graf dostaneme matici

N

I
OO OO == O
OO OO O oo
OO OO o O
OO OO = O
O OO~ M, OO
OO OO oo
O == OO

Cestou v grafu rozumime posloupnost hran, kterd nam umozni cestovat z jednoho vrcholu do
jiného. Jeji délka je pak ¢islo urcujici pocet hran, které obsahuje.
Uvazme matici

302 21
0210 2
A2=A-A=| 21 3 1 2
20120
1 220 3

Co reprezentuji ¢isla v této matici? Z definice nasobeni matic vime, Ze
2
(A )13 = Q11013 T Q12023 + 413033 + Q14043 + Q15053 -

Tento vyraz bude nenulovy, kdyz alespon jeden ze souc¢int aq,ax3 bude nenulovy, coz ale nastane jen
tehdy, kdyz oba cleny a; i agz budou nenulové. To ale znamena, Ze existuje hrana mezi prvnim a
k-tym vrcholem a také hrana mezi k-tym a tfetim vrcholem, tedy existuje cesta délky 2, ktera spojuje
prvni a tfeti vrchol.
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Aplikace 4.17. Socialni sité
Kdo je nejvyznamnéjsi postavou v této siti vztahu?

Reseni. Misto smésice ¢ar uvazime matici sousednosti, ktera zachycuje stejnou situaci a mizeme ji
studovat.

S OO OO O H OO OO OO HrHrH OO oo OO O
DO DO DD DO OO P P OFRFOOFOOODOOoOoOo o=
SO P OO R OO0 OO R OO oOoOooOo

O R PR OOOODOOoODOoO oo Hrrooooooooco
SO OO H OO O R OO R OO PR OOoOOoOOoOo—OoOOo
SO DO DO DD DO DO O OHRPR OO RO OO OOoOOooOo -
SO OO HF PR OOOODOODOoODoOoOOoOOoo oo oo o oo
O R OO OO OO H OO0 oo o oo
SO OO OO O OO O OO oo OO oo OO0 o OO oo
O OO R OO OO OO OO OO OO FORFFO
OO OO OO H OO OO OO R OO oo oo RO OoO -
_— m) OO R OO0 0O R OO0 FrRrR O OO OoOHrrOoOOoOo oo
SO OO R OO OO OO OO OO o —=Oo
—_ _ O O OO OO DD OO0 OO OFHOO
SO R OO HrHR OO FrROOoOOoOOoO oo HrHrHroOoOoOoOrrOoOoo+HwOo
SO R HFOFROOOODOOOoOoOoOo oo oo oooo—-o
SO OO OO O H OO H OO OO OoOOoOF,OOo O
_ m O O OO OO R OO0 OO OO0 oo oo o o
S OO OO H OO O OO oo o roOo o oo o oo
OO OO RO OO, MHPF OO roooooo
OO O R OO OO0 R P OO, OF,OOoOOoOOo
OO OO OO O OO o oo oo+ EFEOO
O PR OO DD DO oo +HMH OO oo oo oo Oo
—_— O R OO0 00O H OO OFR OO OO OO OOo
O R OO OO O R OO OHr OO oo oo oo o

o
(@)
(@)

Zékladni metrika, ktera udava odpovéd na nasi otazku, je stuperni vrcholu, ktery udava pocet hran,
jez z daného vrcholu vychézi. Coz v naSem piipadé znamena pocet kontaktii, kterd dana osoba ma.
V této metrice je mnoho osob rovnocennych (coz az tak nevadi), ale nijak neni rozlisena kvalita jejich
kontakti (jako kvalitn&jsi muzeme napiiklad brat kontakty, které sami maji hodné kontakta). Pro
uréeni stupné vrcholu stac¢i spocitat viechny jednicky v daném fadku (nebo sloupci). Miuzeme zjistit i
stupen kazdého vrcholu pomoci vhodné maticové operace (staci matici sousednosti vynasobit matici,
ktera ma jeden sloupec a spravny pocet fadku, pficemz obsahuje samé jednicky). O]
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Pro lepsi metriku, ktera zohledni i kvalitu jednotlivych kontaktl, musime jesté trochu pokrocit
ve studiu matic.

Aplikace 4.18. Stéhovani

Predpokladejme, ze populace se stéhuje mezi dvéma regiony, napi. venkovem a méstem, podle né-
sledujiciho schématu. Kazdy rok se 50% obyvatel venkova piestéhuje do mést a 25% obyvatel mést
se prestéhuje na venkov. Je-li naptriklad na zacatku polovina obyvatel ve mésté a tento vzor migrace
bude pokracovat, jak bude vypadat stav po dvou letech? A jak bude rozdéleni obyvatelstva vypadat
z dlouhodobého hlediska? Vypréazdni se venkov? Nebo se situace stabilizuje tak, ze ¢ast obyvatel bude
zit ve mésté a Cast na venkove?

Reseni. Celou situaci mizeme zachytit i graficky pomoci tzv. grafu prechodu:

0,5

@ @

0,25

Stav po jednom roce muzeme popsat dvéma rovnicemi

V41 = O,5Uk + 0,25mk
Mey1 = 0,5’le + 0,75mk

Tyto rovnice mizeme zapsat pomoci vektorii a matic
Vk+1 . 075 0725 ) Vi
Mekt1 o 0,5 0,75 my

Prt1 =1 - D -

a zjednodusené

Stav po dvou letech dostaneme
Perz =T Pryr =T - (T-pp) =T ..

Pro nase konkrétni hodnoty dostaneme

R CR 0,375 0,3125 \ (0,5 ) _ [ 0,34375

Pr=2"Po= A 0625 0,6875 0,5 )~ \ 065625
a analogicky bychom dostali stav po dalsich letech. Pokud ma existovat néjaky rovnovazny stav, tak
pro néj musi platit

F=T

Jak najit takovy vektor si povime pozdéji. O

Definice 4.19. Markoviv retézec je ndhodny proces, ktery popisuje posloupnost moznych udélosti.
Pro tento proces plati, ze pravdépodobnost prechodu procesu do nasledujiciho stavu zavisi pouze na
soucasném stavu.

Definice 4.20. Matici, ktera obsahuje v kazdém sloupci (fadku) pravdépodobnosti prechodu od
jednoho stavu k druhému, nazveme matici prechodu daného Markovova Tetézce.

Definice 4.21. Je-li T matice prechodu daného Markovova fetézce a existuje-li vektor v takovy, ze
v=T -0

nazveme vektor U staciondrni distribuci (rovnovdinym stavem) Markovova Fetézce.
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4.3 Soustavy linearnich rovnic

Definice 4.22. Soustavou (systémem) k linedrnich rovnic o n nezndmych xi,xs,. .., x, rozumime
soustavu rovnic

a1 + 122 + -+ 1Ly = bl

a21T1 + Q22X + * ++ + Ao Ty = b2

Ap1T1 + Qoo + -+ + AppTy = bk

Je-li by = by = --- = b, = 0, nazyva se takovato soustava homogenni.
Resenim soustavy je kazda usporadana n-tice (tq,ts,...,t,) takovych &isel ¢y, to,..., t,, ktera
dané soustavé vyhovuje.

Pro kazdou soustavu vzdy nastane pravé jedna z nasledujicich moznosti:
e Soustava rovnic mé prdvé jedno Tesent.

e Soustava rovnic ma nekonecné mnoho Tesent.

e Soustava rovnic nemé Zadné Tesend.

Definice 4.23. Matici soustavy nazyvame matici

a1 ai2 ... QAip

21 Q22 ... Q2p
A=

Q1 A2 ... Qkp

Rozsirenou matici soustavy nazyvame matici

ai; a2 ... Qin b1
_ g1 A22 ... QAgpn b2
A=

Q1 A2 ... Qkp bk

Soustavu pak muzeme zapsat maticové
A-Z=0,
kde 7 je vektor neznamych a b je vektor pravych stran. PiSeme také

A-X=B8B.

4.3.1 Hodnost matice

Definice 4.24. Hodnost matice A je Cislo, které je rovno maximalnimu poctu linearné nezavislych
radka. Oznacujeme ji h(A).

Je-li A ¢tvercova matice typu n x n, jejiz hodnost je rovna n, nazyvame ji requldrni matici. Je-li
h(A) < n, nazyva se takova matice singuldrni.

Definice 4.25. Rekneme, ze A je matice ve schodovitém tvaru, jestlize v matici A kazdy nenulovy
radek zac¢ina vétsim poctem nul nez predchozi fadek.

Véta 4.26. Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovyjch Tddkii.

Véta 4.27 (Frobeniova véta). Soustava linedrnich rovnic md tesent, prdvé kdyz je hodnost matice
soustavy rovna hodnosti rozsirené matice soustavy.
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Véta 4.28. Soustava k linedrnich rovnic o n neznamich md jediné tesent, jestliZe je hodnost h
matice soustavy rovna hodnosti rozsirené matice soustavy a navic je rovna poctu nezndmijch n, tedy
h=n.

Véta 4.29. Soustava k linedrnich rovnic o n nezndmich md nekonecné mnoho tesent, jestlize se
hodnost h matice soustavy rovnd hodnosti rozsitené matice a navic je tato hodnost mensi nez pocet
nezndmych, tj. h < n. V tomto pripadé lze n — h nezndmgch volit libovolné.

Priklad 4.30. Jednoduchy makroekonomicky model hospodarské politiky
Uvazme jednoduchy model
Y=C+I+G+X—-M,

e kde Y je hruby domaci produkt,

C' je spotfeba domécnosti, pro kterou plati
C=cY-T), 0<c<l,

kde T'=1tY, 0 <t < 1, jsou danové prijmy,

I oznacuje investic¢ni vydaje,

G jsou celkové vladni vydaje, pro které plati
G=T+D,

kde D znaci deficit statniho rozpoctu,

X je celkova hodnota exportu,

M je velikost importu, pro kterou plati

M =mY, O<m<1.

Podle Tinbergena ma byt pocet cili, které si vlada vytyc¢i, roven poc¢tu néstroji, které se maji
pouzit. Tedy napiiklad ma smysl nasledujici otédzka. Jak velky rozpoctovy deficit mizeme ocekavat
pokud chceme dosdhnout dané tirovné hrubého narodniho produktu? Ma Tinbergenovo tvrzeni néjaké
matematické zduvodnéni?

Resent. N&3 priklad je jednoduchy (i tak uZz jsme museli zavést spousty ekonomickych promén-
nych). Pokud si situaci rozmyslime, tak vidime, Ze méame jen jednu linearni rovnici. Aby byla rovnice
jednoznac¢né teSitelna, muzeme mit jen jednu neznamou. Obecné muzeme diky vété 4.28 ¥ict, ze
Tinbergenovo tvrzeni tedy mé smysl. O]

4.3.2 Gaussova elimina¢ni metoda

e Soustavu reprezentujeme pomoci matice.
e Matici pfevedeme do schodovitého tvaru pomoci tzv. elementdrnich rddkovijch uprav:

- zaména poradi Ffadku,

vynasobeni libovolného fadku nenulovym ¢islem,

pri¢teni nasobku libovolného fadku k libovolnému radku,

vypusténi fadku, ktery je slozen ze samych nul, je nasobkem jiného fadku nebo je linearni
kombinaci jinych radkii.

e Zpétnym dosazenim vypocitame jednotlivé neznamé.

Algoritmus (postup) pfevodu matice na schodovity tvar je nasledujici:
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1. V prvnim kroku prevedeme matici do tvaru, kdy mé na pozici (1,1) (prvni fadek a prvni
sloupec) nenulovy prvek ai; a ostatni prvky v prvnim sloupci jsou nulové, tj.

ay; *x K* ... *x
0 % % ... %

)
0 % % ... %

kde na pozici x stoji n&jaké prvky (mohou byt nenulové i nulové). Je-li a;; # 0, dosdhneme
tohoto tvaru napiiklad tak, Zze prvni fadek opiSeme, a ke druhému radku pri¢teme vhodny
nasobek prvniho fadku tak, aby na pozici (2, 1) vznikla nula. Podobné postupujeme s ostatni-

mi Tadky.
2. V druhém kroku chceme ,,vytvorit* nuly ve druhém sloupci pod prvkem [x]. Usilujeme tedy
o tvar
a;;  *x  * *
0 * *
0 0 « *
0 0 % ... %

Prvni dva radky opiSeme a poté postupujeme obdobné jako v prvnim kroku: od tretiho radku
odecteme vhodny nésobek druhého radku, totéz pro ¢tvrty radek atd.

3. Postupnymi tpravami prevedeme matici na schodovity tvar

ay; k k< ... %k
0 % % ... %
0O 0 % ... %
0O 00 *

Priklad 4.31.
rT—=2y+ z=1
—r+3y+22=0
20 — y+52=25

Reseni. Rozsitend matice systému je tvaru

1 -2 1 1
-1 3 2] 0
2 -1 5| 5

Prvni fadek ponechame beze zmény, k druhému pri¢teme prvni a od tretiho odecteme dvojnasobek
prvniho. Dostaneme tak matici

1 -2 1] 1
0o 1 3| 1
o 3 3| 3

Nyni opiSeme prvni i druhy fadek a od tfetiho odecteme trojnasobek druhého. Ziskdme tak matici

1 -2 1] 1
0 1 3| 1
0 0 -6, 0

Posledni fadek odpovida rovnici —6z = 0, a proto z = 0. Druhy radek odpovida rovnici y + 3z = 1
a po dosazeni z = 0 dostaneme y = 1. Nakonec prvni fadek odpovida rovnici x — 2y +z =1 a po
dosazeni y = 11 2z = 0, vypocitdme = = 3. Systém ma tedy pravé jedno feseni (z,y,2) = (3,1,0). O
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Priklad 4.32.
3r] — 2x9 — 323 + 4wy = —2

T1+ Tog— Tz+ Ty4= 2
) + 14 = 1
T — XT3 = 1

Reseni. NapiSeme rozsifenou matici systému

3 =2 =3 4|2
1 1 -1 1] 2
o 1 0 1 1
1 0 -1 0 1

a obdobné jako v predchozim piipadé ji pfevedeme na schodovity tvar
3 =2 -3 4|-2
0O -5 0 1/|-8
o 1 0 1| 1
o 1 0 1| 1

Vidime, Ze hodnost matice systému je rovna hodnosti rozsitené matice systému, ale je mensi nez
pocet neznamych (h = 3, n = 4). Podle véty 4.29 plati, Ze takovy systém mé nekoneéné mnoho
feSeni a je mozné volit 4 — 3 = 1 neznamou (dostaneme tzv. volnou neznamou neboli parametr).
Z posledniho radku dostavame 6z, = —3, proto x4 = —%. Druhy tadek dava rovnost —5x9 + x4 = —8
a po dosazeni za x4y = —% dostéavame x5 = % Nakonec dosadime za x5 a x4 do prvniho rfadku a
dostaneme x; — x3 = 1. Této rovnosti zfejmé vyhovuje nekone¢né mnoho hodnot zy,x3. Zvolme
napft. r3 za volnou neznamou, tj. necht x3 = ¢, t € R. Zkoumany systém rovnic ma nekone¢né mnoho
feSeni tvaru

3 =2 =3 4|-2
~(0 -5 0 1|-8
0o 0 0 6]-3

1

I1:1+t, To = .1]3:t, $4:—§,

57
kde t je libovolné realné ¢islo (parametr). O
Aplikace 4.33. Leontiefiiv model

Ekonomika regionu se sklada ze tii odvétvi: priumysl, zemédélstvi a sluzby. Kazdy sektor produkuje
komodity a zdrojem jeho ptijmu je prodej téchto komodit, pricemz kazdy sektor potiebuje vstupni
komodity (od sebe i ostatnich sektori):

vystupy
Pramysl Zemédélstvi Sluzby
Pramysl 0,40 0,20 0,20
vstupy Zemédélstvi 0,20 0,40 0,20
Sluzby 0,20 0,10 0,40

Kromé toho existuje externi poptavka v hodnoté 30, 30 a 10 miliard na pramysl, zemédélstvi a
sluzby. Jak velka musi byt produkce jednotlivych odvétvi?

Resend. Prvni radek tabulky interpretujeme tak, Ze priumysl spotiebuje 40 % komodit, které sam
produkuje, a dale spotFebuje 20 % produkti zemédélstvi a 20 % produkti sluzeb. Analogicky muzeme
chapat i dalsi radky a nasi ekonomiku tak popsat soustavou rovnic:

0,4]71 -+ 0,2.1'2 + 0,21’3 + 30 = T

0,221 + 0,4z + 0,223 + 30 = x5
0,221 4+ 0,1z + 0,4z + 10 = 23

06 02 02]-30 0,6 02 02| -30
02 —06 02]-30 |~ ~ 0 —1,6 08| —120
02 0,1 —0,6|—10 0 0 —21,6 | —1560

71 =61,11, @y =111,11,  a3=172,22
0

Poznamka 4.34. V realité je situace samoziejmé daleko komplikovanéjsi. Detaily véetné odkazii na
statistiky je mozno nalézt v [4].
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4.4 Determinant
Definice 4.35. Determinant |A| ¢tvercové matice A € R je ¢islo
’A| = |0J11‘ = aqq -

Determinant |A| ¢tvercové matice A € R"*" n > 2 je ¢islo

= a11|A11| — Q12|412 - A1n|Aln| = —1) Q151 A15],
A |[An [Aa] + -+ (=1)" gy | Ay (=1 a,| Ayl

j=1
kde A;; zna¢i matici, kterd vznikla z matice A odebranim prvniho fadku a j-tého sloupce.

Rozepsanim predchozi definice pro ¢tvercové matice fadu 2 a 3 dostaneme dveé specialni pravidla.

Krizové pravidlo

aix Az — aia aioa
= Q11G22 — A12G21
G21 Qa22
Sarrusovo pravidlo
11 aiz2 A3
o G2 (23 21 Q23 21 Q22
Qo1 G2 Q923 | = A11 — a2 + a3
32 ass a3; A3z a31 as2

a3; asz2 ass
= Q11022033 + 21032013 + 12023031

— 130220431 — A12021A33 — A23A32011

Pro vypocet determinanti vyssich radi muzeme vyuzit i nasledujictho vztahu:

n

Al = Z(—l)l+kam|Alk|, leN, 1<Il<n,
k=1

ve kterém Aj; je matice, kterd vznikne z matice A vypusténim [-tého fadku a k-tého sloupce. Tento
vztah vlastné riké, Ze matici je mozné tzv. rozvinout podle libovolného radku. Vypocet determinantu
matice fadu n tak prevedeme na vypocet n determinantii fadu n — 1. Podobné mizeme determinant
rozvinout i podle libovolného sloupce. Pi praktickém vypoctu volime k rozvoji fadek (sloupec), ktery
obsahuje co nejvice nul, jelikoz pak nemusime nékteré prislusné mensi determinanty viibec pocitat.
Prakticky vypocet determinantu matice si ukazeme na nésledujicim prikladu.

Priklad 4.36. Vypoctéte determinanty

Loz o2
2) z_i ! D 1o 0 2 4
0O 3 -6 0
Resent. a) Pouzijeme Sarrusovo pravidlo
1 2 -1
2 1 1|=1-1-242-1-34+2-(-1)-(-1)—3-1-(-1)—2-2-2—-1-(—-1)-1=
3 -1 2

—242+64+3-8+1=6.
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b) Pouzijeme rozvoj podle prvniho sloupce. Algoritmus vypoctu je vidét z postupu, exponent ¢lenu
(—1) je roven souctu rfadkového a sloupcového indexu, které odpovidaji pozici daného ¢isla.

g_i’ ‘21 i’ -1 2 1 3 4 5
=2-(-1)° 0 2 4]|+0-(-1)7° 0 2 4|+
00z 3 -6 0 3 -6 0
0 3 -6 0
3 4 5 3 4
+0-(=D)* | =1 2 1|40 (=1)°-| -1 2 1[=2-(-6)=-12
3 -6 0 0 2 4

V ,realité“ se na to musi jinak

Pro vétsi determinanty je predchozi postup prilis pocetné narocény, a tak se postupuje trochu
jinak. VSimnéme si, jak vyjde determinant, ktery mé hlavni diagonéle samé nuly.

Piiklad 4.37. Vypoctéte determinant
—1

1
0 1
0

S ot N

Reseni. Pouzijeme-li Sarrusovo pravidlo, dostaneme

1 2 -1
05 1|=1-5-4=20
00 4
Je tedy vidét, ze takovyto determinant je roven soucinu prvki na hlavni diagonale. ]

Véta 4.38. Determinant, ktery md pod hlavni diagondlou samé nuly, je roven soucinu prvki v této
diagondle.

Potfebné nuly mtizeme v determinantu ziskat pomoci nasledujicich tprav.

Véta 4.39. 1. Vyndsobime-li libovolny Fadek (sloupec) matice ¢islem k, determinant matice bude
k-ndsobkem determinantu matice pruvodni.

2. Zameénime-li poradi dvou Tadki (sloupcii) matice, determinant vijsledné matice bude mit opacné
znaménko nezZ determinant matice prvodni.

3. Prictenim k-ndsobku libovolného Fddku (sloupce) k jinému tdadku (sloupci) se determinant ma-
tice nezmend.

P1i upravach neni nutné vyrobit nuly vSude pod hlavni diagonélou, staci si piiklad jen dostatec¢né
zjednodusit, a pak pouzit rozvoj determinantu. Tento pristup si ukdZeme na nasledujicim prikladu.

Priklad 4.40. Vypoctéte determinant

3 =2 1 =2

-3 =5 2 0

Al = 2 1 -2 -4
-1 0 3 1
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Resend. Pomoct tprav vyrobime dalsi nuly v poslednim sloupci. Pri¢teme ¢tyinasobek posledniho
radku k predposlednimu rddku a dvojnasobek posledniho rfadku k radku prvnimu:

3 =2 1 =2 1 =2 70
4] = -3 =5 2 0 _ -3 =5 20 _

2 1 -2 -4 -2 1 10 0

-1 0 3 1 -1 0 31

Nyni miuzeme snadno determinant rozvinout podle posledniho sloupce

1 -2 7
|Al=1-(=1*| =3 =5 2 |=-50—-214+8—70—-2—60=—195
-2 110

4.5 Inverzni matice a soustavy rovnic

Definice 4.41. Necht A € R™" je ¢tvercova matice fadu n. Jestlize existuje étvercova matice A™1
radu n spliujici vztahy

A'A=T=AA",
nazyvame matici A~! inverzni matici k matici A.
Inverzni matici 1ze nalézt ke kazdé regularni matici.
Véta 4.42. Necht A € R™™" je étvercovd matice vadu n takovd, Ze k ni existuje A~1. Potom systém

linedrnich rovnic AT = b md prdvé jedno eseni ¥ = A~'b pro libovolné b € R™.

Jak inverzni matici najit?

Véta 4.43. Necht A je ctvercovd matice. Jestli sekvence elementdrnich tddkovijch iprav prevede
matici A na jednotkovou, pak stejnd sekvence elementdrnich Fdadkovijch wprav prevede jednotkovou
matici na A7,

Priklad 4.44.

320
A=15 4 1 Al =7
1 2
fées‘em’.
320|100 1 2 5[0 01 1 2 510 0 1
54 1/010)~[320/100|~(0 -4 —-15/10 -3]|~
1 2 5/0 01 54 11010 0 -6 —24(0 1 -5
1 2 5/ 00 1 1 2 500 0 1
~]l 0 -4 =15 1 0 -3 |~ 0 —4 —15]1 0 =3 |~
0 0 —-6|—-6 4 —2 0 0 313 -2 1
3 6 0|—-15 10 -2 12 0 0]36 —20 4 1 00 3—3%
~1 0 —4 0] 16 -10 2 |~ 0 -4 016 —-10 2 |~|010|-4 2 -5
0 0 3 3 -2 1 0 03| 3 —-21 001 1 -% 1

U
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Souvislosti

Véta 4.45. Necht A € R™"™, pak ndsledugjici vyroky jsou ekvivalentni:
1. }?ddky matice A jsou tvoreny linedrné nezdvislymi vektory.
Sloupce matice A jsou tvoteny linedrné nezdvislymi vektory.
K matici A existuje invezni matice A7,
4] £ 0
Soustava linedrnich rovnic AX = B md pro libovolnou pravou stranu B jediné tesend.

Homogenni soustava rovnic AX = 0 md pouze nulové 7esent.

NS G

Kazdy vektor z R"™ lze vyjadrit jako linedrni kombinaci vektori tvorengch tdadky (sloupci) matice
A a to jednoznacné (aZ na pofadi).

4.6 Vlastni cCisla a vlastni vektory

Definice 4.46. Necht A je ¢tvercova matice, A\ je komplexni ¢islo a Z je nenulovy vektor, ktery je
feSenim rovnice
Ar = A7 (4.1)
Pak se komplexni ¢islo A nazyva vlastni ¢islo matice A a vektor & se nazyva vlastni vektor matice A
(prislusny vlastnimu ¢islu A).
Upravou maticové rovnice (4.1) dostaneme

(A= XX =0a. (4.2)
Aby tato soustava méla nenulové feSeni, musi byt matice soustava singularni, tj. jeji determinant
musi byt nula. Mame tak:
Véta 4.47. Viastni c¢isla matice A jsou TeSenim tzv. charakteristické rovnice s nezndmou A

[A— M| =0.

Priklad 4.48. Vypoctéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

27
7T 2 )
Resend. Sestavime charakteristickou rovnici

2-A 7

7 2|7V

a vypoc¢teme determinant, ¢imz dostaneme kvadratickou rovnici
N —4\—45=0.

Jejim TeSenim jsou vlastni ¢isla Ay =9 a Ay = —5.
Vlastni vektor ¢ prislusny ¢islu A; = 9 pak ziskame jako jedno (libovolné) FeSeni soustavy rovnic,
kterou ziskdme dosazenim vlastniho ¢isla do (4.2)

=7 7 T o 0
7T =7 e )\ 0
Dostaneme 9, = (1, 1). Podobné vlastni vektor ¢, prislusny ¢islu Ay = —5 je FeSenim soustavy rovnic
77 z1\ (0
77 ) N 0
Méame tak v = (1,—1). O
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Poznamka 4.49. Vlastni vektory jsou na sebe kolmé. Mame-li tedy jeden, neni jiz obtizné urcit
druhy (v dimenzi dva).

Priklad 4.50. Vypoctéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

— O
— = =
w O O

Reseni. Sestavime charakteristickou rovnici

4-N -1 0
0 1—-A 0 =0
-1 1 3—A

a vypoc¢teme determinant. Tim dostaneme rovnici
(A= NI =NE-X) =0,

jejimz feSenim je trojice ¢isel Ay =4, \y =3 a A\3 = 1.
Pro vlastni ¢islo \; = 4 pak dostaneme soustavu rovnic

0 -1 0 T 0
0 -3 0 2 | =10

Jejim fesenim je napiiklad vektor v; = (1,0, —1). Analogicky bychom nasli i vektory pislusné dalsim
vlastnim ¢islum. O

Véta 4.51 (Perron). Je-li P ¢tvercovd matice takovd, Ze vSechny jeji koeficienty jsou kladnd cisla,
pak matice P md kladné redlné vlastni ¢islo A\ a jemu odpovidajici vlastni vektor md vsechny slozky
kladné. Navic je-li \ jiné vlastni ¢islo, pak |\ < Ap.

Aplikace 4.52. Stéhovani Predpokladejme, Ze populace se stéhuje mezi dvéma regiony, napi. ven-
kovem a mdéstem, podle nasledujiciho schématu. Kazdy rok se 50% obyvatel venkova prestéhuje do
mést a 25% obyvatel mést se prestéhuje na venkov. Jestli tento vzor migrace bude pokracovat, vy-
prazdni se venkov, nebo se situace stabilizuje tak, Ze ¢ast obyvatel bude zit ve mésté a cast na
venkove?

Reseni. 7 predchoziho setkani s timto prikladem jiz vime, Ze hleddme stacionarni distribuci matice

prechodu (viz definice 4.21).
Vk+1 o 0,5 0,25 ) Vk
M1 N 0,5 0,75 my

Pokud existuje, tak je to vlastni vektor prislusny vlastnimu ¢islu 1. V prvni fadé tedy ovéiime, ze 1
je vlastnim ¢islem nasi matice:

‘ 05—\ 0,25

_ 2 _ _ _
0,5 0,75—A'—0:M 1250 +0,25=0 = A\ =1,1,=0,25

Nyni nalezneme vlastni vektor prislusny vlastnimu ¢islu 1

=05 025\ (wm\_( 0\ __ _1 =~ 2
0,5 —0,25 zy )\ 0 33

Vidime tedy, ze nakonec se situace stabilizuje tak, ze tfetina obyvatel bude zit na venkové a dvé
tretiny ve meéste. O
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Poznamka 4.53. Zajimavou aplikaci vlastnich ¢isel mizeme najit v [3|, kde je pouZita pro nale-
zeni optimalni strategie pii mnohostranném vyjednavani pri feSeni problémi tykajicich se verejnych
statki.

Jesté jednou se vratime k piikladu se socidlni siti. Metrika, kterd méri i kvalitu kontakti v tom
smyslu, ze lepsi jsou kontakty, které maji hodné kontakti, se nazyva centralita mérend koeficientem
vlastniho vektoru (eigenvector centrality). Mame-li graf s n vrcholy, definujeme hodnotu pro vrchol

x, jako
n
1
Ty = X E Ayt Tty
t=1

kde a,; je prislusny koeficient z matice sousednosti. Pfepisem definice do vektort a matic dostaneme
definici vlastniho vektoru. Vlastnich ¢isel a tim padem i vlastnich vektortu je vice, ale jediny vlastni
vektor, pro ktery je zaruceno, ze vSechny slozky jsou kladné, je podle véty 4.51 vlastni vektor prislusny
nejvetsi vlastni hodnoté.

Aplikace 4.54. Socialni sité Kdo je nejvyznamnéjsi postavou v této siti vztaha?

Reseni. Uvazime matici sousednosti pro nasi vztahovou sit

o
o
o
o
o
o
o

SO DD DO OHODODODDODDDDODOHODODOO RO RO

OO OO OO0 OO R R HORHROOHROOODOOODOO R
OO O R OO OO OO OO OOoO oo
O HFHOOODOODODODODOOHOODODODDODOODODOoOODO =
OO OO H OO0 OO HOOOFR R OOODODO O

SO DODDODODDODOODOOHOOHOHOOROODOOO -
OO OO P P OO OO oo
O OO OO OODOHODODDODODODODDODODODOODOOCDOOO O

SO DD DODDDDODIDODDDOODDDDODDDDODOOHOOOOHOOO

OO O OO OO O HOHF OO, OOFFOF -

OO OO OO H OO OO OO OO
—H R, OORrROOOHOOORrRORROOODOH,ROOOO

DO OO HDODDODODODOOHOHOHROOOODOOO O
= —_ OO0 000000000 oo RO FO

OO R OO OO OO OO OOO—=O
OO HOHOODODDODODDODOODDODOODDODODODDODDDOODOOoOO RO
SO DODOODOOHOOHOOHOOOHOORHR,OORO
H = OOOOOOrR OO0 o
OO OO OO HODODDODDODODDODOOHOODOHOODO OO
SO0 O HOHROORRFRPROODODODODODOOoORrRrROoOOoODOoOOOOoO
OO OO R OO0 R HODODOOoOHrRrOrH,rOOOO
OO OO OO OOH OO OO =FEOO
OHR OO0 ODOOHRMHFOODODODODODODODDODODOOHOOO
R OFrRP OO0 OO O0ORrRORrROOOHrOOoOORrRrOOO
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Pomoci pocitace najdeme charakteristickou rovnici

A2 — 60A%3 — 33022 + 1418\ + 120102 — 17690\
— 17820\ 4 130270\ + 1406161 — 596765\
— 645895\ + 1744968\ 4- 1781922\ — 3289284\
— 295215810 + 395610017 + 2846182\% — 2892728 \7
— 1481747 4 1131223)\° 4 364297 \*—
1725953 — 37618\% + 5588\ + 1064 = 0,
nejvetsi vlastni ¢islo
Mnaz = 5,391148524748294

i prislusny vlastni vektor

(1,1,396, 1,084, 0,920, 1,306, 1,181, 0,742, 0,479, 0,562,
1,724,0,829, 1,493, 1,291, 1,084, 1,409, 0,774, 1,326,
1,067,0,659, 0,899, 1,261, 1,069, 0,808, 1,254, 0,908) .

Nejvetsi hodnotu nalezneme na deséatém misté, tedy nejvyznamnéjsi je desaty vrchol. O]
Poznamka 4.55. Dalsi poznatky tykajici se siti viz [2].

Nésledujici priklad je jednoducha ukézka toho, jak mizeme modelovat vyvoj populace podle
vékové struktury. Komplexné&jsi model by pak mohl slouzit naptiklad k vypoc¢tim demografickych
dat pro urceni udrzitelnosti diichodové modelu apod.

Piiklad 4.56. Lesliecho model populace

Uvazujme napiiklad populaci hmyzu rozdélenou na tii Zivotni etapy: mladata, mladistvé a dospélé
jedince, pricemz kazda Zivotni etapa trva jeden rok. Pravdépodobnost pieziti mladat je 50 % a neroz-
mnozuji se. Mladistvi maji pravdépodobnost preziti 25 % a kazdy z nich ma priamérné ¢étyii mladata.
Dospéli jedinci maji pravdépodobnost preziti 0% a kaZzdy z nich ma pramérné ti¥i mladata. Pred-
pokladejme, ze mame 100 samicek, pricemz 40 jsou mladata, 40 jsou mladistvi a 20 dospéli. Jak se
bude takova populace samicek vyvijet v case?

Resent. Po jednom roce bude pocet mladat
40 -4 4 20 - 3 = 220.

Pocet mladistvych bude pocet mladat, ktera preziji, tj.

40 - 0,5 = 20
a podobné pro dospélé
40 - 0,25 = 10.
Vsechny tyto vypocty muzeme snadno zapsat jednou maticovou rovnici
0 4 3 40 220
L-Zp=105 0 0 |- 40 | = 20 =1I.
0 025 0 20 10

Matice L z pfedchoziho vypoctu se nazyva Lesliho matice a muzeme ji snadno pouZzit pro vypocty
stavu populace v dalsich letech, protoze plati

Ik+1:L-:Uk.

Vyneseme-li tdaje za jednotlivé roky do grafu, tak v grafu pro celkovou populaci vidime, Ze
populace se ve vSech vékovych kategoriich zvétsuje, ale nevidime zadny vzor. V grafu, kde nejsou
vyneseny absolutni pocty, ale procentuélni zastoupeni jedinci podle véku v populaci, uz ale vidime,
ze populace mé tendenci mifit do jakéhosi rovnovazného stavu podobného stacionarni distribuci
Markovova Tetézce.
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2000 0,4
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Tento rovnovazny vztah miZzeme tedy rovnou urcit pomoci vlatnich ¢isel a vektori. Opét nas
zajima jen takové vlastni ¢islo, pro které vsechny slozky ptislusného vlatniho vektoru vyjdou kladné.

A 4 3
05 -\ 0 |=0
0 025 —\

N 4+224+0375=0 = I=15

~15 4 3|0 10 —18]0
0,5 —15 00 |~ 01 =—6l0 | = (18t6t0)
0 025 —1,5/0 00 00

2%, 24%, 4%
O

Véta 4.57. Kazdad Leslieho matice md pravé jedno kladné vlastni ¢islo. Tomuto ¢islu odpovidd vlastni
vektor, jehoZ vsechny slozky jsou kladné.

4.7 Aplikacni tlohy k resSeni
Priklad 4.58. Potravni fetézec Uvazme nésledujici jednoduchy modelovy potravni fetézec

Hlodavec

Medved Rostlina

Liska Hmyz

Ryba Ptak

Orientovana hrana z vrcholu a do vrcholu b znamené, Ze a ma b jako zdroj potravy. Vytvoite
matici sousednosti, ktera popisuje vztahy v tomto fetézci, a pomoci ni odpovézte na nasledujici
otazky:

a) Ktery druh ma nejvice zdroju potravy?

b) Ktery druh je nejéastéjsi koristi?
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c) Jestlize b je zdrojem potravy pro a a c je zdrojem potravy pro b, pak fekneme, Ze ¢ je nepfimym
zdrojem potravy pro a. Ktery druh ma nejvice pfimych a nepfimych zdroji potravy?

d) Predpokladejme, ze znecisténi zabije rostliny. Jaky bude efekt tohoto znec¢isténi na dany eko-
systém?

Priklad 4.59. Leontiefav model Tii méstské odbory (Zivotni prostiedi, doprava a zdravi) jsou
vzajemné provazané. Na produkci kazdé koruny sluzeb, které jednotlivé odbory produkuji, je nutnéa
¢ast sluzeb od ostatnich odbort:

vystupy
7P Dop Zdr
ZP 0,20 0,10 0,20
vstupy Dop 0,10 0,10 0,20
Zdr 0,20 0,40 0,30

Predpokladejme, Ze ostatni odbory potfebuji sluzby v hodnoté 1 milion od odboru Zivotniho
prostiedi, 1,2 milionu od odboru dopravy a 0,8 milionu od odboru zdravi. Jak velka musi byt hodnota
vyprodukovanych sluzeb jednotlivych odbort, aby pokryla poptavku?

Priiklad 4.60. Intergenerac¢ni sociilni mobilita Uvazujme, Ze spole¢nost je definovana jako se-
skupeni lidi tfi socialnich t¥id: nizsi (N), stfedni (S) a vyssi (V). Uvazujme, Ze pravdépodobnost
zaclenéni osoby do dané tfidy je zavisla pouze na tridé, ve které se vyskytoval jeji rodi¢. Na za-
kladé dlouhodobého pozorovani byla shromézdéna nasledujici data: je-li rodi¢ ve tridé N, pak dité
bude ve tFidé N s pravdépodobnosti 0,7, ve t¥idé S s 0,2 a ve tiidé V s 0,1. Je-li rodic¢ ve t¥idée .S,
pravdépodobnosti prechodu jsou 0,3 (N), 0,5 (S) a 0,2 (V). Pokud je rodi¢ ve t¥idé V, pak jsou
pravdépodobnosti pro zafazeni jeho ditéte do jednotlivych tfid 0,1 (N), 0,1 (S) a 0,8 (V).

a) Pro takto definovany proces sestrojte matici a graf prechodu.

b) Vite-li, ze 40 % lidi patii do t¥idy N, 50% do t¥idy S a 10% do t¥idy V, urcete, jak bude
vypadat rozlozeni spolec¢nosti po dvou generacich.

c) Urcete, jak bude vypadat rozlozeni spolecnosti v dlouhodobém horizontu.
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Kapitola 5

Integralni pocet

5.1 Primitivni funkce
Definice 5.1. Necht funkce f a F' jsou definované na intervalu I. Jestlize plati
F'(z) = f(z) pro vechna z € I,

pak fikame, ze funkce F' je primitivni funkci k funkci f na intervalu I.
Mnozinu vSech primitivnich funkci k funkci f nazyvame neurcity integral funkce f a oznacujeme

/f(a:) dz.

Véta 5.2. Je-li funkce F' primitiond k funkci f na intervalu I, pak kaZdd jind primitivni funkce
k funkci f ma tvar F + ¢, kde ¢ € R.

Véta 5.3. Je-li funkce f spojitd na intervalu I, pak k ni na tomto intervalu existuje primitioni funkce.

5.2 Integrac¢ni metody

Véta 5.4. Necht na intervalu I existuji neurcité integrdly [ f(z)dz a [ g(z)dz a necht o je libovolnd
konstanta. Pak na I existuje neurcity integrdl funkce f + g a neurcity integrdl funkce af a plati

[ @+ o)) do= [ f@yar+ [ g(e)d, (5.1)

/ozf(x) dz = oz/f(x)dx. (5.2)

7 definice neurcitého integralu plyne, ze

(/f(a?)dx)/:f(x), /F/(x)dx:F(chj

tj. operace derivovani a integrovani jsou navzajem komplementarni. O spravnosti vysledku integrace
se muzeme presvédcit derivovanim vysledku — musi nam vyjit zadana funkce.

Podobné jako pro derivace mame i vzorce pro integrovani nékterych funkei. Tyto vzorce dostaneme
obracenim zakladnich vzorcii pro derivovani, proto se o jejich spravnosti miizeme i presvédcit, a to
derivovanim.
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Zakladni vzorce

(1)  [ldz==x+c¢,

2 Jardx = ”f:: n# —1,
3 [Edz=In|z| +c
4 Jetdx =e" +o,

(2)

(3)

(4)

(5)  Ja*dz={+4¢, a>0, a#]l,
(6)  [sinzdx = —cosz+ec,

(7)  Jcoszdx =sinz+c,
8 f 2+1dx—arctgx+c
9) fmd = —arctg (“7 IO) +c,
(10

(
(
(
(

1 f\/a;izda:—arcsm +c,

)

11) fmdx—ln|x+\/x2+a|+c

12) [ dz=tgz+c,

13) [ 5111123: dz = —cotgz + ¢,

14) J;((f)) z=1In|f(z)| +ec
Priklad 5.5. Vypoctéte neurcité integraly
a) [a2*d, b) [ %dz,
o [(Vr+ 25 +2) d, d) o dw
e) [tgadz, f)  [tgizda,
8) = de h) [ de,
) [ e ) [ Esde

Regend.  a) Uzitim vzorce (2) z tabulky dostévame

4
/dex:%—f—c.

b) Upravou a uzitim vzorce (2) dostavame

/—dx—/ 2dx—x_—1+c———+c

¢) Rozdélime na jednotlivé integraly podle véty 5.4, upravime a pouzijeme vzorce (2), (14) a (1):

/( +2)dx = /xédx—i—/ 11dx+2/dx:
T —

9 .
= gx%—l—ln]x—1|+2x+c.

d) Upravime tak, abychom mohli pouZit vzorec (14) a integrujeme

1 1 2 1
/Qx_5da:—§/2x_5dx—§ln|23:—5]+c.

e) PouZijeme vztah mezi goniometrickymi funkcemi a upravime tak, abychom mohli vyuzit vzorce

(14):
/tgmdx:/smxdx:—/_smxdx:—ln|cosx|—|—c.
cos T cos
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f) Upravime pomoci vztaht mezi goniometrickymi funkcemi a pouzijeme vzorce (12) a (1):
.2 2
sin® x 1 —cos“x
/tg%daz / 5 da::/—2dx:
cos? cos?

1
= / 5 dx—/dxztgm—:ﬁ—i—c.
cos? x

g) JelikoZ (z242x+9)" = 22+2, upravime integrovany vyraz tak, Ze rozsifime vhodnou konstantou
a pouzijeme vzorec (14):

z+1 1 2x + 2 1
_ T = =TS dr = Cfe? 42049 fe.
/x2—|—2x+9 . 2/:E2—|—2x—|—9 v=ghlet 4249+

h) Muzeme pouzit vzorec (9) pro o =0 a a = 3:

/ 1 1 T
dr = —arctg — + c.

249 3 3

i) Uzijeme vzorce (10) pro a = 3:
/ 1 d . T n
———dx = arcsin - + c.
V9 — 22 3

j) Upravime danou funkci na soucet polynomu a ryze lomené funkce a pouzijeme vzorce (1), (2)

a (9):
z! ) 81 3 T
/$2+9dx:/<x —9+$2+9) dx:§—9x—|—27arctg§+c. -

Aplikace 5.6. Spotieba prirodnich zdroji Odhaduje se, Ze svétova spotieba stiibra (v tisici
tunach) se fidi funkei f(¢) = 21,4e*°Y kde ¢ znaci pocet let, které ubshnou od soucasnosti. Celkové
zasoby stifbra se odhaduji na 400 000 tun. Odhadnéte, kdy tyto zasoby st¥ibra dojdou.

Resent. Celkovou spotiebu C(t) ziskdme integraci funkce f
1
C(t) = / 21,4 dt = 21,4 / M dt = 21,4me0101t + ¢ = 2140e%01 4 ¢.

Musime jesté urcit integracni konstantu c. Celkova spotieba za prvnich nula let musi byt nula, tedy
vime, ze C'(0) = 0.
0=C(0) =2140e" + ¢ = 2140 + ¢ = ¢ = —2140

Pro celkovou spotiebu tak dostaneme vztah
C(t) = 2140”1 — 2140 .

Abychom predpovédéli, kdy rezervy ve vysi 400 tisic tun dojdou, musime vyfesit nasledujici rovnici
2140e™" — 2140 = 400.

Odtud
2140621 = 2540
001 2540
¢ T om0
Ine®’ = 1n 1,187

0,01t = 0,171
t=1711let

~ 1,187
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Véta 5.7 (Metoda per partes). Necht funkce u(x) a v(x) magi spojité derivace na intervalu I. Pak
plati

Priklad 5.8. Vypoctéte
a) [a%e"dx, b) [arctgzdx.

Reseni.  a) Obecné je pro metodu per partes typické jeji vicenasobné uziti. Zvolme u = z2, v’ = e®.
Pak v’ = 2z, v = ¢” a dostavame

/xQe”” dz = 2%e® — /er”” dx.

Pro integréal na pravé strané pouzijeme opét metodu per partes s analogickou volbou u = 2z,
v’ = e®. Dostaneme ©' =2, v =¢% a

/wQex der = z%e" — /Qxex dr = 2%e® — 22e® + 2 / e dx

= 2% —2ze” + 2" +c= (22 — 22+ 2)e" +c.

b) V tomto pfipadé se zda, ze zde zadny soucin funkci neni. Zfejmé ale arctgx = 1 - arctgz,

o\ e _ r_ r— 1
muzeme proto polozit u = arctg x, v = 1. Dostaneme v’ = a2

x
tgrde = tgr — d
/arc gr dz xarctgw /1—1—:r;2 x

; 1/ 2x
= X arc xr— —
8T TS | 142

V= a

1
= xarctgr — 5111(1 +2%) +c.
[

Véta 5.9 (Substituéni metoda). Necht funkce f md na intervalu J primitioni funkci F, funkce t =
©(x) md spojitou derivaci na intervalu I a p(z) € J pro x € I. Pak md sloZend funkce f(p(x))¢'(x)
primitivnt funkcit na intervalu I a plati

[ #etanee)ar = Pa@) +e

Podobné lze pouzit substituci opa¢nou, tj. z = ¥ (t). Tuto substituéni metodu miizeme zapsat ve

tvaru
[ sty ‘dx—w’f ' J s

Priklad 5.10. Vypoctéte neurcité integraly
a) [(3z —4)"dz, b) [ =ty de,
¢) [10z(z* + 13)" da, d) [ % dz.

Reseni.  a) Podobné priklady jsme jiz fesili pfimo pomoci vzorci pro integraci, nyni je muzeme
reSit i pomoci substituce. Zavedme substituci ¢t = 3x — 4. Pro vyjadieni dz danou substituéni
rovnici zderivujeme

dt =3dx = dx—%dt.

Dosadime a integrujeme

dt 8 (3z —4)8
/(Sx 4)" dx /t 3 = 51 +c 51 + c.



b) Tento typ prikladu jsme jiz fesili upravou a uzitim vzorce (14), nyni jej vyfeSime pomoci
substituce. Pouzijme substituci t = 22 + 1. Pak dt = 2z dz, do = g—;, a proto

x xrdt 1 [1 1 1
do= (28 o [ Zdt= "t +e=-In|2? +1] +e
/a;2+1x /t2x Q/t ynltf+e=ghnja”+1]+e

c¢) Provedme substituci t = z* + 13. Pak dt = 2z dz a dz = &£. Po dosazenf

dt 5
10z(x? +13)2de = /10 22— = 5/1512 dt = —t13 =
/ x(z® 4+ 13) dx e 13 +c

5
1—3(902 +13)" +e.

d) Zavedme substituci ¢ = Inz. Pak dt = £ dz a dz = 2 d¢, odtud

In? t2 1. 1
/n xdx:/—xdt:/tzdt:—t3+c:—1n3x—i—c.
T T 3 3

5.3 Definice a zakladni vlastnosti urcitého integralu

Necht f je nezaporna ohrani¢enéa funkce definovana na [a, b], ktera je pro jednoduchost na intervalu
[a, b] spojité. Uréeme obsah plochy P ohranicené grafem funkce f, osou z a pfimkami x = a, x = b.
Tato plocha se nékdy nazyva podgraf funkce.

Obsah podgrafu nemizeme urcit piimo, ale mizeme jej vyjadrit priblizné tak, Ze jej aproximujeme
pomoci obdélnickii:

i) Interval [a, b] rozdélime na n interval [x; 1, x;] (tzv. délici intervaly) stejné délky tak, ze 2o = a
a x, = b. Délka Az kazdého déliciho intervalu je
b—a

AI:JZZ‘—IZ‘_lz .
n

ii) Na kazdém délicim intervalu aproximujeme plochu obdélnikem o stranach Az a f(c¢;), kde ¢;
nalezi do délictho intervalu. Pro obsah P; tohoto obdélnika plati

P = f(c)Az

a soucet vSech téchto obdélnikt ptiblizné urcuje obsah P plochy

P~ Zf(ci)Ax.

YA
//
//
P \-\\ flei) ] E
] ‘ H '
Ami
3 i’ .
0 a=1x9 X1 T2 Ti_1 cl;cl b=xn
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Cim veétsi bude ¢islo n (pocet délicich bodi), tim presnéjsi (lepsi) bude tato aproximace. Provedeme-
li limitni pfechod pro n — oo, dostaneme piesnou hodnotu obsahu plochy

P = li_)m if(cz)A:c (5.3)
i=1

Pro spojité funkce tato limita existuje a nezavisi na vybéru bodi ¢;. Obecné pro funkce, které nejsou
spojité, toto platit nemusi. Pokud vSak tato limita existuje a nezavisi na vybéru bodu ¢;, nazyvame
ji uréitym integralem.

Definice 5.11. Necht f je funkce ohranicena na [a,b]. Necht a = zg, x1, xo,..., 2, = b jsou body

délici interval [a,b] na n stejnych subintervalti délky Az = =2 a necht ¢; € [x;_1,23], i = 1,...,n.
Urcitym integrdalem funkce f od a do b rozumime

lim Z fle) Az,
i=1

jestlize tato limita existuje a nezavisi na vybéru bodu ¢;. PiSeme

[

a fikame, ze funkce f je integrovatelnd na |a, b|.
Cislo a nazyvame dolni mez, ¢islo b horni mez a funkci f integrand.

Typické aplikace urcitého integralu

A A A
\ mezni naklady \ produktivita \ mira prodeje
\ - \ 3} \
w — g — g —
5 s <
4 2 3 .
8 celkové cena i celkova GN_) celkovy prodej
s kust od a do b ; vykonané prace g mezi dny a a b
g g mezia ab g
—
'\—‘é o
a b ” a ” a b ”
kusy odpracované hodiny dny

Jelikoz urcity integral vyjadiuje obsah podgrafu, musime vétsinou spravné interpretovat vyznam
tohoto obsahu. Pomoci integralu se pak mnohdy definuji rtizné pojmy. V ekonomii se jednd napft.
o spotrebitelsky prebytek a prebytek vyrobce.

Aplikace 5.12. Spotrebitelsky prebytek a prebytek vyrobce
Spotiebitelsky prebytek je celkovy penézity zisk ziskany spotiebitely, kdyz jsou schopni poridit pro-
dukt za nizsi cenu nez je nejvyssi cena, kterou by byli ochotni zaplatit. Spotiebitelsky prebytek tedy
méri prinos spotiebitele v ekonomice, kde konkurence drzi nizkou cenu. Podobné piebytek vyrobce
je celkové castka, kterou ziska vyrobce, kdyz proda produkt za vySsi cenu, nez je nejnizsi cena, za
kterou by byl ochotny produkt prodat (a obvykle se da zhruba ztotoznit se ziskem).

Je-li d funkce popisujici kiivku poptavky, s funkce popisujici kfivku nabidky a P cena pii mnozstvi
@ na trhu, pak v pripadé, kdy dojde k rovnovaze na trhu, vypada situace graficky takto
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A .
p prebytek spotiebitele

s(q)

d(q)

prebytek vyrobce

.

>

0 q

Je tedy prirozené matematicky definovat spotiebitelsky prebytek PS a prebytek vyrobce PV jako

Q Q
Ps = / (d(q) — P)dq, PV = / (P~ s(g)) da.

Véta 5.13 (Newton-Leibnizova formule). Je-li funkce f spojitd na [a,b], pak plati

b
| #a)de=F ) - Fla), (5.4)
kde F je primitivni funkce k funkci f na intervalu [a,b].

Casto piseme misto F/(b) — F(a) oznaceni [F(:z:)}b

a’

/abf(a:) Q= [F)] .

a

tj.

Priklad 5.14. Vypoctéte urcité integraly

s 1 1
a) / sin x dz, b) / ——.
0 g+l

Reseni.  a) Podle vzorce (5.4) dostavame

/ sinzdz = [—cosz]; = —cosm — (—cos0) = —(—=1) + 1 =2.
0

b) Opét podle vzorce (5.4) dostaneme

vl

N
N

1

1

/ Tl dz = [arctgz]', = arctg1 — arctg (—1) =
-1 i

[]

Véta 5.15 (Vlastnosti urcitého integralu). Jsou-li funkce f a g spojité na intervalu [a,b], pak plati
tyto vztahy:

o) [[f(x)+g(@)]de = [} f(x)dz + [, g(x) dz;

b) [ cf(@)de = c [, f(x) da;

c) [P f(x)dae = [ f(x)de + [) f(z)dz, kde a < ¢ < b;
d) [? f(x)dz >0, jestlize f(x) > 0 na intervalu [a, b);

e) fff(x) dz > ffg(x) dz, jestlize f(x) > g(z) na intervalu [a,b].
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Poznamka 5.16. Vlastnost ¢) lze pouzit pro piipad, kdy je funkce f spojitad na intervalu [a,c| a
[c, b], ale neni spojitd v bodé c. Naptiklad funkce sgnx neni spojitd pro x = 0 a pritom muizeme
definovat urcity integral

1 0 1
/ sgnxdm—/ sgnxdx—i—/ sgnzder =—-2+1=-1.
—92 -2 0

Poznamka 5.17. Integral f; f(z)dz pro a > b definujeme vztahem

[ rwar=— [ s

a integrél faa f(z)dz definujeme vztahem

/aaf@)dx:o.

Definujeme-li pro kazdé &islo z € [a, b] funkci

U) = / Cina,

pak derivace této funkce je U'(z) = f(z) a U(a) = 0. Timto zpisobem nékdy vyjadifujeme funkce,
které jsou primitivni k funkci f, ale nejsou elementarnimi funkcemi, napt. funkce

/etht, /idt.
0 0 t

Tyto funkce se nazyvaji transcendentni.

Aplikace 5.18. Lorenzova krivka a Giniho index

Pro méreni nerovnosti ekonomové pocitaji jaka ¢ast celkového prijmu je ziskdna nejchudsimi dvaceti
procenty populace, nejchudsimi ¢étyticeti procenty populace atd. Napiiklad pro Ceskou republiku
v roce 2018 tato data vypadala takto

cast populace ¢ast prijmi

0,2 0,102
0,4 0,249
0,6 0,426
0,8 0,646
1,0 1,000

Graficky tato data reprezentuje tzv. Lorenzova kfivka L(x), kterd udava, jaka ¢ast celkového pifjmu
je ziskana nejchudsi ¢asti z populace. Pro nage data je jeji priblizna rovnice L(z) = 257,

YA

1,04

0,8+

0,61

0,44

0,2+

L(z)

|Y

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Absolutni rovnost pfijmi znamena, Ze vSichni vydélavaji stejné, tj. dolnich 10 % ziska 10 % vSech
piijmi, dolnich 20 % ziskd 20 % v8ech piijmu atd. Lorenzova kiivka v tomto piipadé je tedy graf
linearni funkce y = x.

Ke zméfeni nerovnosti spoc¢itaime obsah oblasti mezi aktuélni Lorenzovou kiivkou L(z) a jeji
idealni verzi y = x a tento vysledek vynésobime dvéma, abychom dostali ¢islo mezi 0 (absolutni
rovnost) a 1 (absolutni nerovnost). Tomutu ¢islu se fikad Giniho inder.

61



YA
1,04
0,84
0,6+
0,4+
0,24

0,204060810 T

Matematicky tedy definujeme Giniho index jako

GIzQ/OI(x—L(x))dx.

Pro Ceskou republiku dostaneme

1 1 72 2257 1
G[:2/ (x—L(x))d:szIzQ/ (z—a)dz=2|% - =0,22.

Aplikace 5.19. Paretiv zakon
Ekonom Vilfredo Pareto odhadl, Ze pocet lidi, jejichZ prijem je mezi A a B jednotkami mény je dan
urc¢itym integralem

[arta s

A
kde a a b jsou konstanty, pricemz a je hodnota nejmensi mozné mzdy. Urcete hodnotu tohoto inte-
gralu.

Resent. Stadi pouzit jen zakladni pravidla a Newton-Leibnizovu formuli
B

B B x—b+1
/ (az)dx = a_b/ rdr =a" [ } =
A A —b + 1 A

- = (B—b+1 . A—b+1)

]

Poznamka 5.20. Z predchoziho zékonu plyne i znamy Paretuv princip (pro néj je ale nutné dobte
zvolit konstantu b o hodnoté b = log, 5 ~ 1,16).

Numericka integrace

Véta 5.21 (Lichobéznikové pravidlo). Necht je funkce f spojitd na intervalu |a,b]. Rozdélme interval
na n intervald stejné délky h a krajni body téchto intervali oznacme po Tadé xg,xq,...,T, a jim
odpovidajici funkcéni hodnoty funkce f po Tadé yo,vy1, ..., Yn. Pak plati

b
h
/ f(év)dw%§(yo+2y1+2y2+--~+2yn_1+yn)-

Stredni hodnota

Necht f je funkce definovana a integrovatelna na uzavieném intervalu [a, b]. Cislo 1 definované

vztahem
1 b
= b_a/a f(z)dx

se nazyva stiedni hodnota funkce f na intervalu [a, b].
Stfedni hodnota je vlastné zobecnéni aritmetického pruméru pro &isla. Geometricky je stfedni
hodnota vyska obdélniku, ktery méa zakladnu tvorenou intervalem [a,b] a obsah f: f(z)dz.
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5.4 Metoda per partes a substituce pro urcité integraly

Véta 5.22 (Metoda per partes pro ur¢ity integral). Necht funkce u(x) a v(x) maji spojité derivace
na intervalu [a,b). Pak plati

Véta 5.23 (Substituce pro uréity integral). Necht funkce f(t) je spojitd na intervalu [a,b]. Necht
funkce () ma spojitou derivaci na intervalu [, 8] a @(x) zobrazuje interval [, 5] do intervalu [a, b].
Pak plati

B »(B)
/ Flp(@)d (z) da = / fo)a
« o(a)

Tato véta Tiké, ze pii substituci urc¢itého integralu je tieba také zménit meze!

Priklad 5.24. Vypoctéte urcité integraly

e 5
a 23 Inzdz, b / de.
) /1' ) 0 \/1 + 3x

Reseni.  a) PouZijeme metodu per partes. Zvolme u = Inz, v/ = 23. Pak o/ = 1 v = Z a

e 4 D B et 1 [z*]° 3et+1
/1x nxdz 7 e 1), zde = — 217 1 G

1

dostéavame

b) Pouzijeme substituci

t=+1+4 3x.

Pak * = 1+ 3z, odkud z = 1(t* — 1) a dz = 2tdt. Nové meze vypocteme dosazenim do
substitu¢ni rovnice za x = 0 a x = 5. Dostaneme 0 ~» 1 a 5 ~» 4 a vypoc¢teme urcity integral

5 2 [ 2143 4
R P t2—1dt:—[——t} _yy
/0\/1+3:L'x 9/1( =513 1,

5.5 Aplikac¢ni alohy k reSeni

Priklad 5.25. Kapitalova hodnota C'V majetku (ropny vrt, dil apod.), ktery produkuje staly piijem,
je souCtem jeho soucasné hodnoty a vSech budoucich pfijmi z tohoto majetku. Proto je pfirozené,
ze tuto hodnotu mizeme spocitat jako

T .
(JV:/ r(t)e " dt,
0

kde r(t) znaci ro¢ni piijem, ¢ spojitou trokovou miru a 7" je predpokladana Zivotnost v letech. PouZzijte
tento vztah a urcete hodnotu ropného vrtu, u néhoz se predpoklada, ze bude generovat 240 000 dolart
po piistich deset let a tirokové miie 6 %.

Piiklad 5.26. Rocni import zemé je I(t) = 30e™* a jeji export je E(t) = 25¢>, oboji v miliar-
dach dolari. Cas t je méfen v letech a ¢t = 0 odpovida roku 2020. Jaky bude akumulovany deficit
zahrani¢niho obchodu této zemé za nasledujicich deset let?

Priklad 5.27. Pro Spojen¢ staty americké v roce 2018 byla Lorenzova kiivka priblizné L(z) = z*8.

Vypocététe Giniho index pro Spojené staty americké a rozhodnéte, zda-li je tato zemé vice nebo méné
rovnostarska nez Ceské republika.
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Kapitola 6

Diferencialni rovnice

Diferencidlni rovnice je rovnice, v niz roli neznamé hraje funkce a ktera zaroven obsahuje derivace
hledané funkce.

Resit diferencialni rovnici znamené nalézt vSechny funkce, které jsou definované na néjakém in-
tervalu I a vyhovuji dané rovnici. Takovou funkci nazyvame resenim diferencidlni rovnice.

Rddem diferencialni rovnice rozumime Fad nejvyssi derivace, ktera se v rovnici vyskytuje.

Napriklad rovnice

Y=y
je tedy diferencialni rovnice prvniho fadu. Jejim feSenim je funkce y = e®, protoze ()" = e®. Snadno
se da ovérit, ze TfeSenim jsou vSechny funkce tvaru y = C'e”, kde C' je libovolna konstanta.

Obecné resent diferencialni rovnice prvniho fadu je funkce zavisejici na jednom parametru C' ta-
kova, ze specialni volbou C' lze ziskat kazdé feSeni této rovnice. Partikuldrni reseni je jedno konkrétni
reSeni ziskané z obecného feseni volbou konstanty C.

Pribéh néjakého skutecéného jevu je popsan jedinym feSenim. Z mnoziny vSech feseni ur¢ime toto
feSeni zadanim pocdtecni podminky. Uloha najit Feseni diferencialni rovnice splitujici danou pocatecni
podminku se nazyva pocdatecni iloha (nékdy také Cauchyova pocateéni uloha). V praktickych aplika-
cich hraje ¢asto roli nezavislé proménné x Cas. Casti je proto pfirozené hledat reseni diferencialnich
rovnic pro x > 0.

6.1 Rovnice se separovanymi proménnymi

Jde o rovnici tvaru

y' = f(x)g(y), (6.1)

kde f a g jsou spojité funkce. Dosadime /' = j—g a dostaneme

Y~ f@)a).
Nejprve si v8imnéme, ze konstantni funkce urcené rovnici g(y) = 0 jsou feSenim rovnice (6.1). Za
predpokladu g(y) # 0 separujeme proménné (tj. na jedné strané rovnice mame vyraz pouze proménné
y a na druhé vyraz pouze proménné )

a tuto rovnost integrujeme

/% :/f(x) dz. (6.2)

Nezapomenme, Ze primitivni funkce se 1isi o konstantu, ¢imz dostaneme mnozinu feseni rovnice (6.1)!

Tato mnozina feSeni a konstantni feseni z predchoziho kroku pak tvoii obecné feseni rovnice (6.1).

Méame-li zadanou pocateéni podminku, uréime tuto konstantu z pocateéni podminky.
Poznamenejme, Ze ne vzdy se nam podaii z (6.2) vyjadrit explicitni tvar FeSeni y = y(x).

64



Piiklad 6.1. Reste diferencialni rovnice

1
a) y =2y, b) ¥ =_(y—1)

ResSeni.  a) Rovnici pfepiSseme do tvaru

dy
-~ =9
dl‘ xy7

d
/—y:/Qxdx.
Yy

Vsimnéme si pritom, ze funkce y = 0 je feSenim puvodni rovnice. Integraci dostavame

a odtud za predpokladu, ze y # 0

In|y| = 2* + K.

Po odlogaritmovani mame

|y’ — ex2+K — GIQGK

a odtud .
y = +e” e

Oznacéime-li C' = e’ kde C' je kladné nebo zaporné &islo, dostaneme obecné feSeni tvaru
Y= C’emQ, C eR.
Poznamenejme, ze pro C' = 0 je v tomto vztahu zahrnuto i feseni y = 0.

Nejprve vysetfeme piipad 4y — 1 = 0. Vidime, ze funkce y = %1 je TeSenim nasi rovnice. Za
predpokladu y # }l dostavame
dy  [dw
/ w—-1 | =

1
Zln]4y— I|=Inlz|+InkK,

a po integraci

kde K je kladna konstanta. Uzitim pravidel pro poc¢itani s logaritmy pak dostaneme
In|dy — 1| = In K*2*.

Nahradime-li po odlogaritmovani kladnou konstantu K* libovolnou konstantou C, miZeme
odstranit absolutni hodnoty a dostaneme

4y — 1 = Ca?,
a odtud 1 ]
e
Y 1 T+ 1
Tento vztah zahrnuje i feSeni y = %1. O]

Piiklad 6.2. Reste pocatecéni tlohu

(x+1)dy —zydz =0, y(0) = 1.

Resent. Separujeme proménné a za predpokladu y # 0 mame

dy zdx
y x4+l

Funkce na pravé strané je neryze lomena funkce. Délenim ji pfevedeme na polynom a ryze lomenou
racionalni funkci a integrujeme

/%:/< x—1k1> o

1 —
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Dostavame tak
Inlyl =2 —In|z+ 1|+ C.

Ozna¢me C' = In K. Vzhledem k tomu, Ze plati x = Ine®, dostaneme
Injy] =lne* —In|z+ 1| +In K, K >0,

a uzitim pravidel pro pocitani s logaritmy

Ke*
|z + 1]

In|y| =In

Nyni muzeme odlogaritmovat a uvazime-li novou konstantu K* € R, mtzeme vynechat absolutni
hodnoty. Dostaneme tak feseni dané rovnice ve tvaru

_K*eﬂc
oo+ 1

Y

Toto feSeni obsahuje i feSeni y = 0. Aby byla splnéna pocateéni podminka, musi platit

K*eo

= K*=1.
0+1

e®

x+1°

]

Resenfm pocateeni alohy je funkce y =

Aplikace 6.3. Jednoduchy model osobnich tspor

Zdrojem osobniho majetku jsou typicky dva zdroje. Plat a vynosy z investic. Z téchto pfijmi miizeme
rozlisit tii zdkladni typy vydaji. Nutné vydaje, zbytné vydaje a investice. Pro jednoduchost miizeme
uvazovat, ze po zaplaceni nutnych vydaji, utratime fixni ¢ast zbylych piijmu za zbytné vydaje a
zbylou ¢ast investujeme. Dale uvazujme, Ze investice generuji pfijem s fixnim trokem a na zacatku
méame nulové tspory. Popiste matematicky tento model a naleznéte funkci, ktera popisuje velikost
aspor v case.

Resent. Nejprve si oznacme vSechny veli¢iny v nasem modelu:
e s plat
e W (t) tspory v Case t
e 1 velikost tiroceni investic
e n nezbytné vydaje
e p velikost ¢asti prijmu, které utratime za zbytné vydaje

Zmeéna velikost nasich tspor je soucet vSech nasich pfijmi minus v8echny nase vydaje, tj.

d
d_VyIj/ =s+rW —(n+p(s+rW —n)),
coz muzeme upravit do tvaru
dW

Podminka nulovych tspor na za¢atku znamena W (0) = 0. Vidime, Ze se jedna o rovnici se separova-
nymi proménnymi. Odseparujeme proménné
dw
——— = (1 —-p)dt
s—n+rW (1-p)

a po malé dpravé budeme moci integrovat pomoci zékladnich vzorct

1 rdW
- — = 1—p)dt
T/S—n—l—’f‘W ( P)
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In(s —n+rW)=(1-prt+ec

Algebraickymi upravami dostaneme obecné feSeni

1 (1—p)rt

W =—(Ke" P 4+n—s).

r
Dosazenim poc¢ateéni podminky dostaneme rovnici

O0=K+n-s
a odtud K = s — n. Na§ model tak je

sSs—nNn

W =

- (e(lfp)?"t _ 1)

Miizeme nyni tfeba odpovédét na otazku, jak se zméni naSe tspory, kdyz se podil nezbytnych vydaji
snizi z 80 % na 70 % apod. O

Aplikace 6.4. T¥i jednoduché modely ristu

V mnoha ptipadech je rist veli¢iny pfimo tmérny jeho soucasnému mnozstvi. Timto zptisobem se
chové populace zvirat nebo rist bunék pfi malém mnozstvi, ale také napfiklad troceni na bankovnim
uc¢tu. Oznacime-li pozorovanou veli¢inu y, muzeme tento model popsat diferencidlni rovnici

y' = ay, a> 0.
Pro uplnost je nutné doplnit i pocatecni podminku (velikost pozorované velic¢iny na zacatku)
y(0) = k, k> 0.

Rovnici miizeme vytesit separaci proménnych

dy
a Y
/%:/adt
Yy
Iny=at+C
y:eat+C:eateczceat

Dosazenim pocateéni podminky dostaneme
y(0)=ce’ =k = c=k.

Resenfm pocatecni tdlohy tedy je funkce
y = ke
YA
y = ke

~+ Y
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74dna realna populace ovSem nakonec neroste donekone¢na. Omezeni mista nebo zasob jidla nakonec
rist zpomali. Jestlize veli¢ina nemiize rist nad néjakou ur¢itou mez M, potom je rozumné napiiklad
uvazovat, ze rychlost ristu je pfimo imérna tomu, jak moc je dané veli¢ina daleko od svého limitu.
Tento model je vhodny napiiklad i pro popis Sifeni informaci produkovanych médii nebo pro popis
prodeje vyrobku, ktery je podpofen reklamou.

Matematicky muzeme tento model popsat rovnici

Opét doplnime pocatecni podminku y(0) = k a rovnici vyfesime. Jedna se o rovnici se separovanymi
proménnymi a fesime ji podobné jako v predchozim piipadeé:

dy
=2 —a(M —
% a Y)
dy

= dt
M-y /a

In(M —y) =—at—C
M—y= o—at=C _ o—at
y =M —ce ™
Po dosazeni pocatecni podminky dostaneme
y0) =M —ce® =M —c=k = c=M-—k
a pocatecni problém je tedy vyresen funkci
y=M— (M —k)e ™.

YA

t

k

Pokud bychom chtéli komplexnéjsi model populace, pripadné jednoduchy model epidemie, mohli
bychom uvazovat, ze rychlost ristu dané veli¢iny je pfimo imérna jeji soucasné velikosti a zaroven
jejl vzdélenosti od od horniho limitu M. Dostaneme tak diferencialni rovnici

Y =ay(M —y).

vvvvvv

je funkce

YA

— M
Y = {xceamrt

~+ Y
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6.2 Linearni diferencialni rovnice

Jde o rovnici tvaru
y' +p(z)y = q(z), (6.3)
kde p a ¢ jsou spojité funkce.
Predepiseme-li pocatecni podminku y(zg) = yo, pak méa linearni rovnice (6.3) pravé jedno feSent,
a to existuje na celém intervalu, kde jsou funkce p, f spojité.
Budeme hledat takovou funkci I(z), ze kdyz ji vynasobime rovnici (6.3), bude na levé strané
derivace soucinu I(z)y, tj.

I(z)(y' + p(z)y) = (I(x)y)". (6.4)

Podafi-li se nam takovou funkei najit, bude rovnice (6.3) ve tvaru

a integrovanim obou stran obdrzime

I(z)y = /](m)q(x) dz + c.

Dale jiz ziskame hledané feseni rovnice (6.3)

o) = 1o | [ Tata) o]

Pokusme se tedy najit vhodnou funkci /. V rovnici (6.4) roznasobime levou stranu a na pravé strané
pouzijeme pravidlo pro derivaci sou¢inu a dostavame

I(z)y + I(x)p(x)y = I'(x)y + I(z)y

a odtud
I(z)p(x) = I'(x).

Dostali jsme tak rovnici se separovanymi proménnymi, kterou vyresime:

/# = /p(x) dz
inl1) = [ pla)da.

I = Kelv@de,

Jelikoz hleddme jednu konkrétni funkci I, zvolime K = 1 a dostavame
I(x) = ol p@)dz,

Takovouto funkei () nazyvame integracni faktor. Pro nalezeni feSeni linearni diferencialni rovnici
(6.3) vynéasobime obé strany integracnim faktorem

{ p(x dz
(:L‘) - ef ( ) y

<yefp(m> dm)’ — g(z)el @) de

a obé strany této rovnice zintegrujeme. Dostaneme tak feSeni

v(a) = ([ stare 70w - c) e e

Tento vzorec si samoziejmé nemusime pamatovat, staci jen znéat tvar integrac¢niho faktoru.
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Priiklad 6.5. Najdéte obecné feSeni rovnice

a) y —2y=u, b) o + 22y = ze
Resent. a) Ur¢ime integra¢ni faktor I = e/ 7242 — =22 3 yynasobime jim danou rovnici, dosta-
neme tak
y/e—Qw _ 26—233y — xe_%.

Rovnici upravime do tvaru
_ / _
(ye 2x> = xe 2

a integrujeme obé strany, pfricemz pro pravou stranu pouzijeme metodu per partes:

1 1
ye ¥ = ——xe  — —e ¥ 4 (.

2 4
Odtud ziskdme obecné TeSeni ve tvaru

1 1
y:—ix—Z—FCezx, C eR.

N - v . 2 . . . L
b) Urc¢ime integracni faktor I = el 2rdr — ¢ Vynasobenim rovnice a tpravou dostaneme

2 !/
<yex > =z

Integrovanim obou stran dostaneme

a odtud obecné Teseni rovnice je
x
y:<—+(])e‘12, CeR.

Piiklad 6.6. Reste pocatecni tlohu
3y — 22%y =4, y(1) = —2.

Reseni. Rovnici upravime do tvaru

Vypocteme integracni faktor
1
I ef —2dy efZInx eln—I2 '

Vynésobenim rovnice a tpravou dostaneme

Integrujeme obé strany rovnice

a ziskdme obecné feSeni rovnice ve tvaru y = Cz? — ?12 Dosazenim pocateéni podminky dostavame
—2=(C—1 aodtud C = —1. ReSenim pocatecni tlohy je funkce

1
_ 2
()
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Aplikace 6.7. Ponziho schéma

Ponziho schéma je investi¢ni podvod, ktery slibuje velkou navratnost investic, ale misto skute¢ného
investovani jsou svéfené prostiedky pouzity na vyplaceni zisku investori. Aby nedosly finanéni pro-
stfedky, je nutné neustale zvysovat priliv novych investorii, schéma tedy nakonec musi zkolabovat.
Pokusime se najit rovnici, kterd popisuje pocet nutnych investori.

Predpokladejme, Ze méme na zac¢atku 10 investori, pricemz kazdy vlozi do fondu 100 000 K¢ a je
mu slibena 20 % néavratnost investice kazdy mésic. Z vlozeného milionu tak vyplatime kazdému inves-
torovi 20 000 K¢ a zbylych 800 000 K¢ si nechdme. Ozna¢me y pocet investori, které potiebujeme,
abychom mohli investory nadale vyplacet a pfitom si pokazdé nechat ¢astku 800 000 K.

Budeme-li ¢astky uvazovat v tisicich, pak mame

dy

I = 100 =
prijem T

vydej = 20y + 800.

Piijmy a vydaje musi byt v rovnovaze a navic vime, Ze na zacdtku mame deset investorti. Dostaneme
tak pocatecni problém

d
d—gt/ =20y +800,  y(0) = 10.

Jedna se o linearni diferencialni rovnici, jejiz integra¢ni faktor je

100

I = ef —0,2dt _ e—o,2t

Po vynésobeni a flpravé dostaneme
— / —
(ye O’Qt) = 8e 0’2t.

Integrovanim a upravou pak ziskdme obecné fesSeni
y = ce® — 40.
Dosazenim poc¢ateéni podminky uréime konstantu c
10=ce"—40 = c=50
a dostaneme TeSeni naseho pocatecniho problému
y = 50e™?" — 40.

Tedy naptiklad po jednom roce bychom potiebovali y(12) ~ 511 investori.

6.3 Geometricka interpretace

V mnoha pripadech neni mozné najit explicitni vyjadifeni hledaného feseni. V piipadé¢, kdy je dana
rovnice tvaru
y' = flz,y),

muzeme ziskat néjaké informace o hledaném fteseni diky geometrické interpretaci dané rovnice.

Diferencialni rovnice y' = f(x,y) prifazuje bodu [z, y] v roviné pravé jednu hodnotu y/(x), neboli
hodnotu derivace hledané funkce. Tuto hodnotu miizeme chéapat jako smérnici piimky prochazejici
bodem [z,y]. Tuto pfimku obvykle znazornujeme jako kratkou tusecku se stfedem v daném bodé
[z,y] a smérnici 3/ (x). Tato tsecka se nazyva linedrni element. Mnozinu vSech linearnich elementi
diferencialni rovnice nazyvame smérové pole. Graf kazdého Feseni p(z) dané diferencialni rovnice, tzv.
integrdlni kiivka, ma ziejmé tu vlastnost, Ze tetna v kazdém jeho bodé [z, p(z)] obsahuje pfislusny
linearni element. Smérové pole nam tak poméha zobrazit tvar hledanych integralnich ktivek tim, ze
ukazuje smér, v kterém kiivka prochézi kazdym bodem.
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Smérové pole rovnice 3’ = %y (1 — ﬁy) a TeSeni pro rizné pocatecni podminky

6.4 Numerické rfeSeni pocatecni tlohy

Kromé geometrické interpretace mizeme najit i priblizné feSeni rovnice pomoci tzv. numerickijch
metod. Nejjednodussi metodou numerického teSeni pocatecni ulohy je Fulerova metoda. Zakladni
myslenkou této metody je aproximace feseni lomenou carou.
Uvazujme pocatecni tlohu
y, = f(x’y)a y(xO) = Yo-

Budeme hledat ptiblizné hodnoty tohoto feseni v rovnomérné vzdalenych bodech
Zo, I1:I0+h, I2:$1+h,...,

kde h se nazyva délici krok.
Podobné jako u smérového pole si viimneme, ze nam rovnice ¢y’ = f(z,y) udava hodnotu smérnice
tecny v bodé [xg, yo|, ktera je v = f(zo,¥0), coz ndm umozni odhadnout hodnotu feseni v bodé ;.

Yy A

f(w07 yO) (1_1 yl)

hf(zo, yo)

Yo

By

o T

Pomoci obrazku mizeme odvodit, ze hodnota v bodé x; je tak pfiblizné rovna

y1 = yo + hf(xo,y0)-

Znéme-li hodnotu v bodé x1, mizeme pfiblizné vyjadrit hodnotu v x5 atd. Celkové mtuzeme Eulerovu
metodu shrnout nasledovné:

Tipn=1x; +h

yl+l:yz+hf($z7yz)a i:Oa1727---an'

Samoziejmé dnes jiz nikdo tyto vypocty neprovadi ruc¢né.

6.5 Aplikac¢ni priklady

Piiklad 6.8. Sbirka uméni byla porizena za cenu 400 000 K¢ a pfedpoklada se, ze jeji hodnota
poroste kazdy rok o 5%. Jak vypada diferencialni rovnice, kterd modeluje hodnotu sbirky v case?
Jaka bude hodnota sbirky za 10 let?
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Piiklad 6.9. Je-li néjaké zprava opakované vysilana médii, tak se v prvni fazi sifi rychle, ale postupné
jiz. pomaleji, jelikoz vétsina lidi jiz zpravu zné. Sociologové casto predpokladaji, ze rchlost Sifeni
zpravy je pak pfimo umérna poctu osob, které tuto zpravu jesté neslySely. Uvazujme, Ze mame
mésto s 50 000 obyvateli, pficemz na za¢atku danou zpravu nezné nikdo a po dvou hodinéch polovina
obyvatel. Kolik obytel bude zpravu znat za 6 hodin? A kdy bude se zpravou seznameno 90 % obyvatel?

Piiklad 6.10. Spalovani fosilnich paliv je zodpovédné za zvySeni mnozstvi oxidu uhli¢itého, ktery je
pravdépodobné jednou z pri¢in zvySeni globalni teploty. V soucasnosti je v atmosfére priblizné 3200
miliard tun oxidu uhli¢itého a jeho mnozstvi roste kazdoroéné o 50 miliard tun, pricemz pouze 1%
z akumulovaného mnozstvi se kazdorocné odstrani prirodnimi procesy. Namodelujte mnozstvi oxidu
uhli¢itého v ¢ase pomoci diferencialni rovnice a urcete, kdy bude v atmosfére 4000 miliard tun oxidu
uhli¢itého (jedna se o mnozstvi, pii kterém by mélo dojit ke zvySeni teploty o dva stupné Celsia).
Jaké bude dlouhodobé mnozstvi oxidu uhli¢itého v atmosfére?
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