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Přı́klady zobrazenı́ mezi prostory
Je-li A matice typu m × n, pak násobenı́ touto maticı́,
lze vidět jako zobrazenı́ f : T n → Tm, f(u) = A · u
(vektory pı́šeme sloupcově).

Osová souměrnost v R
2 (např. podle osy x, „prohozenı́

souřadnic“, . . . ).
Předpis: f(x, y) = (x,−y) (f(x, y) = (y, x)) lze psát i
maticově . . .

Projekce f : R3 → R
2, f(x, y, z) = (x, y).

Co chceme aby taková přirozená zobrazenı́ splňovala?
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Lineárnı́ zobrazenı́ — definice
Necht’ (V,+, ·) a (W,+, ·) jsou dva vektorové prostory nad
týmž tělesem T . Necht’ f : V→W je zobrazenı́ splňujı́cı́
následujı́cı́ podmı́nky:

(∀u,v ∈ V)(f(u+ v) = f(u) + f(v)),

(∀s ∈ T )(∀u ∈ V)(f(s·u) = s ·f(u)).

Pak f se nazývá lineárnı́ zobrazenı́ vektorového prostoru
(V,+, ·) do vektorového prostoru (W,+, ·).

Předevšı́m je f homomorfismus grup a platı́ tedy:

f(o) = o a (∀u ∈ V)(f(−u) = −f(u)).
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Lineárnı́ zobrazenı́ — přı́klady
Násobenı́ maticı́: A · (u+ v) = A · u+ A · v,
A · (s · u) = s · A · u.

Souměrnosti, projekce — ano, co obecně?
f : R2 → R, f((x, y)) = x2 + y2 nenı́ lineárnı́ zobrazenı́.
(Dalšı́ přı́klady f((x, y, z)) = (x+ 1, y, y), f((x, y)) = xy,
. . . )

Pro matici A je zobrazenı́ f :Mat2,2(R)→ Mat2,2(R),
f(X) = A · X lineárnı́.

zobrazenı́ f :Mat2,2(R)→ Mat2,2(R), f(X) = |X| nenı́
lineárnı́.

Derivace polynomů: φ : Rn[x]→ Rn−1[x], φ(f) = f ′, tj.
φ(anxn + an−1x

n−1 + · · · + a2x
2 + a1x+ a0) =

nanxn−1 + (n − 1)an−1x
n−2 + · · · + 2a2x+ a1.
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Izomorfismus vektorových prostorů
Je-li lineárnı́ zobrazenı́ f vektorových prostorů (V,+, ·) a
(W,+, ·) současně bijekcı́ množiny V na množinuW, pak
řı́káme, že f je izomorfismus vektorového prostoru
(V,+, ·) na vektorový prostor (W,+, ·).

Necht’ α je báze n-dimenzionálnı́ho prostoru V nad tělesem
T . Pak zobrazenı́ φ : V → T n, které vektoru přiřadı́ jeho
souřadnice v bázi α je izomorfismus vektorových prostorů.

Pro v = (s1, s2, . . . , sn)α a u = (t1, t2, . . . , tn)α máme
φ(v + u) = (s1 + t1, s2 + t2, . . . , sn + tn)α = φ(v) + φ(u).

Pro v = (s1, s2, . . . , sn)α a t ∈ T máme
φ(t · v) = (t · s1, t · s2, . . . , t · sn)α = t · φ(v).
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Základnı́ vlastnosti a pojmy
složenı́ dvou lineárnı́ch zobrazenı́ je lineárnı́ zobrazenı́

inverznı́ zobrazenı́ k izomorfismu vektorových prostorů
je izomorfismus.

Necht’V,W jsou vektorové prostory nad týmž tělesem a f

je lineárnı́ zobrazenı́. Pro libovolnou podmnožinu M ⊆ V
klademe f(M) = {f(u) | u ∈ M}.

Speciálně f(V) nazýváme obraz lineárnı́ho zobrazenı́.
(Značı́ se též Im(f).)

Dále množina vektorů Ker(f) = {u ∈ V | f(u) = o} se
nazývá jádro lineárnı́ho zobrazenı́ f .
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Jádro a obraz lineárnı́ho zobrazenı́
Věta.
Necht’ (V,+, ·) a (W,+, ·) jsou vektorové prostory nad
tělesem T a necht’ f : V→W je lineárnı́ zobrazenı́ těchto
vektorových prostorů. Pak:

Jádro Ker(f) tohoto lineárnı́ho zobrazenı́ f je
podprostor vektorového prostoru (V,+, ·).

Zobrazenı́ f je prosté právě tehdy, když Ker(f) = {o}.

Pro každý podprostor U vektorového prostoru (V,+, ·)
je f(U) podprostor ve vektorovém prostoru (W,+, ·).

Im(f) = f(V) je podprostor (W,+, ·).

Je-li navı́c (V,+, ·) n-dimenzionálnı́ vektorový prostor,
potom dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = n.
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Jednozačné určenı́ pomocı́ báze
Věta.
Necht’ (V,+, ·) a (W,+, ·) jsou vektorové prostory nad
tělesem T konečných dimenzı́. Necht’ dále vektory
v1,v2, . . . ,vn tvořı́ bázi prostoru (V,+, ·). Pak pro každou
volbu vektorů z1, z2, . . . , zn ∈W existuje jediné lineárnı́
zobrazenı́ f : V→W těchto vektorových prostorů takové,
že f(v1) = z1, f(v2) = z2, . . . , f(vn) = zn.

Pozn: věta platı́ i v přı́padě, kdy (W,+, ·) nemá konečnou
dimenzi.
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Matice lineárnı́ch zobrazenı́
Necht’ α = (v1,v2, . . . ,vn) je báze vektorového prostoru V;
β = (w1,w2, . . . ,wm) je báze vektorového prostoruW;
a f : V→W je lineárnı́ zobrazenı́.

Necht’ pro každé j ∈ {1, 2, . . . , n} jsou souřadnice vektoru
f(vj) v bázi β rovny (a1j , a2j , . . . , amj)β.

Pak matice A = (aij) typu m × n nad T se nazývá matice
lineárnı́ho zobrazenı́ f v bázı́ch α a β. (od α k β.)
Pro v ∈ V, v = (x1, x2, . . . , xn)α, f(v) = (y1, y2, . . . , yn)β platı́
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Matice zobrazenı́ — poznámky
Důležitý přı́klad:
Matice přechodu od báze α k bázi β je matice lineárnı́ho
zobrazenı́ (a totiž identity) prostoru do sebe v bázi α a β.

Existuje vzájemně jednoznačná korespondence mezi všemi
lineárnı́mi zobrazenı́mi z V doW a matice přı́slušného
typu.

V této korespondenci skládánı́ zobrazenı́ odpovı́dá
násobenı́ matic.
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Standardnı́ přı́klad
Pro lineárnı́ zobrazenı́ f : R3 → R

3 určené vztahy
f((1, 1, 1)) = (1, 2, 3), f((1, 1, 0)) = (1, 0,−1),
f((0, 1, 1)) = (1, 1, 1) dejte matici tohoto zobrazenı́ v
kanonické bázi.

εFα =







1 1 1

2 0 1

3 −1 1





 εPα =







1 1 0

1 1 1

1 0 1







εFε = εFα · αPε = εFα · (εPα)
−1

εFε =







0 1 0

1 −1 2

2 −3 4
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Pro lineárnı́ zobrazenı́ f : R3 → R
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Změna báze
Necht’ (V,+, ·) a (W,+, ·) jsou nenulové prostory
konečných dimenzı́ nad tělesem T ;

necht’ α a β jsou dvě báze prostoru V;
a γ a δ jsou dvě báze prostoruW;

necht’ βPα je matice přechodu od báze α k bázi β;
a δPγ je matice přechodu od báze γ k bázi δ;

necht’ f : V→W je lineárnı́ zobrazenı́ mezi uvedenými
prostory a γFβ je matice zobrazenı́ f v bázı́ch β a γ.

Pak matice δFα zobrazenı́ f v bázı́ch α a δ je rovna

δFα = δPγ · γFβ · βPα.
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