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Systémy lineárnı́ch rovnic a matice

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3
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A · x = b

Vše nad tělesem.
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Řešenı́ A · x = b

elementárnı́ řádkové úpravy — Gaussova eliminace

(násobenı́ konstantou; výměna; přičtenı́ násobku)

lze vidět jako násobenı́ vhodnými maticemi

množina řešenı́
jednoprvková exist. A−1

prázdná nebo nekonečná neexist. A−1

pro matici A−1 máme x = A−1b

Výpočet A−1 — souběžná úprava s jednotkovou.
Charakterizace existence A−1 ?
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Determinant — očekávánı́, plán

Obecná (korektnı́) definice |A| (pro čtvercovou matici A).

Co dál:

determinant a elementárnı́ řádkové úpravy,

věta typu: A−1 existuje ⇐⇒ |A| 6= 0,

použitı́ pro přı́mý výpočet řešenı́ soustavy,

výpočet determinantu,

determinant a součin matic (|A · B| = |A| · |B|),

dalšı́ aplikace determinantu (objem, vlastnı́ čı́sla).

Determinanty – p.4/12



Determinant — matice typu 2× 2, 3× 3

A =

(
a11 a12

a21 a22

)

|A| = a11a22 − a12a21

A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33




|A| = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32
− a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32
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Determinant — definice

Bud’ A = (aij) čtvercová matice řádu n nad tělesem R.
Determinant matice |A| je prvek z R definovaný
předpisem:

|A| =
∑

σ∈Sn

p(σ) · a1σ(1) · a2σ(2) · · · · · anσ(n).

Zde Sn je množina všech permutacı́ množiny {1, 2, . . . , n}.
p(σ) je parita permutace σ (p(σ) = ±1).
Pro počı́tánı́ s paritou platı́:

p(σ ◦ τ) = p(σ) · p(τ),

p(σ) = −1 pro transpozici σ

(transpozice — výměna dvou prvků).
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Determinant — přı́klady

|E| = 1

n = 2, n = 3

hornı́ trojúhelnı́ková matice

matice elementárnı́ch řádkových úprav

|A|=|A⊤|

nulový řádek |A| = 0

Lemma 1.
Vznikne-li matice B přehozenı́m dvou řádků čtvercové
matice A, pak |B| = −|A|.
Lemma 2.
Jsou-li některé dva řádky čtvercové matice A stejné, pak
|A| = 0.
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Determinant a elementárnı́ řádkové úpravy

Lemma 3.
Vznikne-li matice B vynásobenı́m některého řádku
čtvercové matice A konstantou c, pak |B| = c|A|.
Lemma 4. Necht’ matice A = (aij), B = (bij) a C = (cij) jsou
tři čtvercové matice řádu n, které se od sebe lišı́ pouze
prvky k-tého řádku, přičemž k-tý řádek matice A je součtem
k-tý řádků matic B a C, tj. akj = bkj + ckj pro
j ∈ {1, 2, . . . , n}. Potom |A| = |B|+ |C|.
Lemma 5.
Vznikne-li matice B z čtvercové matice A přičtenı́m
násobku některého řádku k jinému řádku, pak |B| = |A|.

Metoda výpočtu determinantu pomocı́ eřú.
Pozor: Neplatı́ |B + C| = |B|+ |C|.

Determinanty – p.8/12



Laplaceův rozvoj

Bud’ A = (aij) čtvercová matice řádu n > 1. Pro zvolené
indexy i, j označme Aij čtvercovou matici řádu n − 1, která
vznikne z A vynechánı́m i-tého řádku a j-tého sloupce. Pak
prvek

Âij = (−1)
i+j · |Aij|

nazýváme algebraický doplněk prvku aij v matici A.

Věta (Laplaceův rozvoj).
Bud’ A = (aij) čtvercová matice řádu n > 1. Pak pro
libovolný index i platı́

|A| = ai1Âi1 + ai2Âi2 + · · · + ainÂin.
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Inverze pomocı́ adjungované matice

Laplaceův rozvoj

pomocı́ sloupce — důkaz transponovánı́m,

dalšı́ metoda výpočtu determinantu.

Definujeme Â = (Âij) matici řádu n složenou z
algebraických doplňků. K nı́ transponovanou matici
A∗ = Â⊤ nazýváme adjungovanou maticı́ k matici A.

Věta. Bud’ A čtvercová matice řádu n > 1 taková, že |A| 6= 0.
Pak

A−1 = |A|−1 · A∗.

Důsledek. A−1 existuje ⇐⇒ |A| 6= 0.
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Cramerovo pravidlo

Ax = b, |A| 6= 0, tzn. x = A−1b.

Věta. Bud’ A čtvercová matice řádu n > 1 taková, že |A| 6= 0.
Pak soustava Ax = b má jediné řešenı́ x = (x1, x2, . . . , xn)

⊤,
kde

xj =
|Aj |

|A|
,

přičemž Aj je matice vzniklá z matice A nahrazenı́m jejı́ho
j-tého sloupce sloupcem b.
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Cauchyova věta

Věta.
Pro libovolné dvě čtvercové matice A a B stejného řádu
platı́

|A · B| = |A| · |B|.

Důsledky:

|A−1| = |A|−1

Množina matic majı́cı́ch determinant 1 tvořı́ vzhledem k
násobenı́ grupu.
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