
Př́ıklady matematických d̊ukaz̊u

Zkoušejte hledat řešeńı (d̊ukazy) pro následuj́ıćı př́ıklady. Řešte je pokud
možno po pořad́ı, nejprve po týdnu zveřejńım prvńı p̊ulku řešeńı, pak teprve
druhou. . .

Mnoho zdaru!

Př́ıklad 1. Co je špatného na následuj́ıćım “d̊ukaze”?
Ukážeme, že plat́ı 2 = −2: Umocněńım na druhou vzejde 22 = 4 = (−2)2,
což je platná rovnost, a proto i p̊uvodńı vztah 2 = −2 je platný.

Př́ıklad 2. Co je špatného na následuj́ıćım “d̊ukaze”?
Nechť a, b jsou celá č́ısla. Vyjdeme z předpokladu a = b a ukážeme, že
a = −b. (Tj. po dosazeńı a = b = 2 opět vyjde 2 = −2.) Umocněńım
výchoźıho předpokladu a = b źıskáme a2 = b2, neboli 0 = a2 − b2 = (a +
b)(a− b). Pak je i 0 · (a− b) = 0 = (a+ b)(a− b) a dále po zkráceńı 0 = a+ b,
tedy a = −b.

Př́ıklad 3. Dokažte indukćı podle k ≥ 0, že č́ıslo (26k − 1) je dělitelné
sedmi.

Př́ıklad 4. Každá n-prvková množina má právě 2n podmnožin (včetně
prázdné). Formálně ∣∣∣2X

∣∣∣ = 2|X| .

Př́ıklad 5. Počet všech permutaćı n-prvkové množiny je n!, pro každé
n ≥ 0.

Návod pro následuj́ıćı – metoda dvoj́ıho poč́ıtáńı:
Nechť každý př́ıpad nějakého (složeného) výběru lze dále rozlǐsit (zjemnit)
na stejný počet ` zjemněných možnost́ı. Dále nechť źıskaný zjemněný výběr
má celkem m r̊uzných možnost́ı (které jsme schopni spoč́ıtat). Potom počet
všech možnost́ı p̊uvodńıho výběru je dán pod́ılem m/`.

Př́ıklad 6. Počet všech k-prvkových variaćı z n-prvkové množiny je n!
(n−k)! ,

pro každé n ≥ k ≥ 0.
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Př́ıklad 7. Počet všech k-prvkových kombinaćı z n-prvkové množiny je(n
k

)
, pro každé n ≥ k ≥ 0.

Př́ıklad 8. Dokažte platnost následuj́ıćıho vztahu pro všechna přirozená
n ≥ 1:

n∑

i=1

(2i− 1) · 3i = (n− 1) · 3n+1 + 3

(Matematickou indukćı.)

Návod pro následuj́ıćı – Dirichlet̊uv princip:
Rozmı́st́ıme-li `+ 1 (nebo v́ıce) objekt̊u do ` přihrádek, v některé přihrádce
muśı být aspoň dva objekty.

Př́ıklad 9. Mezi čtyřmi přirozenými č́ısly vždy najdeme dvě, jejichž rozd́ıl
je dělitelný č́ıslem 3.

Př́ıklad 10. Na letńım táboře 29 dět́ı stráv́ı celkem 16 dńı a 15 noćı.
Každou noc jsou dva z táborńık̊u na hĺıdce. Dokažte, že některé z dět́ı muśı
j́ıt na hĺıdku za celý tábor aspoň dvakrát.

Př́ıklad 11. 8 kamarád̊u jelo na 9 dńı dovolené. Každý den některá
(jedna) trojice z nich šla na výlet. Dokažte, že někteř́ı dva z nich ani jednou
nebyli spolu na výletě.
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