
14. ORTOGONÁLNÍ

PROJEKCE A

PODPROSTORY

Budeme pokraèovat ve studiu euklidovských

prostorù s cílem podat kvantitativní popis vzá-

jemné polohy a�nních podprostorù v takovémto

prostoru pomocí dvou základních parametrù

{ jejich vzdálenosti a odchylky (úhlu). Na¹ím

hlavním nástrojem pøi tom budou lineární ope-

rátory kolmého prùmìtu, zvané té¾ ortogonální

projekce, vektorù do lineárních podprostorù.

V závìru kapitoly pøedvedeme aplikace rozpra-

covaných pojmù a metod.
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14.1. Ortokomplement a

ortogonální projekce

Relace ortogonality (kolmosti) má nìkolik ná-

sledujících zøejmých vlastností.

Tvrzení 1. Nech» V je vektorový prostor se

skalárním souèinem. Potom pro v¹echna x;y; z 2

V , c; d 2 R platí:

(a) x ? 0;

(b) x ? x , x = 0;

(c) x ? y , y ? x;

(d)

(

x ? y & x ? z

)

) x ? (cy + dz).
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Ortogonálním doplòkem nebo té¾ ortokomple-

mentem libovolné mno¾inyX � V ve vektoro-

vém prostoru se skalárním souèinem nazveme

mno¾inu

X

?

= fy 2 V ; (8x 2 X)(x ? y)g

v¹ech vektorù y 2 V kolmých na ka¾dý vektor

x 2 X.

Tvrzení 2. Nech» V je vektorový prostor so

skalárním souèinem. Potom pro v¹echny mno-

¾iny X;Y � V platí:

(a) ;

?

= f0g

?

= V , V

?

= f0g;

3



(b) X

?

= [X]

?

= [X

?

];

(c) X � Y ) Y

?

� X

?

;

(d) X � X

??

;

(e) X

???

= X

?

;

(f) X \X

?

= f0g, pokud 0 2 X, a X \

X

?

= ;, pokud 0 =2 X;

(g) (X [ Y )

?

= (X + Y )

?

= X

?

\ Y

?

.
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Z podmínky (b) mimo jiné plyne, ¾e X

?

je

lineární podprostor ve V pro ka¾dou podmno-

¾inu X � V .

Nech» S � V je lineární podprostor prostoru

so skalárním souèinem V a x 2 V . Øíkáme,

¾e vektor z 2 S je kolmým prùmìt nebo té¾

ortogonální projekce vektoru x do podprostoru

S, pokud x � z 2 S

?

. Tento vektor (pokud

existuje) budeme znaèit z = pr

S

(x) = x

S

.
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Vìta 3. Nech» V je vektorový prostor so

skalárním souèinem, S � V je jeho koneènì

rozmìrný lineární podprostor a x 2 V . Potom

(a) kolmý prùmìt vektoru x do podprostoru S

existuje a je jednoznaènì urèený rovností

pr

S

(x) = x

S

=

k

X

i=1

hx;u

i

iu

i

;

kde (u

1

; : : : ;u

k

) je libovolná ortonormální

báze podprostoru S;

(b) pro libovolný vektor y 2 S platí

kx� x

S

k � kx� yk

pøièem¾ rovnost nastane právì tehdy, kdy¾

y = x

S

;
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(c) pokud x 6= 0 a S 6= f0g, tak pro libovolný

vektor 0 6= y 2 S platí

kx

S

k

kxk

�

jhx;yij

kxk kyk

;

pøièem¾ rovnost nastane právì tehdy, kdy¾

vektory x

S

, y jsou lineárnì závislé.

Dùsledek 4. Nech» V je vektorový prostor

se skalárním souèinem a S; T � V jsou jeho

koneènì rozmìrné lineární podprostory. Potom

(a) S = S

??

, (S \ T )

?

= S

?

+ T

?

a V =

S � S

?

;

(b) pr

S

: V ! V je lineární operátor;
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(c) (8x 2 V )(x 2 S , pr

S

(x) = x);

(d) Impr

S

= S a Kerpr

S

= S

?

;

(e) x�x

S

je kolmý prùmìt vektoru x do pod-

prostoru S

?

.

Lineární operátor pr

S

nazýváme ortogonální pro-

jekcí na podprostor S.
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Pøedpokládejme, ¾e kolmý prùmìt vektoru x

do lineárního podprostoru S existuje. Vysvìt-

líme si, jak mù¾eme za tohoto pøedpokladu de-

�novat vzdálenost i odchylku vektoru x od ka¾-

dého z podprostorù S, S

?

.

Situace je znázornìná na následujícím obrázku.

x

x

S

x� x

S

�

S

Vektor x � x

S

je kolmý na ka¾dou pøímku

v podprostoru S, speciálnì trojúhelník tvoøený

vektory x, x

S

, x� x

S

je pravoúhlý, s pravým

úhlem pøi þkonciÿ vektoru x

S

.
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Podmínka (b) vìty 3 nás oprávòuje nazvat délku

vektoru x�x

S

vzdáleností vektoru x od pod-

prostoru S. Budeme ji znaèit

dist(x; S) = kx�x

S

k = minfkx�yk; y 2 Sg:

Vzhledem k podmínce (e) dùsledku 4 je vzdá-

lenost (anglicky distance) vektoru x od pod-

prostoru S

?

daná vztahem

dist

(

x; S

?

)

= kx

S

k:
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Podobnì, proto¾e kosinus je na intervalu h0; �i

klesající funkce, podmínka (c) vìty 3 nás opráv-

òuje nazvat výraz

^(x; S) = arccos

kx

S

k

kxk

= minf^(x;y); 0 6= y 2 Sg

odchylkou vektoru x 6= 0 od podprostoru S 6=

f0g, pøípadnì úhlem vektoru x a podprostoru

S.

Odchylka ^(x; S) je tedy jednoznaènì urèená

jako takové reálné èíslo � 2 h0; �=2i, pro které

platí

cos� =

kx

S

k

kxk

t. j. sin� =

kx� x

S

k

kxk

:
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Zøejmì opìt pùjde o neorientovaný uhel. Po-

kud x

S

6= 0, tak ^(x; S) = ^(x;x

S

); pokud

x

S

= 0, t. j. pokud x 2 S

?

, tak samozøejmì

^(x; S) = �=2.

Úhel dvou vektorù nabývá hodnoty z intervalu

h0; �i, hodnoty, které nabývá úhel vektoru a

podprostoru, jsou omezené na interval h0; �=2i.

Z podmínky vìty 3 (e), pokud S

?

6= f0g, tak

odchylka vektoru x 6= 0 od podprostoru S

?

je

daná vztahem

^

(

x; S

?

)

= arccos

kx� x

S

k

kxk

= arcsin

kx

S

k

kxk

:

12



Z èásti (a) vìty 3 máme pøímý návod, jak najít

kolmý prùmìt vektoru x do koneènì rozmìr-

ného podprostoru S � V , a tím i vzdálenosti

dist(x; S), dist

(

x; S

?

)

a odchylky ^(x; S),

^

(

x; S

?

)

.

Tvrzení 5. Nech» V je vektorový prostor

so skalárním souèinem, S je jeho koneènì roz-

mìrný lineární podprostor s bazí � = (u

1

; : : : ;u

k

)

a x 2 V . Potom pro c = (c

1

; : : : ; c

k

)

T

2 R

k

platí x

S

= c

1

u

1

+ : : :+c

k

u

k

právì tehdy, kdy¾

c je øe¹ením soustavy lineárních rovnic

G(�) � c = hx; �i

T

;

kde hx; �i oznaèuje øádkový vektor

(

hx;u

1

i; : : : ; hx;u

k

i

)

2 R

k

.
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Roz¹íøená matice

(

G(�) j hx; �i

T

)

uvedené sou-

stavy je Gramovou maticíG(u

1

; : : : ;u

k

;x) øádu

k + 1, ze které jsme vynechali poslední øádek.

Je-li � ortonormální báze, tak G(�) = I

k

, t. j.

pøíslu¹ná soustava je u¾ ve vyøe¹eném tvaru

c = hx; �i

T

, t.j. ve shodì s podmínkou (a)

vìty 3.

Toti¾

pr

S

(x) = x

S

= hx; �i

T

� � = c � �:
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Pøíklad 6. V R

4

se standardním skalár-

ním souèinem je daný vektor x = (1; 1; 1; 1)

T

a rovina S = [u;v], kde u = (0;�1; 0; 1)

T

,

v = (1;�2; 1;�3)

T

.

Najdeme kolmý prùmìt vektoru x do roviny S

a vypoèítáme vzdálenost dist(x; S) a odchylku

^(x; S).

Kolmý prùmìt budeme hledat ve tvaru x

S

=

cu + dv, kde (c; d)

T

2 R

2

vyhovuje soustavì

s roz¹írenou maticí

0

@

hu;ui hv;ui

hu;vi hv;vi

�

�

�

�

�

�

hx;ui

hx;vi

1

A

=

0

@

2 �1

�1 15

�

�

�

�

�

�

0

�3

1

A

:
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Jejím øe¹ením dostaneme c = �3=29, d =

�6=29, tedy kolmý prùmìt vektoru x do ro-

viny [u;v] je

x

S

= (u;v) �

0

@

c

d

1

A

=

0

B

B

B

B

B

@

0 1

�1 �2

0 1

1 �3

1

C

C

C

C

C

A

�

0

@

�3=29

�6=29

1

A

=

3

29

0

B

B

B

B

B

@

�2

5

�2

5

1

C

C

C

C

C

A

:

Pro vzdálenost x od S potom dostáváme

dist(x; S) = kx�x

S

k =
















7

29

(5; 2; 5; 2)

T
















=

7

29

p

58:
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Pro odchylku x od S dostaneme

sin^(x; S) =

kx� x

S

k

kxk

=

7

2�29

p

58 =

7

p

58

:

S pou¾itím kalkulaèky èi tabulek mù¾eme zjis-

tit, ¾e

^(x; S) = arcsin

7

p

58

� 1; 1659 rad � 66

�

48

0

5

00

:
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Pøíklad 7. Nech» A 2 R

m�n

, pøièem¾

m � n a h(A) = n, t. j. sloupce matice A

jsou lineárnì nezávislé vektory v euklidovském

prostoru R

m

se standardním skalárním souèi-

nem.

Oznaème S � R

m

lineární podprostor gene-

rovaný sloupci matice A. Potom ortogonální

projekce na podprostor S je lineární operátor

pr

S

: R

m

! R

m

.

Najdìme jeho matici B =

(

pr

S

)

";"

2 R

m�m

vzhle-

dem ke kanonické ortonormální bázi " prostoru

R

m

.

Pokud ztoto¾níme matici A s uspoøádanou n-

ticí jejich sloupcù, tak A je bazí S.
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Podle tvrzení 5 obraz y = pr

S

(x) vektoru x 2

R

m

dostaneme ve tvaru

y = A � c;

kde c 2 R

n

je jediné øe¹ení soustavy

G(A) � c = hx;Ai

T

:

Z nezávislosti sloupcù maticeA víme, ¾eG(A) =

A

T

�A je regulární matice.

Dále platí hx;Ai = x

T

� A, tedy hx;Ai

T

=

A

T

� x.

19



Po dosazení

c = G(A)

�1

� hx;Ai

T

=

(

A

T

�A

)

�1

�A

T

� x;

y = A � c = A �

(

A

T

�A

)

�1

�A

T

� x:

Tedy hledaná matice ortogonální projekce pr

S

je

B =

(

pr

S

)

";"

= A �

(

A

T

�A

)

�1

�A

T

:
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14.2. Vzdálenost dvou a�nních

podprostorù

Nech» V je vektorový prostor se skalárním sou-

èinem a X, Y jsou jeho dvì neprázdné pod-

mno¾iny. Vzdáleností mno¾in X, Y v V nazý-

váme èíslo

dist(X;Y ) = inffkx� yk ; x 2 X & y 2 Y g:

Lemma 8. Nech» V je vektorový prostor

se skalárním souèinem a M , N jsou jeho a�nní

podprostory. Potom pro libovolné body p 2

M , q 2M platí:

dist(M;N) = dist(p� q; DirM +DirN):
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Øíkáme, ¾e body p 2 M , q 2 N tvoøí pøíèku

a�nních podprostorù M , N , pokud

dist(M;N) = kp� qk;

t. j. pokud se vzdálenost podprostorù M , N

realizuje jako délka vektoru p� q.
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Tvrzení 9. Nech» M , N jsou koneènì roz-

mìrné a�nní podprostory vektorového prostoru

se skalárním souèinem V . Potom

(a) body p 2 M , q 2 N tvoøí pøíèku podpro-

storù M , N právì tehdy, kdy¾ p � q 2

(DirM +DirN)

?

;

(b) pro libovolné body p 2 M , q 2 N a vek-

tory u 2 DirM , v 2 DirN platí: body

p + u, q + v tvoøí pøíèku podprostorù M ,

N právì tehdy, kdy¾ vektor v � u je kol-

mým prùmìtem vektoru p�q do lineárního

podprostoru DirM +DirN ;

(c) existují body p 2M , q 2 N tvoøící pøíèku

podprostorù M , N .
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Dùsledek 10. Pro koneènì rozmìrné a�nní

podprostory M; N � V vektorového prostoru

se skalárním souèinem platí dist(M;N) = 0

právì tehdy, kdy¾ M \N 6= ;.

Pøímý návod jak najít pøíèku a vzdálenost

libovolných koneènì rozmìrných a�nních

podprostorù

Jsou-li M = p + [u

1

; : : : ;u

m

], N = q +

[v

1

; : : : ;v

n

] zadané parametricky, staèí najít

jedno øe¹ení c = (c

1

; : : : ; c

m

; c

m+1

; : : : ; c

m+n

)

T

2

R

m+n

soustavy

G(
) � c = hp� q; 
i

T

;

kde 
 = (u

1

; : : : ;u

m

;v

1

; : : : ;v

n

), a polo¾it

u = c

1

u

1

+: : : c

m

u

m

; v = c

m+1

v

1

+: : :+c

m+n

v

n

:

24



Potom vektorw = u+v = 
 �c je kolmým prù-

mìtem vektoru p�q do lineárního podprostoru

DirM + DirN = [u

1

; : : :u

m

;v

1

; : : : ;v

n

] a

pøíèka podprostorù M , N je tvoøená body p�

u, q + v. V dùsledku toho

dist(M;N) = k(p� u)� (q + v)k

= kp� q�wk :
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Odchylka dvou a�nních

podprostorù

Odchylku neboli úhel dvou netriviálních ko-

neènì rozmìrných a�nních podprostorù ve vek-

torovém prostoru so skalárním souèinem V zna-

èíme ^(M;N) a de�nujeme ji jako odchylku

^(DirM; DirN) jejich zamìøení.

Odchylku neboli úhel ^(S; T ) dvou netriviál-

ních koneènì rozmìrných lineárních podpro-

storù S; T � V de�nujeme následovnì:

Pro S � T nebo T � S polo¾íme

^(S; T ) = 0:

Pokud S \ T = f0g, klademe

^(S; T ) = inff^(x;y); 0 6= x 2 S & 0 6= y 2 Tg:
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Pokud bychom takovýmto zpùsobem de�novali

odchylku ^(S; T ), i kdy¾ S \ T 6= f0g, libo-

volný spoleèný nenulový vektor x 2 S\T by se

postaral o to, aby platilo ^(S; T ) = ^(x;x) =

0, co¾ nevypadá pøíli¹ rozumnì. Tedy pro S \

T 6= f0g, S 6� T , T 6� S, polo¾íme

S

1

= S \ (S \T )

?

; T

1

= T \ (S \T )

?

:

Zøejmì S

1

; T

1

� V jsou netrivální lineární

podprostory a S

1

\ T

1

= f0g (za pøedpokladu

S \ T = f0g dokonce platí S

1

= S, T

1

= T ).

Proto mù¾eme koneènì de�novat

^(S; T ) = ^(S

1

; T

1

):
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Takto de�novaný úhel podprostorù S, T je

èíslo z intervalu h0; �=2i a platí pro nìj ^(S; T ) =

^(T; S), tedy je to neorientovaný úhel.

Tvrzení 11. Nech» V je vektorový prostor

so skalárním souèinem a S, T jsou jeho ko-

neènì rozmìrné lineární podprostory, pøièem¾

S 6� T ani T 6� S. Potom

^(S; T ) = inff^(x; T ); 0 6= x 2 S\(S\T )

?

g:
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Odchylka pøímky [x], kde x 6= 0, a koneènì

rozmìrného lineárního podprostoru S 6= f0g

je daná vztahem

^

(

[x]; S

)

= ^(x; S)

= arccos

kx

S

k

kxk

=

8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

^(x;x

S

);

pokud x

S

6= 0,

t. j. x =2 S

?

,

�=2;

pokud x

S

= 0,

t. j. x 2 S

?

.
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Ka¾dý (n� 1)-rozmìrný lineární podprostor S

v n-rozmìrném euklidovském prostoru V má

tvar S = [a]

?

pro vhodný nenulový vektor a 2

V .

Ka¾dá nadrovina N � V se zamìøením S má

tvar N = p + [a]

?

pro nìjaké p 2 N .

Vektor a se nazývá normála neboli normálový

vektor nadroviny N . Normála nadroviny je ur-

èená jednoznaènì a¾ na skalární násobek.

V euklidovském prostoru R

n

se standardním

skalárním souèinem vystupuje normálový vek-

tor dané nadroviny pøímo v její (obecné) rov-

nici. Pokud je toti¾ nadrovina M daná rovnicí

a

1

x

1

+ : : : + a

n

x

n

= b;

tak a = (a

1

; : : : ; a

n

)

T

6= 0 je její normála

a uvedenou rovnici mù¾eme zapsat ve tvaru

hx; ai = b.

30



Tvrzení 12. Nech» S je netriviální, vlastní

lineární podprostor euklidovského prostoru V a

0 6= a 2 V . Potom

^

(

[a]

?

; S

)

=

�

2

� ^(a; S) = ^

(

a; S

?

)

:

Dùsledek 13. Nech»M ,N jsou dvì nadro-

viny v euklidovském prostoru V s normálami a,

resp. b. Potom

^(M;N) = ^(a; [b]) = minf^(a;b); ^(a;�b)g:
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