14. ORTOGONALNI
PROJEKCE A
PODPROSTORY

Budeme pokraCovat ve studiu euklidovskych
prostor@ s cilem podat kvantitativni popis vza-
jemné polohy afinnich podprostor( v takovémto
prostoru pomoci dvou zakladnich parametr(
— jejich vzdadlenosti a odchylky (thlu). Nasim
hlavnim nastrojem pri tom budou linearni ope-
ratory kolméeho primetu, zvané téz ortogonalni
projekce, vektord do linearnich podprostora.

V zaveéru kapitoly predvedeme aplikace rozpra-
covanych pojm@ a metod.



14.1. Ortokomplement a
ortogonalni projekce

Relace ortogonality (kolmosti) ma nékolik na-
sledujicich zrejmych vlastnosti.

Tvrzeni 1. Necht V je vektorovy prostor se
skalarnim soucCinem. Potom pro vSechna X,y,Z €

V., ec,d e R platr:
(a) x L O;

(b)xlx & x=0;
c)xly & y L x;

(d) (xLly&xlz) = x1(cy+dz).
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Ortogonalnim doplnkem nebo téz ortokomple-
mentem libovolné mnoziny X C V ve vektoro-
vém prostoru se skalarnim soucinem nazveme

mnozinu

={yeV;(Vxe X)xLy);
vsech vektor@ y € V kolmych na kazdy vektor
x € X.

Tvrzeni 2. Necht V je vektorovy prostor so
skalarnim soucCinem. Potom pro vSechny mno-

ziny X, Y C V plati:

(@) 0+ ={0} L =v, vLi={0}



(b) X+ =[X]*t =[x1);

(c) XCY = YicCxi;

(d) X C X1+,

(e) X+1Ll = x1L.

() X N X+ ={0}, pokud 0 € X, a Xn
X+ =0, pokud 0¢ X;

(@) (XUY)t=(X+Y)l=XtnYyt
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Z podminky (b) mimo jiné plyne, 2e X~ je
linedarni podprostor ve V pro kazZdou podmno-
Zinu X C V.

Necht S C V je linearni podprostor prostoru
so skalarnim soucCinem V a x € V. Rikame,
ze vektor z € S je kolmym primét nebo téz
ortogonalni projekce vektoru X do podprostoru
S, pokud X —z € SL. Tento vektor (pokud
existuje) budeme znacit z = prg(x) = xg.



Véta 3. Necht V je vektorovy prostor so
skalarnim soucinem, S C V je jeho kone&né
rozmérny linedarni podprostor a X € V. Potom

(a) kolmy prémét vektoru X do podprostoru S

existuje a je jednoznacné urceny rovnosti

k
DI’5<X> = X5 = Z <X7 ui>ui7
i=1
kde (uy, ..., uy) je libovolna ortonormdini

baze podprostoru S’

(b) pro libovolny vektor y € S plati

[x —xg| < [[lx -yl

.

pricemz rovnost nastane prave tehdy, kdyz
y = Xg,



(c) pokud x # 0 a S # {0}, tak pro libovolny
vektor 0 #£y € S plati

Ixsll S 1 ¥)1
Il [l

pricemz rovnost nastane praveé tehdy, kdyz
vektory Xg, ¥y jsou linearné zavisle.

Dusledek 4. Necht V je vektorovy prostor
se skalarnim soucinem a S, T" C V jsou jeho
koneCné rozmeéerneé linearni podprostory. Potom

(a) S=58t+ (SnT)t=8t+T17+ a V=
S @St

(b) prg : V. — V je linedrni operator;



(c) (VxeV)xeS & prg(x)=x);

(d) Imprg = S a Kerprg = S+,

(e) X —Xg je kolmy prémét vektoru X do pod-
S 1
prostoru S—.

Linearni operator Prg nazyvame ortogonalni pro-
jekci na podprostor S.



Predpokladejme, ze kolmy prdmet vektoru X
do linearniho podprostoru S existuje. Vysvét-
lime si, jJak mfzeme za tohoto predpokladu de-
finovat vzdalenost i odchylku vektoru X od kaz-
dého z podprostortt S, S+

Situace je znazornéna na nasledujicim obrazku.

/]

Vektor X — Xg je kolmy na kazdou primku
v podprostoru S, specialné trojuhelnik tvoreny
vektory X, Xg, X — X g je pravouhly, s pravym
thlem pri , konci vektoru Xg.



Podminka (b) véty 3 nas opravhuje nazvat délku
vektoru X — X g vzdalenosti vektoru X od pod-

prostoru S. Budeme ji znacit

dist(x, 5) = [[x—xg|| = min{[|x—y|; y € 5}.

Vzhledem k podmince (e) d@sledku 4 je vzda-
lenost (anglicky distance) vektoru X od pod-

prostoru S1 dana vztahem

dist(x, S1) = [xs].
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Podobng&, protoze kosinus je na intervalu (0, 7)
klesajici funkce, podminka (c) véty 3 nds oprav-

nuje nazvat vyraz

<(x, S) = arccos Ixsl = min{<(X,y);0 #y € S}

odchylkou vektoru x # 0 od podprostoru S #
{0}, pfipadné& dhlem vektoru X a podprostoru

S.

Odchylka <(x,.S) je tedy jednoznatné& uréena
jako takové realné Cislo a € (0, w/2), pro které

plati
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Zrejmeé opet pajde o neorientovany uhel. Po-
kud xg # 0, tak <(x,S) = <(x,Xg); pokud
xg = 0, t.j. pokud x € ST, tak samozrejms
1(x,S) =mn/2.

Uhel dvou vektor@ nabyva hodnoty z intervalu
(0, 7), hodnoty, které nabyva hel vektoru a
podprostoru, jsou omezené na interval (0, 7/2).
Z podminky véty 3 (e), pokud Sl # {0}, tak
odchylka vektoru X 7& 0 od podprostoru Sl je

dana vztahem

<(x, ST) = arccos = arcsin
1| 1|
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Z Casti (a) véty 3 mame prfimy navod, jak najit
kolmy prémeét vektoru X do konecné rozmeér-

ného podprostoru S C V', a tim i vzdalenosti
dist(x, ), dist(x,ST) a odchylky <(x,S),

<(x, 81).

Tvrzeni 5. Necht V je vektorovy prostor
so skalarnim soucinem, S je jeho kone&né roz-
mé&rny linedrni podprostor s bazi a = (ug, ..., Uy)
ax € V. Potom pro ¢ = (cf,...,c;)! € RF
plati Xg = cjuy +...+cpug prave tehdy, kdyz

C je reSenim soustavy linearnich rovnic

G(a)-c= (x,a)7T,

kde (X, ) oznaCuje Fadkovy vektor

((x,u1),...,(x,u;)) € R¥.
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Rozsirena matice (G(a) | (x, a)T) uvedené sou-
stavy je Gramovou matici G(uy, ..., ug, X) Fadu
k + 1, ze které jsme vynechali posledni Fadek.

Je-li a ortonormalni baze, tak G(a) = I, t.].
prislusna soustava je uz ve vyreseném tvaru
c = (x,a)T, tj. ve shodé s podminkou (a)
vety 3.

Totiz

prg(x) =xg = (x,a)T -a=c-a.
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Priklad 6. Vv R? se standardnim skalar-
nim soucinem je dany vektor x = (1,1,1,1)%
a rovina S = [u,v], kde u = (0,—1,0,1)T,
v=_(1,-2,1,-3)"

Najdeme kolmy pr@mét vektoru X do roviny S
a vypoc&itame vzdalenost dist(x, .S) a odchylku
<(x, .S).

Kolmy prmeét budeme hledat ve tvaru Xg =
cu + dv, kde (c, d)T c R? vyhovuje soustavé

S rozSirenou matici
(u,u) (v,u)
(u,v) (v,Vv)

2
—1 15

(X, ) ) _
(X, V)
0
-3 |

15



Jejim FeSenim dostaneme ¢ = —3/29, d =
—6/29, tedy kolmy prémét vektoru X do ro-

viny [u, v] je

(0 1)
c —1 =2 —3/29
ts <“’V)'<d): 0 1 '(—6/29)
\ 1 -3y
[(—2)
_ 3] 9
=21 21
\ 9 )

Pro vzdalenost X od S potom dostavame

7
dist(x, S) = [x—xg]| = H%(5,2,5, z)TH )
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Pro odchylku X od S dostaneme

. |x — xg]| 7 7
a(x,S) = - /es= -
sin<(x, §) =T = 0 NG

S pouzitim kalkulaCky Ci tabulek mézeme zjis-
tit, ze

<(x, S) = arcsin ~ 1,1659 rad ~ 66° 48’ 5".

0.0
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Priklad 7. Necht A € R™X™ pricemz
m > n a h(A) = n, t.j. sloupce matice A
jsou linearné nezavislé vektory v euklidovském
prostoru R se standardnim skalarnim soudi-
nem.

Oznacme S C R™ linearni podprostor gene-
rovany sloupci matice A. Potom ortogonalni
projekce na podprostor S je linearni operator

prg : R™ — R™.

Najdéme jeho matici B = (prg). . € R™*"™ vzhle-
dem ke kanonické ortonormalni bazi € prostoru

R,

Pokud ztotoznime matici A s usporadanou n-
tici jejich sloupcet, tak A je bazi S.
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Podle tvrzeni 5 obraz y = prg(x) vektoru X €
R dostaneme ve tvaru

y:A°C7

kde ¢ € R" je jediné FeSeni soustavy

G(A)-c=(x,A).

Z nezdvislosti sloupcti matice A vime, ze G(A) =
Al A je regularni matice.

Dale plati (x, A) = x! - A, tedy (x, A} =

Al . x
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Po dosazeni

GA) L (x, A)T = (AT . A)71. AT .,
A-c=A (AT . A1 AT x

C
Yy
Tedy hledana matice ortogonalni projekce Prg
je

B = <prS>s,s =A- <AT ' A)_l AL
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14.2. VVzdalenost dvou afinnich
podprostoru

Necht V' je vektorovy prostor se skalarnim sou-
Cinem a X, Y jsou jeho dvé& neprdazdné pod-
mnoziny. Vzdalenosti mnozin X, Y v V nazy-

vame Cislo
dist(X,Y)=inf{|lx—y|; xe X &y e Y}

Lemma 8. Necht V je vektorovy prostor
se skalarnim souc¢inem a M, IN jsou jeho afinni
podprostory. Potom pro libovolné body p &
M, q € M plati:

dist(M, N) = dist(p — q, DirM + DirN).
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Rikame, ze body p € M, q € N tvofi pricku

afinnich podprostord M, N, pokud

dISt(M7 N) — Hp T q||7

t.j. pokud se vzddalenost podprostord M, N
realizuje jako délka vektoru p — Q.
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Tvrzeni 9. Necht M, N jsou kone&né roz-
meérné afinni podprostory vektoroveho prostoru
se skalarnim soucinem V. Potom

(a) body p € M, q € N tvori pficku podpro-
stord M, N pravé tehdy, kdyz p — q €
(DirM + DirN)*;

(b) pro libovolné body p € M, q € N a vek-
tory u € DirM, v € DirN plati: body
p + u, q + v tvori pficku podprostort M,
N pravé tehdy, kdyz vektor v — u je kol-
mym préimétem vektoru p—q do linearniho
podprostoru DirM + DirN:

(c) existuji body p € M, q € N tvorici pficku
podprostort M, N.
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Dusledek 10. Pro kone¢né rozmérné afinni
podprostory M, N C V vektorového prostoru
se skalarnim soucinem plati dist(M, N) = 0
pravé tehdy, kdyz M NN # 0.

Primy navod jak najit priCku a vzdalenost

libovolnych koneCné rozmérnych afinnich
podprostorut

Jsou-i M = p + [ug,...,unl, N = q+
[Vl, . ,Vn] zadané parametricky, staci najit
jedno reSeni Cc = (cl, ey Cmy Ct1y - - - ,cm+n)T -
R™MT™ soustavy
T
G(y)-c={Pp—q7)",

kde v = (uy,...,Um, Vy,--.,Vn), a polozit

u=ciuj+...cmUm, V=Cpt1ViT...TCm+nVn-
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Potom vektor w = u+Vv = ~y-C je kolmym prd-
meéetem vektoru p—q do linearniho podprostoru
DirM + DirN = [uj,...um,V{,...,Vn] a
priCka podprostor&t M, N je tvorena body p —
u, q + Vv. V d@sledku toho

dist(M,N) = ||(p—u) —(q+ V)|

Ip—q—wl.
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Odchylka dvou afinnich

podprostort
Odchylku neboli ahel dvou netrivialnich ko-
necné rozmérnych afinnich podprostort ve vek-
torovém prostoru so skaldarnim soucinem V' zna-

cime (M, N) a definujeme ji jako odchylku
<(DirM, DirN) jejich zaméreni.

Odchylku neboli dhel <(S,T) dvou netrivial-
nich konecné rozmeérnych linearnich podpro-

stord S, T' C V definujeme nasledovné:

Pro S C T nebo T C S polozime
<(S,T) = 0.
Pokud SNT = {0}, klademe

(S, T)=inf{<(x,y); 0 £x € S&0#y €T}
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Pokud bychom takovymto zp@sobem definovali
odchylku <(S,T), i kdyz SNT # {0}, libo-
volny spole¢ny nenulovy vektor X € SNT" by se
postaral o to, aby platilo <(S,T) = <(x,X) =
0, coZ nevypada pfilis rozumné. Tedy pro S N

T #{0}, SCT, T LS, polozime

S =SN(SNT)*, T, =TN(SNT)*.

Zrejmé S1, 177 C V' jsou netrivalni linearni
podprostory a S N1} = {0} (za predpokladu
SNT = {0} dokonce plati S1 =5, 171 =1T).

Proto m@zeme konecCné definovat

<Z<S, T) = <Z(Sl, Tl)-
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Takto definovany 0hel podprostoré .5, je
Cislo z intervalu (0, 7 /2) a plati pro né&j ( T) =
(T, S), tedy je to neorientovany uhel.

Tvrzeni 11. Necht V je vektorovy prostor
so skalarnim soucinem a S, T jsou jeho ko-

neCné rozmerné linearni podprostory, pricemz

SZT aniT £ S. Potom

(8, T) = inf{<t(x,T); 0 £ x € SN(SNT)*}.
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Odchylka pfimky x|, kde X # 0, a konen&
rozmérného linearninho podprostoru S # {0}

je dana vztahem

<([x], S) = <(x, 5)
U(x,xg), S_C;El;d;gf 0

[1Xs]
1|

— alI'CCOS — {

pokud Xg — 0,
t.j. x e S+,

/2,

\
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Kazdy (n — 1)-rozmérny linearni podprostor S
v n-rozmérném euklidovském prostoru V' ma
tvar S = [a] pro vhodny nenulovy vektor a €

Kazda nadrovina N C V se zamé&renim S ma
tvar N = p + [a]© pro n&jaké p € N.

Vektor a se nazyva normala neboli normalovy
vektor nadroviny IN. Normala nadroviny je ur-
cena jednoznacCné az na skalarni nasobek.

V euklidovském prostoru R"™ se standardnim
skalarnim soucCinem vystupuje normalovy vek-
tor dané nadroviny prfimo v jeji (obecné) rov-

nici. Pokud je totiZz nadrovina M dana rovnici

ajxy +...+anxn =0,

tak a = (ag,...,an)l # 0 je jeji normala
a uvedenou rovnici mlzeme zapsat ve tvaru

(x,a) = b.
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Tvrzeni 12. Necht S je netrividlni, viastni
linedrni podprostor euklidovského prostoru V a

0+#acV.Potom

<(alt8) =5 — <(a,9) = <(a, 51

DuUsledek 13. Necht M, N jsou dvé nadro-
viny v euklidovském prostoru V' s normdlami a,

resp. b. Potom

(M, N) = <«(a, [b]) = min{«(a, b), <(a, —b)}.
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