11. Euklidovske vektorove prostory

Jan Paseka

Masarykova Univerzita Brno

11. Euklidovské prostory — p.1/38



Abstrakt prednasky |

Pri nasich dosavadnich tvahach o vektorovych
prostorech jsme pomoci operaci s€¢itani vektoru
a nasobeni Cisla s vektorem vysetrovali pojmy
jako byla linearni zavislost a nezavislost vektoru,
generovatelnost, souradnice vektoru, atd.

Prozatim jsme vSak nemeli moznost ve
vektorovych prostorech ,merit*, tzn. zjistovat a
porovnavat délky vektoru, resp. odchylky (tj.
velikosti Ghlt), coz jsou pojmy, které hraji
podstatnou roli napr. v geometrii.
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Abstrakt prednasky |1

Definice délky vektorl, resp. odchylky jsou
zalozeny na pojmu skalarniho soucinu, ktery
nyni zavedeme.

Omezime se pritom vsak pouze na vektorove
prostory nad telesem realnych cCisel.

VSude v dalSim v této kapitole budeme
vektorovym prostorem rozumet realny vektorovy
prostor, tj. (konecnedimenzionalni) vektorovy
prostor nad telesem R realnych Cisel.
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Euklidovske prostory |

11.1 Skalarni soucin
Necht V' je vektorovy prostor (nad R) a necht

kazdé dvojici vektortl u, v € V je pfifazeno realné
Cislo u - v tak, ze pro libovolné u,v,.w e V,r € R
plati:

1. u-v=v-u,

2. (u+v) - w=(u-w)+(v-w),

3. (r-u)-v=r-(u-v),

4. je-liu+# o, paku-u > 0.

Cislo u - v se nazyva skalarni soucin vektor
u,v.
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Euklidovske prostory ||

Vektorovy prostor, v nemz je definovan skalarni
soucin, se nazyva euklidovsky vektorovy prostor
nebo kratce euklidovsky prostor.

11. Euklidovské prostory — p.6/38



Euklidovske prostory ||

Vektorovy prostor, v nemz je definovan skalarni
soucin, se nazyva euklidovsky vektorovy prostor
nebo kratce euklidovsky prostor.

Z definice plyne, ze euklidovsky prostor je
vlastné usporadana dvojice (V,-) sestavajici
z vektoroveho prostoru V' a ze skalarniho
soucinu - definovaného ve V. Z duvodu
strucnosti vSak budeme obvykle rikat pouze
~euklidovsky prostor V*.
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Euklidovske prostory ||

Kazdy podprostor vektoroveho prostoru V. nad T
je sam vektorovym prostorem nad 7°. Je-li
specielne V' euklidovskym prostorem, tzn. je
realny s definovanym skalarnim soucinem, pak
zfejme axiomy skalarniho soucinu budou jisté
splnény i v jeho libovolném (vektorovém)
podprostoru.

To znamena, ze kazdy (vektorovy) podprostor
euklidovského prostoru V' je sam euklidovskym
prostorem. Budeme jej strucne nazyvat
podprostor euklidovského prostoru.
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Euklidovske prostory ||

Kazdy podprostor vektoroveho prostoru V. nad T
je sam vektorovym prostorem nad 7°. Je-li
specielne V' euklidovskym prostorem, tzn. je
realny s definovanym skalarnim soucinem, pak
zfejme axiomy skalarniho soucinu budou jisté
splnény i v jeho libovolném (vektorovém)
podprostoru.

To znamena, ze kazdy (vektorovy) podprostor
euklidovského prostoru V' je sam euklidovskym
prostorem. Budeme jej strucne nazyvat
podprostor euklidovského prostoru.
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Euklidovske prostory |V

Predchozi definice nic nerika o tom, zda

v libovolném vektorovéem prostoru (nad R) Ize
definovat skalarni soucin, resp. kolika zpusoby.
Odpovéd na tyto otazky nam da nasleduijici
priklad a veta.
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Euklidovske prostory |V

Predchozi definice nic nefika o tom, zda

v libovolném vektorovéem prostoru (nad R) Ize
definovat skalarni soucin, resp. kolika zpUsoby.
Odpovéd na tyto otazky nam da nasledujici
priklad a veta.

Priklad 11.1.1 Necht V = R? a necht’
u = (ug,us), v=(v1,v9) € R%
Polozime-li

UV = uiv; + ugvsy,
Jsou zrejme splneny axiomy skalarniho soucinu a
R? s timto skalarnim soucinem je euklidovskym
orostorem.
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Euklidovske prostory |V

Predchozi definice nic nefika o tom, zda
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Priklad 11.1.1 Necht V = R? a necht’
u = (ug,us), v=(v1,v9) € R%
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UV = uiv; + ugvsy,
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orostorem.
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Euklidovske prostory V

Polozime-li

u-v = 4duivy + 2u1v9 + 2usv1 + 3usvs,
pak jsou opet spinény axiomy skalarniho
soucinu, tzn. R? s timto skalarnim soucinem je
euklidovskym prostorem.
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Euklidovske prostory V

Polozime-li

u-v = 4duivy + 2u1v9 + 2usv1 + 3usvs,
pak jsou opet spinény axiomy skalarniho
soucinu, tzn. R? s timto skalarnim soucinem je
euklidovskym prostorem.

Je videt, ze | kdyz se v obou pripadech jedna
0 tentyz vektorovy prostor R?, jsou definované
skalarni souciny rizné, a tedy rtizné jsou pak i
pomoci nich ziskané euklidovské prostory.
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Euklidovske prostory VI

Priklad 11.1.2 Necht V' = R, |z] a necht
f = f(x),g = g(x) € R,[z| jsou libovolné vektory
— polynomy. Polozime-li

f-g= [ f(z)-g(x)dx,
pak rozepsanim (uzitim zakladnich vet
0 Integrovani znamych z analyzy) se oveéri
platnost axiomu skalarniho soucinu.
Tedy R, |x| s timto skalarnim soucCinem je
euklidovsky prostor.
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Euklidovske prostory V|

Véeta 11.1.3 V kazdéem realném vektorovém
prostoru V' Ize definovat skalarni soucin.
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Euklidovske prostory V|

Véta 11.1.3 V kazdém realném vektorovém
prostoru V' Ize definovat skalarni soucin.

MUzZeme tedy prohlasit, Ze z kazdého realného
vektoroveho prostoru Ize utvorit euklidovsky
prostor, obecné vSak nikoliv jedinym zptsobem.
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Euklidovske prostory VI

Veta 11.1.4 Necht' V je euklidovsky vektorovy
prostor. Pak plati:

l.u-(v+w)=(u-v)+ (u-w),

2. u-(r-v)=r-(u-v),

3. (Zpi-ui) - (ZTj'Vj) =) 2 pbirj - (Wi - vj),
| j=1 i=1j=1

4, o-u=u-o0 =0,

S. uru=0%& u=o

prou,v,w,u;,v; €V, r,p;,r; € R libovolna.
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Euklidovske prostory | X

Definice 11.1.5 Necht' V' je euklidovsky prostor,
u € V. Pak nezaporné realné cCislo:

Jul = va-u

se nazyva délka nebo téz velikost vektoru u.
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Euklidovske prostory | X

Definice 11.1.5 Necht' V' je euklidovsky prostor,
u € V. Pak nezaporné realné cCislo:

Jul = va-u

se nazyva délka nebo téz velikost vektoru u.

Je-li ||u]|| = 1, pak fikame, Ze vektor u je
normovany.
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Euklidovske prostory X

Veta 11.1.6 (Schwarzova nerovnost) Necht' V
je euklidovsky prostor, u, v € V libovolné. Pak

plati:

(1) u-v| <fufl-|v],

tzn. absolutni hodnota skalarniho soucCinu dvou
vektoru je mensi nebo rovna soucinu velikosti

téchto vektord.
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Euklidovske prostory X

Veta 11.1.6 (Schwarzova nerovnost) Necht V
je euklidovsky prostor, u, v € V libovolné. Pak
plati:

(1) u-v| < ffufl- v,

tzn. absolutni hodnota skalarniho soucinu dvou
vektort je mensi nebo rovna soucinu velikosti
téchto vektoru.

Ve Schwarzove nerovnosti (1) nastane rovnost,
prave kdyz vektory u, v jsou linearne zavisleé.
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Euklidovske prostory XI

Schwarzovu nerovnost (1) casto zapisujeme
v ekvivalentnim tvaru:

2 %
(u-v)* < f[ul]” [|v "

11. Euklidovské prostory — p.15/38



Euklidovske prostory XI

Schwarzovu nerovnost (1) casto zapisujeme
v ekvivalentnim tvaru:

2 2
(u-v)* < f[ul]” [|v "

Poznamenejme jeste, Ze pro nerovnost (1) se

v literature pouziva téz pojmenovani ,Cauchyova
nerovnost®, resp. ,Cauchy-Bunjakovského
nerovnost®, event. ,Cauchy-Schwarzova
nerovnost".
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Euklidovske prostory Xl |

Veta 11.1.7 Necht' V' je euklidovsky prostor,
u,v eV, r eR. Pak plati:

u|l > 0, pficemz |[u|| = 0, pravé kdyz u = o,

roull = |r|-

1
2
3. Jlutv] < ul+]lv].
A

. je-liu # o, pak = Tal - u Je hormovany vektor.
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Euklidovske prostory Xl |

Veta 11.1.7 Necht' V' je euklidovsky prostor,
u,v eV, r eR. Pak plati:

ul|| > 0, pricemz ||ul|| = 0, pravé kdyZz u = o,

roull = |r|-

1.
2
3. Jlutv] < ul+]lv].
4

je-liu # o, pak = Tal - u Je hormovany vektor.

Nerovnost uvedena ve 3. Casti vety se obvykle
nazyva ,trojuhelnikova nerovnost".
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Euklidovske prostory Xl 11

Pouzijeme-li obratu provedeného ve 4. casti vety
(tzn. vektor u nasobime cCislem I H) pak rikame,

Ze |[sme vektor u ,normovali“.
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Euklidovske prostory Xl 11

Pouzijeme-li obratu provedeného ve 4. casti vety
(tzn. vektor u nasobime ¢&islem m), pak fikame,

Ze |sme vektor u ,normovali“.

Definice 11.1.8 Necht u, v jsou nenulové
vektory z euklidovského prostoru V. Pak realné
cislo ¢ splnujici vztahy:

u-v

(2)  cosp= A 0<p<m
- flv]]

se nazyva odchylka vektort u, v.

11. Euklidovské prostory — p.17/38



Euklidovske prostory XIV

Uvedena definice odchylky je korektni, tzn. ze
cislo v splnujicl (2) existuje, a to jediné.
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Euklidovske prostory XIV

Uvedena definice odchylky je korektni, tzn. ze
cislo v splnujicl (2) existuje, a to jediné.

Schwarzovu nerovnost muzeme pro nenulové
vektory u, v prepsat ve tvaru:

vl g . || u'ﬂ’ |‘ < 1. odkud

Tl T
1< ey = L
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Euklidovske prostory XIV

Uvedena definice odchylky je korektni, tzn. ze
cislo v splnujicl (2) existuje, a to jediné.

Schwarzovu nerovnost muzeme pro nenulové
vektory u, v prepsat ve tvaru:

vl g . ‘| u'ﬂ’ || < 1. odkud

Tl T
1< ey = L

Odchylka vektort neni definovana pro pripad,
kdy néktery z téchto vektort je nulovym
vektorem.
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Ortogonalni podprostory |

11.2 Ortogonalnost

Definice 11.2.1 Necht' V je euklidovsky prostor
a necht:
(3) ug,...,U;
je kone&na posloupnost vektorti z V. Rekneme,
Z€:
posloupnost (3) je ortogonalni (nebo strucne,
Ze vektory uq, ..., u; Jsou ortogonalnti),
jestlize je:
u;,-u; =0prokazdéi,j=1,....k N i # j,
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Ortogonalni podprostory ||

posloupnost (3) je ortonormalni (nebo
strucne, ze vektory uy, ..., u; Jsou
ortonormailni), je-li ortogonalni a kazdy jeji
vektor je normovany,
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Ortogonalni podprostory ||

posloupnost (3) je ortonormalni (nebo
strucne, ze vektory uy, ..., u; Jsou
ortonormailni), je-li ortogonalni a kazdy jeji
vektor je normovany,

posloupnost 3 je ortogonalni baze (resp.
ortonormalni baze) euklidovského prostoru
V, jestlize je ortogonalni (resp. ortonormalnti)
a navic je bazi prostoru V.
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Ortogonalni podprostory |11

Rozebereme-li si definici ortogonalnosti pro
nejjednodussi pripady, pak vidime, ze pro:

k = 1. Posloupnost sestavajici z jednoho vektoru je
vzdy ortogonalni (bez ohledu na to, zda napt.
dany vektor je nulovy Ci nikoliv).
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Ortogonalni podprostory |V

k= 2:

Vektory u;, us Jsou ortogonalni, prave kdyz
u; - up = 0. V tomto pripade budeme psat

u; L us nebo u; L u; (zfejmeé zde nezalezi
na poradi vektort). Dale, jsou-li oba vektory
u;, us nenulove, pak zfejme jsou ortogonalnt,
prave kdyz jejich odchylka je 5 (plyne

z definice odchylky). Na druhé strane, dva
vektory, z nichz alespon jeden je nulovy, jsou
vzdycky ortogonalni (pricemz jejich odchylka
samozrejme neni definovana).
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Ortogonalni podprostory V

Veta 11.2.2 Necht' V' je euklidovsky prostor. Pak
pro vektory z V' plati:

1. ulu < u=o,
2. ulxprokazdéx eV < u=o,

k
. ulw;proi=1,....k & ul (Zﬂ”wz‘)
=1

pro kazde r; € R.
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Ortogonalni podprostory VI

Veta 11.2.3 Nenulové ortogonalni vektory
euklidovského prostoru V' jsou linearnée
nezavisle.
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Ortogonalni podprostory VI

Veta 11.2.3 Nenulové ortogonalni vektory

euklidovského prostoru V' jsou linearnée
nezavisle.

Poznamenejme, Ze predpoklad nenulovosti
vSech vektoru je v pfedchozi vété podstatny a
bez nej veta neplati. Jinak receno, jsou-li
ortogonalni vektory z V' linearne zavisle,

znamena to, ze alespon jeden z nich musi byt
nulovy.
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Ortogonalni podprostory V|

Veta 11.2.4 Necht V je euklidovsky prostor,
ui,...,u; € V libovolne. Pak existuji ve V
ortogonalni vektory e, . . ., e, které generuiji
tentyz podprostor jako vektory uy, ..., u;, tzn.
plati:

[111,... ,uk] — [el,... ,ek].
(4) €, =P1 €1+ 1+ Pk-1" €11 Uy,

ek'ei:O:pz”(ei'ei)_'_(uk'ei)’

i i je-lie; #o
libovolné je-lie;, =0
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Ortogonalni podprostory V|

Dukaz predchozi véty byl konstruktivni a jeho
algoritmus se nazyva Gram-Schmidttv
ortogonalizacni proces (pouziva se pri fesenti
konkrétnich prikladu!).
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Ortogonalni podprostory V|

Dukaz predchozi véty byl konstruktivni a jeho
algoritmus se nazyva Gram-Schmidttv
ortogonalizacni proces (pouziva se pri fesenti
konkrétnich prikladu!).

V predchozi veté se nic nepredpoklada

o linearni zavislosti nebo nezavislosti vektort
ui, ..., u;. Proto vysledné ortogonalni
vektory ey, ..., e, mohou, ale nemusi byt
vSechny nenulove.
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Ortogonalni podprostory VII|

Pfesneji receno, je-li dim|uy, ..., u;] = r (L k),
pak tedy i dim|ey, ..., e.| = r, COZ znamena, ze
oraveé (k — r) z vektoru ey, . . ., e, je nulovych a
zbyvajicich r vektoru je nenulovych a tvori
ortogonalni bazi podprostoru [uy, ..., ugl, t.
podprostoru generovaného vektory uy, ..., u,.
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Ortogonalni podprostory VII|

Presnéji receno, je-li dim|uy, ..., u;] =r (L k),
pak tedy i dimley, ..., e;] = r, COZ znamena, ze
oraveé (k — r) z vektoru ey, . . ., e, je nulovych a
zbyvajicich r vektoru je nenulovych a tvori
ortogonalni bazi podprostoru [uy, ..., ugl, t.
podprostoru generovaneho vektory uy, ..., u,.

Specialne tedy, jsou-li vektory uy, ..., u; linearné
nezavislé, tzn. tvori bazi podprostoru [uy, ..., uzl,
pak vektory ey, . . ., e; tvori ortogonalni bazi tohoto
podprostoru.
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Ortogonalni podprostory | X

Gram-Schmidttv algoritmus
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Ortogonalni podprostory X

Veta 11.2.5 V kazdém nenulovéem euklidovském
prostoru V' existuje ortogonalni baze (resp.
ortonormalni baze).
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Ortogonalni podprostory XI

Priklad 11.2.6 V euklidovském prostoru R* se
skalarnim soucinem definovanym:

(T1, T2, T3, T4) - (Y1, Y2, Y3, Ya) =
T1Y1 + T2Y2 + T3Y3 T T4Y4
naleznéte ortogonalni bazi podprostoru W
generovaného vektory u;, us, us. Pritom:

u; = (0,1,2,1), up=(—1,1,1,1), us = (1,0,1,0).
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Ortogonalni podprostory Xl |

ReSeni: Plati WV = [uy, uy, ug], tzn. pouZijeme
Gram-Schmidtova ortogonalizacniho procesu:
€1 — U1 = (O, 1,2, 1)
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Ortogonalni podprostory Xl |

ReSeni: Plati WV = [uy, uy, ug], tzn. pouZijeme
Gram-Schmidtova ortogonalizacniho procesu:
€1 — U1 = (O, 1,2, 1)

€ =p-e; + uy, kde p = — 221 — —%. Tedy

€1-€e;
€ = ( 1, ;)7 3 g)-
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Ortogonalni podprostory Xl |

ReSeni: Plati WV = [uy, uy, ug], tzn. pouZijeme
Gram-Schmidtova ortogonalizacniho procesu:
€1 — U1 = (O, 1,2, 1)

€ =p-e; + uy, kde p = — 221 — —%. Tedy

€1:€e1
€ = (_17 %7 _%7 %)

_u3-e1 . 1

€3 = p1- €1 + p2- e+ us, kde p; = e;e; 3’
Do = — 882 — ], Tedy

€9-:-€9

63:—%'81—|—92—|—U3:(0,0,0,0) = 0.
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Ortogonalni podprostory Xl |

ReSeni: Plati WV = [uy, uy, ug], tzn. pouZijeme
Gram-Schmidtova ortogonalizacniho procesu:
€1 — U1 = (O, 1,2, 1)

€ =p-e; + uy, kde p = — 221 — —%. Tedy

e1-€
= (-1 k1)

€3 = P1 - €1 + P2 - € + ug, kdeplz—%z—%,
Dy = —% = 1. Tedy

e3=—=-€e +e +u3=(0,0,0,0) = o.

Vysledek: ortogonalni bazi podprostoru W tvori
napr. vektory ey, es.
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Ortogonalni podprostory XI11

Definice 11.2.7 Necht A, B jsou libovolné
podmnoziny euklidovského prostoru V. Je-li:

a-b=0 prokazdéac A,b € B,
pak rikame, ze A, B jsou ortogonalni mnoziny
a piseme A | Bnebo B 1L A.
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Ortogonalni podprostory XI11

Definice 11.2.7 Necht A, B jsou libovolné
podmnoziny euklidovského prostoru V. Je-li:

a-b=0 prokazdéac A,b € B,
pak rikame, ze A, B jsou ortogonalni mnoziny
a piseme A | Bnebo B 1L A.
Jinak receno, A, B |sou ortogonalni mnoziny,
prave kdyz a, b jsou ortogonalni vektory pro kazdé
acA bcecB.
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Ortogonalni podprostory XI11

Definice 11.2.7 Necht A, B jsou libovolné
podmnoziny euklidovského prostoru V. Je-li:

a-b=0 prokazdéac A,b € B,
pak rikame, ze A, B jsou ortogonalni mnoziny
a piseme A 1 B nebo B 1 A.

Jinak receno, A, B |sou ortogonalni mnoziny,
prave kdyz a, b jsou ortogonalni vektory pro kazdé
acA bcecB.
Ve specielnich pripadech: prazdna mnozina, resp.
mnozina {o} jsou zifejmé ortogonalni ke kazdé
podmnozine ve V. Dale z definice plyne, ze:

Al B= ANnB=0nebo AN B = {o}.

11. Euklidovské prostory — p.32/38



Ortogonalni podprostory XIV

Veta 11.2.8 Necht' A, B jsou podmnoziny
euklidovskeho prostoru V. Pak plati:

Al B & [A LB
tzn. dvé mnoziny jsou ortogonalni, prave kdyz
Jsou ortogonalni podprostory generované temito
mnozinami.
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Ortogonalni podprostory XV

Definice 11.2.9 Necht W je podmnozina
(podprostor) euklidovského prostoru V. Pak

mnozina:

W+ ={xecV:x-w=0prokazdé w ¢ W}
se nazyva ortogonalni doplnék podmnoziny
(podprostoru) W (ve V).
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Ortogonalni podprostory XV

Definice 11.2.9 Necht' IV je podmnozina
(podprostor) euklidovského prostoru V. Pak
mnozina:

W+ ={xecV:x-w=0prokazdé w ¢ W}
se nazyva ortogonalni doplnék podmnoziny
(podprostoru) W (ve V).

Ziejmeé plati W L W+ a ve specialnich pfipadech
pfimo z definice dostavame, Zze V+ = {o}, resp.
{o}+ =V.
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Ortogonalni podprostory XVI|

Veta 11.2.10 Necht W je podmnozina euklidov-
skeho prostoru V. Pak plati:

1. W+ je podprostor ve V,

2. je-li W podprostor V', mame V = W-+W+, tzn.
prostor V' je pfimym soucétem podprostort W
aw-.
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Ortogonalni podprostory XVII

Je-li W libovolny podprostor ve V, pak (podle 2.
castl predchozi vety a podle definice pfiméeho
souctu podprostort) se libovolny vektor u € V da
napsat, a to jedinym zptisobem, ve tvaru:

u=x-+y,
kdexec W,y € W+,
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Ortogonalni podprostory XVII

Je-li W libovolny podprostor ve V, pak (podle 2.
castl predchozi vety a podle definice pfiméeho
souctu podprostort) se libovolny vektor u € V da
napsat, a to jedinym zptisobem, ve tvaru:

u=XxX-++Y,
kdexec W,y € W+,

Poznamenejme, ze vektor x z tohoto vyjadreni

se nazyva ortogonalni projekce vektoru u do
podprostoru W.
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Ortogonalni podprostory XVII|

Veta 11.2.11 Necht W je podprostor
euklidovskeho prostoru V, necht x (resp. x') je
ortogonalni projekce vektoru u (resp. u’) do
podprostoru W a necht' r € R libovolne. Pak plati:

1. (x + x’) Je ortogonalni projekce vektoru
(u+u’)do IV,

2. r - x Je ortogonalni projekce vektoru r - u do
W.
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Ortogonalni podprostory XI X

Veta 11.2.12 Necht W/, S jsou podprostory
euklidovskeho prostoru V. Pak plati:

1. (WHt =w,
2. (W+8)r=w+ns,
3. WnS)t=Wwt4 8t
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