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Abstrakt

V této kapitole zavedeme dva pojmy, které budou
hrat v nasledujicim vykladu klicovou ulohu a
dokazeme o nich nékolik jednoduchych tvrzeni.
Pujde o pojem télesa a vektorového prostoru.
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Abstrakt

V této kapitole zavedeme dva pojmy, které budou
hrat v nasledujicim vykladu klicovou ulohu a
dokazeme o nich nékolik jednoduchych tvrzeni.
Pujde o pojem télesa a vektorového prostoru.
Prvky télesa budeme nazyvat skalary a prvky
vektoroveého prostoru vektory.

1. VEKTOROVE PROSTORY — p.2/57



Obsah prednasky I

Uvod
- Zakladni Ciselné obory Q, R a C; pojem
telesa.

- Telesa Z,
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Obsah prednasky I

Uvod
- Zakladni Ciselné obory Q, R a C; pojem
telesa.

- Telesa Z,

Geometricka interpretace vektoru v rovine
a v tfirozmeérném prostoru

. Geometrickd interpretace vektorti v R* a
R?, rovnobéznikové pravidlo
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Obsah prednasky II

Vektorove prostory

Priklady vektorovych prostoru (fadkové a
sloupcove usporadané n-tice skalaru,
polynomy, rozsSireni téles, funkce z mnoziny
do telesa a vektorového prostoru)
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Ciselné obory I

1 VEKTOROVE PROSTORY

1.1 Zakladni Ciselné€ obory

N — mnozina vsech prirozenych cCisel,
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Ciselné obory I

1 VEKTOROVE PROSTORY

1.1 Zakladni Ciselné€ obory

N — mnozina vsech prirozenych cCisel,
Z, — mnozina vsech celych Cisel,
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Ciselné obory I

1 VEKTOROVE PROSTORY

1.1 Zakladni Ciselné€ obory

N — mnozina vsech prirozenych cCisel,
Z, — mnozina vsech celych Cisel,
Q — mnozina vSech racionalnich Cisel,
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Ciselné obory I

1 VEKTOROVE PROSTORY

1.1 Zakladni Ciselné€ obory

N — mnozina vsech prirozenych cCisel,
Z, — mnozina vsech celych Cisel,

Q — mnozina vSech racionalnich Cisel,
R — mnozina vsech realnych Cisel,
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Ciselné obory I

1 VEKTOROVE PROSTORY

1.1 Zakladni Ciselné€ obory

N — mnozina vsech prirozenych cCisel,
Z, — mnozina vsech celych Cisel,

Q — mnozina vSech racionalnich Cisel,
R — mnozina vsech realnych Cisel,

C — mnozina vsech komplexnich Cisel.
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Ciselné obory II

Nulu povazujeme za prirozene cCislo, t.j. 0 € N.
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Ciselné obory II
Nulu povazujeme za prirozené cislo, t.|. 0 € N.

Imaginarni jednotku (ktera je prvkem C — R)
budeme znacit z.
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Ciselné obory II

Nulu povazujeme za prirozené cislo, t.|. 0 € N.
Imaginarni jednotku (ktera je prvkem C — R)
budeme znacit z.

Prvky vyse uvedenych Ciselnych oboru Q, R, C na-
zyvame casto skalary. V tomto pripadé pak bu-
deme mluvit o ciselnem telese.
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Struktura ciselnych oboru I

Na kazdeé z techto mnozin jsou definované dve
binarni operace, scitani + a nasobeni - .
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Struktura ciselnych oboru I

Na kazdé z techto mnozin jsou definovane dve
binarni operace, scitani + a nasobeni - .

Obe tyto operace jsou asociativni a komutativni.
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Struktura ciselnych oboru I

Na kazdé z techto mnozin jsou definovane dve
binarni operace, scitani + a nasobeni - .

Obe tyto operace jsou asociativni a komutativni.

Nasobeni je (z obou stran) distributivni vzhledem
ke scitani, t.j. pro vSechny prvky x, vy, z prislusné
mnoziny plati

r(y + z) = zy + 2, (x +y)z =22+ yz.
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Struktura ¢iselnych oboru 11

Ciselny obor N je v porovnani s obory Z, Q, R a
C ,chudsi® — totiz rovnice tvaru x + a = b maji

v oborech Z, Q, R, C reseni z = b — a pre
libovolné a, b, ale v N je takovato rovnice
resitelna, pokud a < b.
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Struktura ¢iselnych oboru 11

Ciselny obor N je v porovnani s obory Z, Q, R a
C ,chudsi® — totiz rovnice tvaru x + a = b maji

v oborech Z, Q, R, C reseni z = b — a pre
libovolné a, b, ale v N je takovato rovnice
resitelna, pokud a < b.

Obory Q, R a C jsou vsak ,bohatsi“ nejen

v porovnani s N, ale i s Z — rovnice tvaru ax = b
maji v oborech Q, R, C reseni pro libovolné a # 0
a b, pricemz v N Ci Z jsou resitelné, pouze pokud
a je delitelem b.
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Axiomy télesa I

1.2 Télesa

Telesem nazyvame mnozinu K s dvemi
vyznacnymi prvky — nulou 0 a jednickou 1 — a
dvemi binarnimi operacemi na K — scitanim + a
nasobenim - — takovymi, ze plati
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Axiomy telesa 11

(Va,be K)(a+b=b+a),(Va,b e K)(a-b=1>b-a),
(Va,b,c € K)(a+ (b+c)=(a+b)+c),
(Va,b,c € K)(a-(b-c)=(a-b)-c),

(Va € K)(a+ 0 = a), (Va € K)(1-a = a),
(Va € K)(dbe K)(a+b=0),

(Va € K {0}H)(dbe K)(a-b=1),
(Va,b,c € K)(a-(b+c)=(a-b)+(a-c)), 0F1.



Axiomy télesa III

Scitani a nasobeni v telese jsou komutativni a
asociativni operace a nasobeni je distributivni
vzhledem ke scitani.
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Axiomy télesa III

Scitani a nasobeni v telese jsou komutativni a
asociativni operace a nasobeni je distributivni
vzhledem ke scitani.

0 je neutralni prvek scitani a 1 je neutralni prvek
nasobeni a tyto prvky jsou navzajem ruzné.
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Axiomy teélesa I1I

Scitani a nasobeni v telese jsou komutativni a
asociativni operace a nasobeni je distributivni
vzhledem ke scitani.

0 je neutralni prvek scitani a 1 je neutralni prvek
nasobeni a tyto prvky jsou navzajem ruzné.

Prvek b € K takovy, ze a + b = 0, je k danému
a € K urceny jednoznacne.

Tento jednoznacne urceny prvek k danému a
oznacujeme —a a nhazyvame opacny prvek K a.
Misto a + (—b) piSeme jen a — b.
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Axiomy télesa IV

Analogicky se Ize presvedcit, ze i prvek b € K
takovy, ze a-b =1 je kdanému 0 # a € K urCeny
jednoznaéné — oznacujeme ho o' nebo 1,

pripadne 1/a a nazyvame inverzni prvek K a
alebo prevracena hodnota prvku a.
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Axiomy télesa IV

Analogicky se Ize presvedcit, ze i prvek b € K
takovy, ze a-b =1 je kdanému 0 # a € K urCeny
jednoznaéné — oznacujeme ho o' nebo 1,

pripadne 1/a a nazyvame inverzni prvek K a
alebo prevracena hodnota prvku a.

Misto a - b~' piSeme téz ¢ nebo a/b.
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Vliastnosti télesa I

Tvrzeni 1.2.0 Bud' K téleso. Potom pro vsechna
neNaa,b,cby,... b, € K plati

(&) a+b=a+c = b=rc,

(b) (ab=ac & a#0) = b=rc,

(c) a0 =0,

(d) ab=0 = (a=0Vb=0),

(e) —a = (—1)a,

(f) a(b—c) = ab— ac,

(g) a(bi +...+0b,) =aby + ...+ ab,.
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Vliastnosti télesa 11

Doplnme, ze podminky (a) a (b) sa nazyvaji
zakony o Kraceni pro scitani resp. nasobeni

v télese.

Podminka (e) nam umoznuje zavest libovolné
celoCiselné nasobky prvku z télesa. Pro a € K,
n € N klademe (—n)a = —(na) = n(—a).
Podobne Ize pro nenuloveé prvky telesa zavést |
libovolné celociselné mocniny. Pro 0 # a € K,
n € Nklademe ™" = (") ! = (a7)"
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Viastnosti télesa 111

Oa =0, 1la=a, ad =1, al =a,

n(a + b) = na + nb,

(m + n)a = ma + na,

(mn)a = m(na),

(mn)(ab) = (ma)(nb).

(ab)" = a™b", n<0= a#0#Db,

a™t" = a™a", (m<0Vn<0) = a#0,
a™ = (a™)", (m<0Vn<0) = a#0

Va,b € K, m,n € Z.
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Vliastnosti télesa IV

Necht K je téleso a L C K. Rikame, ze L je
podtéeleso telesa K, pokud 0,1 € L a pro
vsechnaa,b € Lplatia+be L,abe L, —a € L

a, pokud a # 0, takiat € L.
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Vliastnosti télesa IV

Necht K je téleso a L C K. Rikame, ze L je
podtéeleso telesa K, pokud 0,1 € L a pro
vsechnaa,b € Lplatia+be L,abe L, —a € L
a, pokud a # 0, takiat € L.

Podteleso telesa K je tedy jeho podmnozina L,
ktera obsahuje nulu a jedniCku a je uzavriena
vzhledem ke scCitani, nasobeni, opacnemu a
iInverznimu prvku. Zrejme kazdé podteleso telesa
K je s temito operacemi zuzenymi z K na L |
samo t&lesem. Rikame pak, ze téleso K je
rozsifenim télesa L.
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Vlastnosti télesa V

Zrejme teleso Q je podielesem télesa R i teélesa
C; teleso C je rozsirenim teles Q a R.
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Vlastnosti télesa V

Zrejme teleso Q je podielesem télesa R i teélesa
C; teleso C je rozsirenim teles Q a R.

Charakteristikou telesa K, piseme char K,
nazyvame nejmensi kladne celé Cislo n takove,
ze nl = 0; pokud takové n neexistuje, t.]. n1 # 0
pro kazde celé n > 0, rikame ze K ma
charakteristiku oo (nékteri autori definuji

char K = 0).
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Vliastnosti télesa VI

Je-li teleso K rozsSirenim télesa L, tak obé télesa
K a L maji tutéz jednicku I nulu, a proto
char K = char L.
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Vliastnosti télesa VI

Je-li teleso K rozsSirenim télesa L, tak obé télesa
K a L maji tutéz jednicku I nulu, a proto
char K = char L.

Zrejmeé char Q = char R = char C = oc.
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Vliastnosti télesa VI

Je-li teleso K rozsSirenim télesa L, tak obé télesa
K a L maji tutéz jednicku i nulu, a proto

char K = char L.

Zrejmeé char Q = char R = char C = oc.

Veta 1.2.1 Necht' K je teleso. Potom char K je
rovna oo nebo prvocisiu.
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Konecna telesa I

1.3 Téelesa Z,

V tomto odstavci si ukazeme priklady téles,
jejichz charakteristika neni oc.

Z tohoto duvodu se tato télesa podstatné lisi od
nam znamych cCiselnych téles.
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Konecna telesa I

1.3 Téelesa Z,

V tomto odstavci si ukazeme priklady téles,
jejichz charakteristika neni oc.

Z tohoto duvodu se tato télesa podstatné lisi od
nam znamych cCiselnych téles.

Totiz, pro kazde prvocislo p sestrojime jisté
konecné teleso Z,, které ma p prvku a
charakteristiku p.

Naopak, drive uvedena Ciselna telesa jsou
nekonec¢na.
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Konecna télesa 11

Pro potreby matematické analyzy, tedy i z

VVVVVV

telesy R a C. Konecna telesa vsak v soucasnosti
sehravaji dulezitou ulohu napt. v teorii kdbdovani
a kryptogratii.
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Konecna télesa 11

Pro potreby matematické analyzy, tedy i z

VVVVVV

telesy R a C. Konecna telesa vsak v soucasnosti
sehravaji dulezitou ulohu napt. v teorii kdbdovani
a kryptogratii.

Pro kazdé kladné celé cislo n oznacme

Zn=1keN; k<n}={0,1,...,n—1}.
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Konecna télesa I11

Mnozinu Z,, hazyvame mnozinou zbytkovych
trid modulo n. Na této mnoziné zavedeme dvé
binarni operace — scitani ¢ a nasobeni © (je
nutné odlisit scitani a nasobeni v Z,, od
prislusnych operaci v Z).
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Konecna télesa I11

Mnozinu Z,, hazyvame mnozinou zbytkovych
trid modulo n. Na této mnoziné zavedeme dvé
binarni operace — scitani ¢ a nasobeni © (je
nutné odlisit scitani a nasobeni v Z,, od
prislusnych operaci v Z).

Pro a,b € 7Z,, klademe

a® b = zbytek po déleni (a + b)/n,
a ®b = zbytek po deleni (ab)/n.
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Konecna télesa IV

@ a ® jsou asociativni a komutativni operace na
Z,,, 0 je neutralni prvek scitani a, pron > 1,1 je
neutralni prvek nasobeni.
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Konecna télesa IV

@ a ® jsou asociativni a komutativni operace na
Z,,, 0 je neutralni prvek scitani a, pron > 1,1 je
neutralni prvek nasobeni.

Nasobeni je distributivni vzhledem ke scitani a
Sa = n — a Je opacny prvek kK a € 7Z,.
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Konecna télesa IV

@ a ® jsou asociativni a komutativni operace na
Z,,, 0 je neutralni prvek scitani a, pron > 1,1 je
neutralni prvek nasobeni.

Nasobeni je distributivni vzhledem ke scitani a
Sa = n — a Je opacny prvek kK a € 7Z,.

Veta 1.3.1 MnoZina Z,, s operacemi ® a @ je
teleso prave tehdy, kdyz n je prvocislo.
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Konecna télesa V

+101112|3(4 101234
0(0/1(2]3|4 0{0/0{0]0]0
111(2(3(4(0 110(1(2|3|4
2121314/0(1 210121413
31314012 31013142
41410/1(2]3 41014321

Multiplikativni tabulky scCitani a nasobeni v telese
s,
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Interpretace 1

1.4 Geometricka interpretace vektoru v
roviné a v trirozmeérném prostoru

Vektory v rovine Ci v prostoru si predstavujeme
jako orientované usecKky, t.|. Usecky, jejichz jeden
Krajni bod povazujeme za pocatecni a druhy za
Koncovy — ten je oznaceny obvykle Sipkou.

1. VEKTOROVE PROSTORY — p.24/57



Interpretace 11

y

| (X,y)
/x Vektor v roviné
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Interpretace 11

y (X,y)

/x Vektor v roviné

Pritom dvé stejne dlouhé, rovnobézné a
souhlasne orientované usecky predstavuji ten
stejny vektor — fikame, Zze jsou umisteni téhoz

vektoru.
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Interpretace 111

\%

1. \4 / M
/1 Umisteni téhoz vektoru

1. VEKTOROVE PROSTORY — p.26/57




Interpretace 1V

Zvolime-li si néjaky pevny bod O, pak v8echny
vektory v roviné Ci v prostoru muzeme
jednoznacne reprezentovat jako orientované

—
usecky O A s pocatkem v O.
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Interpretace 1V

Zvolime-li si néjaky pevny bod O, pak v8echny
vektory v roviné Ci v prostoru muzeme
jednoznacne reprezentovat jako orientované

—
usecky O A s pocatkem v O.

Jejich koncem muze byt libovolny bod A roviny

¢i prostoru, bod O nevyjimaje — orientovana
—>

usecka OO totiz pfedstavuje tzv. nulovy vektor.
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Interpretace V

Vektory v rovine Ci v prostoru muzeme scitat
pomoci tzv. vektoroveho rovnobezniku.
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Interpretace V

Vektory v rovine Ci v prostoru muzeme scitat
pomoci tzv. vektoroveho rovnobezniku.

A\ o u
Soucet vektordt u = OA, v = OB je potom
znazorneny orientovanou uhloprickou

S
u + v = OC rovnobéznika, jehoz dvé prilehlé
strany tvofi usecky O A, OB.

___._u—+tv V
u
(O u
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Interpretace V1

Vektory muzeme rovnéz nasobit libovolnymi
skalary, t.|. v nasem pripadeé realnymi Cisly:
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Interpretace V1

Vektory muzeme rovnéz nasobit libovolnymi
skalary, t.|. v nasem pripadeé realnymi Cisly:
pokud ¢ € R a v je vektor, tak cv je vektor, t.j.
orientovana Usecka s pocatkem v O, jejiz délka
je |c|-nasobkem délky Usecky v, lezi na té stejné
primce jako Vv a je orientovana souhlasne s v,

pokud ¢ > 0, resp. nesouhlasné s v, pokud
c < (

1. VEKTOROVE PROSTORY — p.29/57



Interpretace VI

Vektory muzeme rovnéz nasobit libovolnymi
skalary, t.|. v nasem pripadeé realnymi Cisly:

pokud ¢ € R a v je vektor, tak cv je vektor, t.j.
orientovana Usecka s pocatkem v O, jejiz délka
je |c|-nasobkem délky Usecky v, lezi na té stejné
primce jako Vv a je orientovana souhlasne s v,

pokud ¢ > 0, resp. nesouhlasné s v, pokud
c < (

(je-li ¢ = 0 nebo v je nulovy vektor, tak,
samozrejme, i c¢v je nulovy vektor, takze
nezalezi na jeho smeru ani orientaci).
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Interpretace VII

N 7

Nasobeni vektoru skalarem
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Interpretace V11

Pokud si mimo poc¢atek O zvolime v roviné ¢i
prostoru jeste dve resp. tfi souradne osy, t.]|.
navzajem kolmé pfimky prochazejici pocatkem,
a na kazdé z nich jeden bod ve stejné jednotkové
vzdalenosti od pocatku, dostaneme pravouhly
souradnicovy systém v rovineé Ci v prostoru.
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Interpretace V11

Pokud si mimo poc¢atek O zvolime v roviné ¢i
prostoru jeste dve resp. tfi souradne osy, t.]|.
navzajem kolmé pfimky prochazejici pocatkem,
a na kazdé z nich jeden bod ve stejné jednotkové
vzdalenosti od pocatku, dostaneme pravouhly
souradnicovy systém v rovineé Ci v prostoru.
Kazdy bod roviny Ci prostoru je potom
jednoznacne urceny usporadanou dvojici, resp.
trojici svych souradnic a naopak, kazda dvojice
resp. trojice souradnic jednoznacnée urcuje
néjaky bod roviny Ci prostoru.
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Interpretace V111

Rovnéez kazdy vektor v roviné ¢i v prostoru je
potom jednoznacne urceny souradnicemi svého
koncového bodu a naopak libovolna usporadana
dvojice resp. trojice souradnic jednoznacne
urcuje nejaky vektor v rovine Ci prostoru.
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Interpretace V111

Rovnéez kazdy vektor v roviné ¢i v prostoru je
potom jednoznacne urceny souradnicemi svého
koncoveho bodu a naopak libovolna usporadana
dvojice resp. trojice souradnic jednoznacne
urcuje nejaky vektor v rovine Ci prostoru.

Pfi pevném souradnicovém systému tak
muzeme mnozinu vsech vektoru v roviné
ztotoznit s mnozinou R? a mnozinu vSech vektor(
Vv prostoru s mnozinou R°.
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Interpretace 1X

Jsou-li (pri takovemto ztotozneni)

u = (u,up) € R* v = (v1,v2) € R*dva
vektory v rovine, tak snadno overime, ze pro
jejich soucet u + v, dany vektorovym

rovnobéznikem, plati

u+v = (ug, ug)+ (v, v9) = (u1+v1, ug+v9).
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Interpretace X

Je-li ¢ € IR, pak pro skalarni nasobek cu

dostavame

cu = c(uq, us) = (cuq, cus).

Podobné to muzeme overit pro vektory v
prostoru, t.|. usporadané trojice realnych cCisel.
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Interpretace XI

Navic si vSimneme, ze predpoklady kolmosti
souradnych os a rovnosti jednotkovych délek
v jednotlivych smerech nehraly v nasich uvahach

zadnou roli.
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Interpretace XI

Navic si vSimneme, ze predpoklady kolmosti
souradnych os a rovnosti jednotkovych délek

v jednotlivych smerech nehraly v nasich uvahach
zadnou roli.

Staci, aby systém souradnych os tvorily dvé
ruznobézné primky (v roving) resp. tfi pfimky
nelezici v rovine (v prostoru) protinajici se

v pocatku O.
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Interpretace XI

Navic si vSimneme, ze predpoklady kolmosti
souradnych os a rovnosti jednotkovych délek

v jednotlivych smerech nehraly v nasich uvahach
zadnou roli.

Staci, aby systém souradnych os tvorily dvé
ruznobézné primky (v roving) resp. tfi pfimky
nelezici v rovine (v prostoru) protinajici se

v pocatku O.

Za jednotkové délky ve smerech jednotlivych
souradnych os muzeme zvolit delky libovolnych
(ne nutne stejne dlouhych) usecek.
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Vektorové prostory I
1.6 Vektorové prostory

Bud K (Ciselné) téleso. Vektorovym nebo téz
linearnim prostorem nad K nazyvame mnozinu
V' s vyznacnym prvkem 0 a dvema binarnimi

operacemi —
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Vektorové prostory I
1.5 Vektorové prostory

Bud K (Ciselné) téleso. Vektorovym nebo téz
linearnim prostorem nad K nazyvame mnozinu
V' s vyznacnym prvkem 0 a dvema binarnimi

operacemi —
scitanim + :V xV — V a
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Vektorové prostory I
1.5 Vektorové prostory

Bud K (Ciselné) téleso. Vektorovym nebo téz
linearnim prostorem nad K nazyvame mnozinu
V' s vyznacnym prvkem 0 a dvema binarnimi
operacemi —

scitanim + :V xV — V a
nasobenim - : K x V — V —takovymi, Ze plati
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Vektorové prostory 11

(
(VXYEV)(X+y=y+X),

(Vx e V)(x+ 0 =x),

(Vxe V) dy e V)(x+y =0),

(Va, bEK)(VxéV)( - (b-x) = (ab) - x),
(

(

(

vaeK)(VX er)( (x+y)=(a-x)+ (a-y)),
Va,be K)(Vx e V)((a+b) -x=(a-x)+ (b-x)).



Vektorové prostory III

Skalary znacime ,,obycCejnymi“ malymi latinskymi
pismeny a vektory tuchymi malymi latinskymi
pismeny.
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Vektorové prostory III

Skalary znacime ,,obycCejnymi“ malymi latinskymi
pismeny a vektory tuchymi malymi latinskymi
pismeny.

Poznamka. | kdyz séitani skalart v (¢iselném(

télese K a scitani vektort znac¢ime stejnym
znakem -, jde o ruzné operace.
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Vektorové prostory III

Skalary znacime ,,obycCejnymi“ malymi latinskymi
pismeny a vektory tuchymi malymi latinskymi
pismeny.

Poznamka. | kdyz séitani skalart v (¢iselném(

télese K a scitani vektort znac¢ime stejnym
znakem -, jde o ruzné operace.

Podobné nasobeni v (Ciselném) télese a
nasobeni vektoru skalarem jsou ruzné operace,
ackoliv obé znaCime -.
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Vektorové prostory III

Skalary znacime ,,obycCejnymi“ malymi latinskymi
pismeny a vektory tuchymi malymi latinskymi
pismeny.

Poznamka. | kdyz séitani skalart v (¢iselném(

télese K a scitani vektort znac¢ime stejnym
znakem -, jde o ruzné operace.

Podobné nasobeni v (Ciselném) télese a
nasobeni vektoru skalarem jsou ruzné operace,
ackoliv obé znacime - .

Pozdégji budeme stejné znacit prislusne operace
a nuly v ruznych vektorovych prostorech.
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Vektorové prostory IV

Z formalniho hlediska pripominaji axiomy
vektoroveho prostoru vlastnosti (Ciselneho)
télesa K :
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Vektorové prostory IV

Z formalniho hlediska pripominaji axiomy
vektoroveho prostoru vlastnosti (Ciselneho)
télesa K :

scCitani vektoru je opét asociativni a komutativni
binarni operace na V' s neutralnim prvkem

0cV,
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Vektorové prostory IV

Z formalniho hlediska pripominaji axiomy
vektoroveho prostoru vlastnosti (Ciselneho)
télesa K :

scCitani vektoru je opét asociativni a komutativni

binarni operace na V' s neutralnim prvkem
0cV,

operace nasobeni vektoru skalarem splnuje
jakousi podminku ,asociativity“, 1 € K je jeji
,neutralni prvek*
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Vektorové prostory IV

Z formalniho hlediska pripominaji axiomy
vektoroveho prostoru vlastnosti (Ciselneho)
télesa K :

scCitani vektoru je opét asociativni a komutativni

binarni operace na V' s neutralnim prvkem
0cV,

operace nasobeni vektoru skalarem splnuje
jakousi podminku ,asociativity“, 1 € K je jeji
,neutralni prvek*

a plati dva ,distributivni zakony*.
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Vektorové prostory V

Jeden podstatny rozdil — nasobeni

v (Ciselném) télese K je binarni operaci na
mnoziné K, t.j. zobrazenim - : K x K — K,
nasobeni ve vektorovém prostoru V' nad
¢iselnym télesem K neni binarni operace na V/,
ale binarni operace - : K x V — V.
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Vektorové prostory VI

To nam vsak nebrani zavest obdobné dohody
jako pro operace v (Ciselném) telese: nasobeni
ma prednost pred scitanim a znak nasobeni
budeme vetsinou vynechavat, t. . budeme napr.

psat ax + y namisto (a - X) + .
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Vektorové prostory VII

Rovnez budeme vynechavat zavorky, jejichz
umisténi neovlivni vyslednou hodnotu vyrazu

jako napt. v abx nebo a1x; + ... + a,X,.
Posledni vyraz budeme taktéez znacit

D i1 X

a nazyvat linearni kombinaci vektoru
X1, ...,X, S koeficienty ay, ..., a,.
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Vektorové prostory VIII

Specialné pro n = 1 to znamena

23:1 a;X; = a1Xy; kvuli uplnosti pron = 0
jesté klademe prazdnou linearni kombinaci
Z?:1 a;X; rovnou 0.

Tvrzeni 1.5.0 Necht'V' je vektorovy prostor nad
(Ciselnym) télesem K. Pak pro libovolné n € N,

a,b,a,...,a, € Kaxy,z,x;,...,x, €V
plati
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Vektorové prostory IX

(a) x+y=x+z = y =1z,

(b) (ax=ay& a#0) = x=y,
(ax =bx& x #£0) = a =0,

(c) a0 = 0 = 0x,

(d) ax=0 = (a=0Vx=0),



Vektorové prostory X

(e) —x=(-1)x,
(f) alx—y)=ax—ay,
(a — b)x = ax — bx,
(9) a(x1+...+x,) =ax;+...+ ax,,

(a1 4+ ...+ a)X=a1X+ ...+ a,X.
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Piiklady I

1.6 Priklady vektorovych prostoru

1.6.0 RozsSireni téles

Zfejmé kazdé téleso KX mlUzeme povazovat za
vektorovy prostor nad sebou samym. Obecneji,
pokud téleso L je rozSitenim télesa K, tak L
muzeme povazovat za vektorovy prostor nad
télesem K (formalne staci ,zapomenout” na
nasobeni nékterych dvojic prvki a,b € L a
soucin ab pfipustitjenproa € K, b € L).
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Piiklady I1

Podobnym zpusobem muzeme vektorovy prostor
V' nad télesem L zGzZenim nasobeni
L xV — V nanasobeni K X V — V zménit
na vektorovy prostor nad télesem K.
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Priklady III

1.6.1 n-rozmeérné radkové a sloupcové
vektory nad danym télesem

Pro libovolné téleso /X an € N je mnozina

Kn:{(ﬂfl,...,(ﬂn); ZCl,...,ZCREK}

vSech usporadanych n-tic prvkld z K spolu
S operacemi
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Priklady IV

X+y=(x1,...,20) + (Y1, ..., Yn)
SRR T, 1),

CX :C(,CE17 .. ,xn) : (Cwla SRR C'xn)7

kde x = (x1,...,x,) € K",
y = (y1,...,Yn) € K"ac € K, vektorovy
prostor nad télesem K.
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Priklady V

Ztejmé usporadana n-tice 0,, = (0, ..., 0) hraje
Ulohu nuly v K. Pokud bude potifebné rozlisit
nulové vektory v prostorech K" pro rlizna
prirozena &isla n, budeme pro nulu v K"
pouzivat oznaceni 0,,. Opacny prvek

kx = (z1,...,2,) € K" je ziejmé

—X=—(T1,...,%p) = (—X1,--.,—Tp)-
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Priklady VI

Rikame, ze operace na K" jsou definované po
slozkach. Prvky tohoto vektorového prostoru
nazyvame n-rozmerne radkove vektory nad

télesem K . Vektorovy prostor K sestava
z jediného prvku (), ptedstavujiciho
,usporadanou nultici“, ktera je nutné nulou v KV.
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Priklady VII

Nekdy bude vyhodnejsi pracovat
s n-rozmernymi sloupcovymi vektory nad

télesem £, t.j. s vektory tvaru

L1 kde =1, ..., 2, € K.
X = : | , Piseme rovnez K.
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Priklady VIII

1.6.2 Polynomy nad danym télesem

Polynomem nebo téz mnohocélenem f
stupné n, kde —1 < n € Z, v proménné x nad

télesem K rozumime formalni vyraz tvaru

f(z)

ag+ a1+ ... +a,_ 12" + a,x"

Tl Z?:O aixiv

1. VEKTOROVE PROSTORY — p.53/57



Piiklady IX

kde ag, a1, ...,a,_1,a, € jsou skalary,
nazyvané koeficienty polynomu f, a a,, # 0.

Nulu 0 € K povazujeme za polynom stupné —1
a nenulové skalary a € K za polynomy stupné
0. Zfejmeé kazdy polynom f definuje (stejné
oznacovanou) funkci f : K — K danou
pfedpisem ¢ — f(c), t.j. dosazenim konkrétnich
hodnot ¢ € K za proménnou x do polynomu f.
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Piiklady X

Mnozinu vSech polynomu v proménné z nad K
stupne nejvyse n, kde —1 < n € Z, budeme
znadit K™ [z]; mnozinu vSech polynom

v promenné x nad K znacime K |x|.

Libovolny polynom g(z) = > biz' € K|x]

stupné m < n muzeme psat ve tvaru

g(z) = by+biz+. . . +bx™+0x™ 4. . 402",

tj.vivaru g(x) = > ba’, kde b; = 0 pro

™m < [/ S 1. 1. VEKTOROVE PROSTORY — p.55/57



Piiklady XI

S pouzitim této konvence Ize definovat soucet
f +gpolynomd f = >0 a;xt, g = S, b
z K|z| predpisem

max (1m,n)

(f+9)(x) = f(x)+g(x) = ) (ai+b)a’.

1=0
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Priklady XII

Pokud navic ¢ € K, klademe

n

(cf)(@) =cf(x) =) caux’

1=0)

Snadno overime, ze s takto po slozkach
definovanymi operacemi souctu a skalarniho
nasobku tvofi kazda z mnozin polynomu K ™][z],
kde —1 < n € Z, a zaroven i mnozina vsech
polynomu K |z| vektorovy prostor nad télesem K.
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