0. ZAKLADNE POJMY Z LOGIKY A TEORIE MNOZIN

V tejto kapitole zavedieme niektoré zakladné logické a mnozinové pojmy a dohodneme
sa na Standardnej symbolike, ktort budeme dalej pouzivat. Nebudeme vSak systema-
ticky budovat aziomaticki tedriu mnozin, prave naopak, s mnozinami budeme narébat
skor intutivne. Citatel, ktory zékladné mnozinové pojmy ovlada, méze ttto kapitolu
vynechat, pripadne ju len letmo prelistovat, aby sa oboznamil s naSou terminoldgiou a
symbolikou.

0.1. Logické spojky a kvantifikatory

Kvoli prehladnosti budeme niektoré matematické tvrdenia zapisovat v symbolickej po-
dobe ako matematické formuly. S prikladmi roznych formil sa este stretneme. V tejto
chvili sa zameriame len na spdsob, ako mozno z danych tvrdeni ¢ formal tvorit nové
pomocou logickych spojok a kvantifikdtorov.

Nech P, @) st Tubovolné tvrdenia.

(a) Tvrdenie, ktoré je pravdivé préave vtedy, ked tvrdenie P je nepravdivé, nazyvame
negaciou tvrdenia P, zna¢ime ho =P a ¢itame ho ,nie P“, pripadne ,non P.

(b) Tvrdenie, ktoré je pravdivé prave vtedy, ked st pravdivé obe tvrdenia P, @), na-
zyvame konjunkciou alebo logickym sucinom tvrdeni P, (), zna¢ime ho P & Q a
¢itame ,,P a zaroven Q“, kratko len ,,P a Q“, pripadne ,,P et Q.

(¢) Tvrdenie, ktoré je pravdivé prave vtedy, ked je pravdivé aspon jedno z tvrdeni
P, Q, nazyvame alternativou alebo disjunkciou ¢i logickym suctom tvrdeni P, @,
znacime ho P V @, a ¢itame ,,P alebo ¢, pripadne ,, P vel Q“.

(d) Tvrdenie =P V @ skratene oznacujeme P = () a nazyvame ho implikdciou tvr-
deni P, ). Vyraz P = (@ ¢itame ,ak P, tak Q“ alebo ,z P vyplyva Q*, pripadne
,, P implikuje Q“. Tvrdenie P nazyvame predpokladom a tvrdenie () zdverom im-
plikacie P = (. Uvedomte si, ze implikacia P = ( je nepravdiva jedine v tom
pripade, ak predpoklad P je pravdivy a zaver () je nepravdivy.

(e) Tvrdenie (P = Q) & (@ = P) skratene oznacujeme P < () a nazyvame
ho ekvivalenciou tvrdeni P, Q. Vyraz P < (@ ¢&itame ,,P prave vtedy, ked Q,
pripadne P je ekvivalentné s Q“. Zrejme ekvivalencia P < (@ je pravdiva vte-
dy a len vtedy, ked tvrdenia P, () su zaroven obe pravdivé alebo zarovern obe
nepravdivé.

Znaky —, &, V, =, & nazyvame logickymi spojkami. V literattre sa mozno tiez stretnat
s oznac¢enim P’, —P alebo ~P pre negaciu, P A Q pre konjunciu, P — @ alebo P D Q)
pre implikaciu a P < @) alebo P = @) pre ekvivalenciu.

Okrem tvrdeni zapisujeme formulami aj vlastnosti objektov a vztahy medzi nimi. Na
tento ucel pouzivame formuly s volnymi premenngmi. Oznacujeme ich P(x), Q(z,y),
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R(z1,...,x,) a pod. Dosadenim konkrétnych objektov do formul namiesto volnych pre-
mennych dostdvame tvrdenia. Napriklad, ak Q(z,y) je formula s volnymi premennymi
x, y a a, b s nejaké objekty, tak Q(a,b) je tvrdenie, ktoré je pravdivé prave vtedy, ked
sa objekty a, b nachadzaju vo vzfahu oznacenom formulou Q.

Zrejme aj na formuly s volnymi premennymi mozno aplikovat logické spojky, ktoré
si pritom zachovaja svoj doterajsi vyznam. Popri logickych spojkach mozno z formul
tvorit nové formuly ¢ tvrdenia aj pomocou kvantifikdtorov.

Nech P(z) je lubovolna formula.

(a) Tvrdenie ,existuje = také, ze P(z)“ skratene zapisujeme (3 x)P(x).

(b) Tvrdenie ,pre kazdé (pre vSetky) = plati P(x)* skratene zapisujeme (Vz)P(z).
Zmaky d resp. V su kvantifikdtory; 3 nazyvame existencny a VvV univerzdlny alebo tiez vse-
obecny kvantifikdtor. Zrejme premennd z uz nie je vo formulach (Vz)P(z) a (Fz)P(x)
volna ale viazand; ak = je jedind volnd premennd vo formule P(x), tak (Vz)P(z) a
(3z)P(z) st tvrdenia. Oba uvedené kvantifikatory st zviazané pravidlami negacie kvan-
tifikovanych formual:

—(dx)P(x) & (Va)-P(x),
-~(Vz)P(z) & (Jz)-P(x).

Pomocou existen¢ného a univerzalneho kvantifikdtora uz vieme vyjadrit i kvantifikd-
tor jednoznacnej existencie. Ak P(x) je nejaka vlastnost, tak tvrdenie ,existuje prave
jedno z také, ze P(x)“, t.j. tvrdenie

(Bz)(P(x) & (Vy)(P(y) = y = 1)),

skrétene zapisujeme v tvare (3!x)P(x). Toto tvrdenie je zrejme ekvivalentné s tvrdenim

Fz)Vy)(Py) & y=x).

0.2. Mnoziny

Pod mnoZinou rozumieme lubovolné jednoznacne vymedzené zoskupenie nejakych (¢as-
to i znaCne réznorodych) objektov — prvkov mnoZiny — chapané ako jediny objekt.
pismenami.

Tvrdenie ,,objekt x je prvkom mnoziny X“ zapisujeme x € X; hovorime tiez, ze x
patri do mnoziny X. Tvrdenie ,,objekt x nie je prvkom mnoziny X*“, t.j. x nepatri do
mnoziny X, zapisujeme x ¢ X.

Mnozina je jednoznacne zadana zoskupenim svojich prvkov. Preto dve mnoziny, ne-
zavisle od sposobu ich zadania, povazujeme za totozné, ak maju tie isté prvky. Pre
Tubovolné mnoziny X, Y teda plati

X=Y & Vo)(zeX & zxzeY).

Tuato vlastnost mnozin nazyvame extenzionalitou.
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Hovorime, ze mnozina X je podmnoZinou mnoziny Y, oznacenie X C Y, ak kazdy
prvok mnoziny X patri aj do mnoziny Y, t.].

XCY & (Va)(zeX = xze€Y).

Vztah C nazyvame vztahom inklizie Extenzionalitu mnoZin teraz mozno skritene vy-
jadrit v tvare konjunkcie dvoch inkluzii

X=Y & XCY &Y CX.

Kvantifikacie uvedené v predchadzajuicom paragrafe sa nazyvaju neohranicené, lebo
oblast posobnosti jednotlivych kvantifikdtorov v nich nebola nijako ohrani¢end. V mate-
matike (i v beznom Zzivote) sa vSak Castejsie vyskytuju ohranicené kvantifikdcie, v kto-
rych je oblast pdsobnosti prislusného kvantifikdtora ohrani¢end nejakou mnozinou X.
Ide o kvantifikacie tvaru (3z € X), (Vo € X) a (3lz € X), ktoré ¢itame postupne
Lexistuje x z mnoziny X¢, ,pre kazdé (pre vSetky) x z mnoziny X, resp. ,existuje
prave jedno (jediné) z z mnoziny X“. Tieto kvantifikdcie mozno vyjadrit pomocou neo-
hrani¢enych kvantifikicii nasledujicim sposobom: Ak P(x) je Iubovolna vlastnost a X
je mnozina, kladieme

(Jz e X)P(z) & (3z)(z e X & P(z)),
(Vz e X)P(z) & (Va)(ze X = P(x)),
(Az € X)P(z) & (Jze X)(P(z) & (Vye X)(P(y) = y=u1x)).

V poslednom pripade mozeme tiez pouzit vyjadrenie
(Fz e X)P(z) & Fxe X)Vye X)(Ply) & y=uz).

Mnozinu nazyvame konecnou, ak ju mozno zadat vymenovanim vsetkych jej prvkov.
Ak X je kone¢na mnozina a 1, xs, ..., T, su vsetky jej prvky, piSeme

X ={x1,22,..., 25}

7 extenzionality potom vyplyva, Ze nezalezi na poradi vymenovania prvkov mnoziny
X. Taktiez sa moze stat, ze X mé menej nez n prvkov — v takom pripade sa niektoré
z prvkov xy,...,x, opakuji a v zdpise mnoziny X moZeme (no nemusime) opaku-
jace sa prvky az na jeden z nich vynechat. Napriklad {z,y} = {y,z}, a ak =z = y,
tak {z,y} = {z} = {y}. Okrem mnozin, ktoré maju nejaké prvky, zavadzame aj tzv.
prdzdnu mnoZinu (), ktora neobsahuje nijaky prvok. Z extenzionality vyplyva, Ze prazdna
mnozina je touto podmienkou jednoznacne urcena.

Popri koneénych mnozinach vSsak v matematike Casto pracujeme i s nekonecnymsi
mnozinami, t.j. takymi, ktoré nemozno zadat vymenovanim vsetkych ich jednotlivych
prvkov. Takéto mnoziny zvykneme zadavat nejakou charakteristickou vlastnostou. Ak
P(x) je nejaka vlastnost, piseme

X = {z; P(z)},
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¢im myslime, Ze pre Iubovolné x plati * € X préave vtedy, ked = spliia P(z). Z ex-
tenzionality vyplyva, ze takto definovana mnozina X je urcena jednoznacne. Napriklad
vlastnostou ,,x je parne celé ¢islo“ je uré¢end mnozina vSetkych parnych celych éisel.

Poznamenajme, ze z rovnosti X = {x; P(z)} eSte nijako nevyplyva, ze mnozina X
je nekone¢né — rovnako dobre moze byt aj konecné, dokonca prazdna.

Na tomto mieste je potrebné poznamenat, Ze uvedeny princip, ktory ndm umoziu-
je zadavat mnoziny akymikolvek vlastnosfami ich prvkov, vedie k logickym sporom,
a je preto v uvedenej intuitivnej a neobmedzenej podobe nepouzitelny. Kedze sa vsak
nehodlame pustat do jeho uprestiovania, ¢o by si vyziadalo vybudovat zéklady axio-
matickej tedrie mnozin, nezostava nam nez ¢itatelovi vopred zarudit, ze vSetky pripady
pouzitia tohto principu, ktoré sa v tomto texte vyskytni, buda plne legalne z hladiska
tedrie mnozin, a poziadaf ho o déveru. Zatial staci, ak prezradime, Ze vSetky mnoziny
netvoria mnozinu, t. j. neexistuje mnozina vSetkych mnozin. To znamenad, Ze vlastnostou
,T je mnozina“ nie je vymedzena nijaka mnozina.

Najcastejsie budeme spominany princip pouZzivat na vymedzovanie podmnozin neja-
kej vopred danej mnoziny pomocou vlastnosti popisanych matematickymi formulami.
Ak M je mnozina a P(z) je nejakd (matematickd) vlastnost, tak existuje mnozina X
vSetkych tych prvkov x mnoziny M, ktoré maju vlastnost P(x), t.j. mnozina

X={xeM,; Plx)} ={x;x € M & P(x)}.

Nech X, Y st Iubovolné mnoziny. Prienikom, zjednotenim, a rozdielom mnozin X,
Y nazyvame porade nasledujiice mnoziny:

XNY={r;ze X &xeY},
XUY={r;ze X VaxeY}
X\NY={r;ze X &ax¢Y}

Mnoziny X, Y nazyvame disjunktné, ak X N'Y = (). Citatelovi prenechdvame, aby si
sam premyslel zakladné vlastnosti uvedenych mnozinovych operacii.

Pod usporiadanou dvojicou objektov z, y rozumieme objekt oznacovany (z,y), taky,
ze pre vsetky x, y, u, v plati:

(z,y) = (w,v) & (z=u&y=0)
Uvedomme si, Ze nepotrebujeme vediet, ¢o je ,naozaj“ usporiadané dvojica (x,y), do-
lezit4 je len uvedena vlastnost. Analogicky zavddzame pre Iubovolné celé ¢islo n > 2
usporiadand n-ticu (z1,...,x,) tak, ze pre vSetky z1,...,2n, y1,...,yn plati
(1, sxn) = W1,y Un) < (1 =1 & ... & T, = Yn).
Mnoziny

XxY =A{(z,y;re X &yeY},
X1X...XXn:{($1,...,$n);$1EXl&...&l’nEXn}
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nazyvame kartezianskym sucinom mnozin X, Y, resp. mnozin X,...,X,,. V pripade,
ze X1 =---= X, =X, piseme

X; x... X, =X"

Pre uplnost este kladieme
X=X, X°={n.

X" nagyvame n-tou kartezianskou mocninou mnoziny X.

Pocet prvkov konecnej mnoziny X budeme znacit # X. TaktieZz prazdna mnozina
je konecna a plati # (0 = 0. Pre nekone¢nti mnozinu X piSeme # X = oo. Zrejme pre
IubovoIné koneéné mnoziny X, Y plati

H(XUY) = #X+#Y —#(XNY),
4(X XY)=#X #Y.

Z poslednej rovnosti vyplyva, ze
#(X") = (#X)"
pre kazdé celé cislo n > 0 a konecnit mnozinu X.

0.3. Zobrazenia

Zobrazenim alebo tiez funkciou z mnoziny X do mnoziny Y rozumieme Iubovolny pred-
pis, ktory kazdému prvku x mnoziny X priradi jednoznac¢ne urceny prvok y mnoziny
Y. Zapis f: X — Y oznacuje, ze f je zobrazenie (funkcia) z X do Y. Ten jednoznacne
uréeny prvok y € Y, ktory zobrazenie f priradi prvku z € X, budeme znacit f(z),
pripadne len fx alebo f,. Vo vztahu y = f(z) nazyvame x nezdvisle premennou alebo
argumentom a y zdvisle premennou alebo funkénou hodnotou funkcie f. PiSeme tiez
frx—uy.

Dve zobrazenia f,g: X — Y sa rovnaji, ak pre kazdé z € X plati f(x) = g(x).

Mnozinu vSetkych zobrazeni z mnoziny X do mnoziny Y budeme oznacovaf Y X;
teda

YX={f; f: X > Y}

Toto oznadenie je motivované vzorcom pre pocet prvkov mnoziny YX. Pre kone¢né
mnoziny X, Y totiz plati
# (YY) = (#Y)FY.

(Samostatne si rozmyslite preco!)

Zobrazenie f: X — X sa nazyva transformdciou mnoziny X alebo tiez undrnou (t.].
jednomiestnou) operdciou na mnozine X.

Zobrazenie f: X — Y sa nazyva prosté alebo tiez injektivne ¢i injekcia, ak roznym
prvkom x1,ze € X priraduje rozne prvky f(z1), f(z2) € Y, t.]. ak plati

(Vay, 20 € X)(21 # 22 = f(x1) # f(x2)).
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Uvedent podmienku mozno ekvivalentne vyjadrit v tvare

Va1, 20 € X)(f(x1) = f(x2) = 1 = 22).

Zobrazenie f: X — Y sa nazyva zobrazenie na mnozinu Y alebo tiez surjektivne ¢i
surjekcia, ak na kazdy prvok mnoziny Y sa zobrazi nejaky prvok mnoziny X, t.j. ak
plati

(Vy eY)(Fz € X)(y = f(2)).

Hovorime, ze f: X — Y je prosté zobrazenie X na 'Y alebo tiez bijektivne zobrazenie
Ci bijekcia, ak f je zaroven prosté a na, t.j. injektivne i surjektivne. Este inak to mézeme
vyjadrit podmienkou
(Vy e Y)(Elz € X)(y = f(2)).

Namiesto uvedenych pojmov niekedy tiez hovorime, ze f je vzdjomne jednoznacné zo-
brazenie mnoZiny X na mnozZinu Y.

Ak f: X — Y je bijekcia, tak existuje jednoznacne urcené zobrazenie g: ¥ — X,
ktoré kazdému y € Y priradi ten jediny prvok x € X, pre ktory plati y = f(x).
Toto zobrazenie nazyvame inverznym zobrazenim k zobrazeniu f a oznac¢ujeme ho f~!.
Zrejme f~1:Y — X je tiez bijekcia a pre vietky z € X, y € Y plati

@) =2, f(f7 W) =y

Nech f: X — Y, g: Y — Z st zobrazenia. Kompoziciou zobrazeni f, g alebo aj
zloZenym zobrazenim z f a g rozumieme zobrazenie oznacené ako go f: X — Z, dané
pre kazdé x € X predpisom

(9o f)(x) = g(f(x))-

Zlozené zobrazenie mozno znazornit pomocou tzv. komutativneho diagramu

f

X——Y
gof g
Z

(Vsimnite si, ze zobrazenie g o f zapisujeme ,v obratenom poradi“ — najprv totiz na
prvok z aplikujeme f a aZz potom g¢g. Nuati nis k tomu zauzivand konvencia, podla
ktorej argument x piSeme napravo od funkcie f. Poznamenajme, Ze niektori autori
déavaja prednost ,,prirodzenému poradiu®“ a kompoziciu zobrazeni f: X — Y, g: Y — Z,
zapisuju ako fog. Kvoli tomu vSak optstaji spominant konvenciu a namiesto f(x) pisu
xf. V tomto duchu funguji napr. niektoré kalkulacky.)

Skladanie zobrazeni je asociativne v nasledujicom zmysle: ak f: X - Y, g: Y — Z
a h: Z — W su zobrazenia, tak

ho(gof)=(hog)of.

Lahko totiz nahliadneme, Ze jedno i druhé zobrazenie priradi prvku x € X prvok

hg(f(x))) € W.
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Na kazdej mnozine X mame definované identické zobrazenie idx : X — X, nazgyvané

tiez identita na X, také, ze
idx(z) ==z
pre kazdé x € X. Zrejme idx je bijekcia pre kazdé X, a pre lubovolné zobrazenie
f: X — Y plati
foidy = f =idy of.

Pre f: X — X kladieme f2 = fo f, f3 = fo fo f, atd. Kvoli tiplnosti definujeme
aj fl = f, f® = idx. Zobrazenie f™ nazyvame n-tou iterdciou zobrazenia f.

Ak f: X — Y je bijekcia, tak k nej inverzné zobrazenie f~!: Y — X teraz mozeme
charakterizovat rovnostami

f~ho f=idx, fofl=idy.

Citatel sim Iahko nahliadne, Ze pre Iubovolné zobrazenia f: X — Y, g: Y — Z

plati:

(a) Ak f, g st injektivne, tak aj g o f je injektivne.

(b) Ak f, g st surjektivne, tak aj g o f je surjektivne.

(c) Ak f, g st bijektivne, tak aj g o f je bijektivne.

(d) Ak go f je injektivne, tak aj f je injektivne.

(e) Ak go f je surjektivne, tak aj g je surjektivne.

(f) Ak go f je bijektivne, tak f je injektivne a g je surjektivne.

Podmienka (c) nas opraviuje zaviest pre bijekcie f: X — X aj zdporné iteracie
— —1\ " —1
=y =

Nech f: X — Y je nejaké zobrazenie a A C X. ZuZenim zobrazenia f na mnozinu
A nazyvame zobrazenie f[A: A — Y také, ze

(f 1A)(z) = f(z)
pre kazdé x € A. Obrazom mnoZiny A v zobrazeni f nazyvame mnozinu
f(A)={f(z);z e A} C Y.
Specialne, mnozinu f(X) nazyvame obrazom zobrazenia f a znacime ju
Im f = f(X) = {f(2); z € X}.

Pre f: X - Y a AC X plati Im(f[A) = f(A); zrejme f je surjekcia prave vtedy, ked
Imf=Y,
Podobne, vzorom mnoziny B CY v zobrazeni f: X — Y nazyvame mnozinu

f7H(B)={z € X; f(z) e B} C X.
Pre Tubovolné A C X, B C Y moZno jednoducho overit inklizie

ACfH(fA),  f(rY(B) CB.
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0.4. Binarne operacie

Ak X, Y, Z st mnoziny, tak zobrazenie f: X x Y — Z nazyvame bindrnou (t.j.
dvojmiestnou) operdciou na mnozindch X, Y s hodnotami v mnoZine Z. Binarne ope-
racie vicsinou oznacujeme znakmi umiestiiovanymi medzi hodnoty argumentov, ako
napr +, -, o, * a pod. Hodnotu takej operacie na dvojici prvkov z € X, y € Y potom
oznacujeme x + y, = -y (pripadne len zy), x oy, x *y a pod.

Podobnym spésobom mozno zaviest aj m-miestne operacie X; x ... x X,, — Y,
pripadne X" — Y, ¢i X™ — X pre Iubovolné celé ¢islo n > 0.

NajcastejSie budeme pracovat s bindrnymi operdciami tvaru f: X x X — X, ktoré
nazyvame jednoducho binarnymi operaciami na mnoZine X.

Binarna operacia * na mnozine X sa nazyva asoctativna, ak pre vsetky x,y,z € X
plati

rx(y*z)=(r*xy)* 2.

Asociativita operacie nam dovoluje vynechavat zatvorky a pisaf len x x y x 2. Podobne
si mozno pocinat i v pripade viacerych argumentov.
Binarna operacia * na mnozine X sa nazyva komutativna, ak pre vsetky z,y € X
plati
TxY=1Yx*T.

Prvok e € X sa nazyva neutrdlny prvok binarnej operacie * na mnozine X, ak pre
vSetky x € X plati
r*e —=exxr =2x.

Zrejme neutralny prvok operdcie * (ak existuje) je urceny jednoznacne. Keby totiz
e1,e2 € X boli dva neutralne prvky, tak nevyhnutne

€1 = €1 X g = €9.

Ak binarna operacia * na mnozine X ma neutralny prvok e a k danému prvku z € X
existuje prvok y € X taky, ze
TkY=y*xx=e€,

hovorime, Ze y je inverzny prvok k prvku x. Ak * je asociativna binarna operacia na X,
tak aj inverzny prvok k danému prvku z € X (pokial existuje) je urceny jednoznacne.
Keby totiz y1,y2 boli dva inverzné prvky k x, tak

y1=vy1xe=y1*(T*xy2) = (Y1 *T) xya = € % Yy = Y.

Napriklad pre lubovolnit mnozinu X kompozicia o je asociativna bindrna operacia na
mnozine XX vSetkych transformécii mnoziny X. Zrejme ak # X > 2, tak tato operacia
nie je komutativna. Identické zobrazenie idy € X% je neutralnym prvkom operéacie o.
K danému zobrazeniu f € XX existuje inverzny prvok prave vtedy, ked f je bijekcia;
v tom pripade je nim inverzné zobrazenie f~! € XX.

Binarnu operaciu * na kone¢nej mnozine X mozno zadat pomocou tzv. multiplika-
tivnej tabulky, ktorej stipce i riadky st oznagené prvkami mnoziny X. Do pola tabulky
leziaceho v prieseéniku z-tého riadku a y-tého stlpca vpiSeme hodnotu x * y.



0. ZAKLADNE POJMY Z LOGIKY A TEORIE MNOZIN 9

Napr. tabulkami

+1011(2(3|4 011234
010{1(2]|3|4 010{0/0(0]0
111(12(3(4]|0 110(1/2(3|4
2(12|13(4|0|1 21012413
313(4/0|1|2 (013|142
41410123 4(014(3(2]|1

st zadané dve asociativne a komutativne operacie + a - na mnozine {0, 1,2, 3,4}. Dalej
0 je neutralny prvok operacie 4+ a 1 je neutralny prvok operacie - . Navyse ku kazdému
prvku a tejto mnoziny existuje inverzny prvok vzhladom na operaciu + : k prvkom 0, 1,
2, 3, 4 st to postupne prvky 0, 4, 3, 2, 1. Pokial ide o operéaciu -, vidime, Ze k prvku 0
neexistuje inverzny prvok; k prvkom 1, 2, 3 vSak inverzné prvky existuji: su to postupne
1, 3, 2.

Komutativitu bindrnej operdcie mozno lahko nahliadnut z jej multiplikativnej ta-
bulky — prejavi sa symetriou tabulky podla hlavnej diagonaly spajajicej Tavy horny a
pravy dolny roh. Taktiez neutrdlny prvok mozno odhalif na prvy pohlad, lebo v jeho
riadku i stlpci sa zreproduje riadok resp. stipec zo zéhlavia tabulky. Ak uz poznime
neutralny prvok, mozno overit aj existenciu inverzného k danému — treba najst neutralny
prvok v riadku i v stipci daného prvku. Ak sa nam to podari pre dvojicu poli tabulky,
ktoré lezia v stlpci resp. riadku toho istého prvku, tak ide o hladany inverzny prvok.
Asociativnost, zial, tak jednoducho nahliadnuf nemozno.

0.5. Permutacie

Kym znalost predchddzajucich paragrafov je nevyhnutnym predpokladom, aby citatel
mohol zacat so Studiom kapitoly 1, tento paragraf budeme potrebovat az neskor, ked
zaCneme preberat determinanty.

Nech X je Iubovolna mnozina. Permutdciou mnoziny X rozumieme lubovolné bijek-
tivne zobrazenie o: X — X. Mnozinu vSetkych permutacii mnoziny X znacime S(X).
Ak X je kone¢nd mnozina, tak pocet prvkov mnoziny S(X) je dany znamym vztahom

#S(X) = (# X)),

kde n! =1-2-...-n je faktoridl prirodzeného ¢isla n (pritom 0! = 1! = 1).

Uvedomme si, ze transformacia f: X — X konecnej mnoziny X je injektivna prave
vtedy, ked je surjektivna. Jedna i druhd podmienka totiz hovori, Ze mnozina f(X) C X
ma rovnaky pocet prvkov ako X. Teda uz jedna z uvedenych podmienok je postacujiica
na to, aby f bola permutaciou kone¢nej mnoziny X.

Kedze zlozenie o o 7 dvoch permutéacii 0,7 € S(X) déva opdt permuticiu mnoZiny
X, kompozicia o je asociativna bindrna opericia na mnozine S(X). Lahko sa mozno
presvedcit, ze — okrem pripadu, ked # X < 2, — tato operdcia nie je komutativna. Zrej-
me idx € S(X) je neutrdlny prvok tejto operédcie a inverznym prvkom k permutécii
o € 8(X) je inverzna permutacia o~! € S(X).
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Pre X ={1,2,...,n} namiesto S(X) piSeme S,,. Permutaciu o € S,, zvyéajne zapi-

sujeme v tvare
7= <o—(11) 0(22) N a(nn)>'

Prvky mnoziny Ss, t.j. permutécie mnoziny {1, 2,3}, si mézeme predstavit ako sy-
metrie rovnostranného trojuholnika s vrcholmi oznacenymi ¢islami 1, 2, 3.

Obr. 0.1. Symetrie rovnostrannho trojuholnka

Ak si identicki permutaciu tejto mnoziny oznac¢ime ako ¢, otocenia okolo taziska

trojuholnika proti smeru resp. v smere hodinovych ruci¢iek o uhol 7/3 ako o resp. o~ !,

a osovu sumernost podla osi prechadzajtcej i-tym vrcholom a stredom protilahlej strany
ako o;, pre ¢ = 1, 2, 3, tak mnozina permutacii S3 bude pozostavat z permutécii

(1 2 3 (1 2 3 (1 2 3
=\1 2 3)° =\92 3 1) ¢ =\3 1 2/
(1 2 3 (1 2 3 (1 2 3
91=\1 3 2/ 2= \3 9 1) 9%=\2 1 3/

Multiplikativna tabulka binarnej operacie o na mnozine S3 vyzera takto:

o L o |0 01 | 02 | 03
L L o o' o1 | o2 | o3
o | oo v o3| 01| o
o 'lo' | v | 0o |oa]o3| oy
01| 01| 02 | 03 L o |07t
o2 [ o2 | o3 | o1 |[07h] ¢ Y

o3 | o5 | o1 | o2 | 0 |0 t] ¢
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Permutéciu o € §(X) nazyvame transpoziciou, ak existuju z,y € X také, ze x # y,
o(x) =y, 0(y) =z a o(z) = z pre kazdé z € X \ {z,y}. Inak povedané, transpozicia
je vymena dvoch prvkov mnoziny X.

Zrejme o1, 09,03 € S3 su transpozicie.

Z nazoru je zrejmé (dokaz je v cviceni 10), ze kazdd permutaciu o koneénej mnoziny
X mozno ziskat postupnymi vymenami dvojic prvkov, teda kazda takd permutéacia je
kompoziciou transpozicii. Tento rozklad na transpozicie nie je jednoznacny: napr. ¢ € S3
mozno zapisat ako ¢, t.j. kompoziciu 0 transpozicii, a taktiez ako . = 01001 = 09009 =
03 0 03, t.]. aspon troma dalSimi sposobmi ako kompoziciu dvoch transpozicii.

DlZkou permutdcie o koneénej mnoziny X nazveme najmensi pocet transpozicii, na
kompoziciu ktorych moZno o rozlozit, a ozna¢ime ju |o|. Samotna dlzka |o| nie je do-
lezita, vyznam ma len parita tohto cisla, t.j. vlastne vyraz sgno = (—1)‘“', ktory
nazyvame znakom, pripadne znamienkom permutdcie o.

Permutécia o kone¢nej mnoziny X sa nazyva pdrna resp. nepdrna, ak éislo |o] je
parne resp. neparne, t.j. ak jej znak je 1 resp. —1.

Z nasledujuicej vety vyplyva, Ze pri uréovani znamienka permutéacie o mézeme pouzit
jej lubovolny rozklad na transpozicie ¢ = 1 o...07; a nemusime sa staraf o to, ¢i tento
rozklad je naozaj najkratsi — pre fubovolny taky rozklad totiz plati

(-1l = (-1
0.5.1. Veta. Nech X je koneénd mnoZina. Potom pre lubovolné o, € S(X) plati
(=1)leeml = (—1)lel. (=)l

Dokaz. Zrejme staci dokazat uvedent rovnost pre pripad, ked 7 je transpozicia a X =
{1,2,...,n}.

Pre kazdé o € S, ozna¢me p(c) stéin vSetkych rozdielov tvaru o(j) — o(i), kde
1 <i < j < n.Zrejme pre vietky o € S, maju vyrazy p(o) rovnaki absolutnu hodnotu
a lisia sa nanajvys znamienkom. Toto znamienko zavisi od parity poc¢tu zapornych
¢lenov v stcine p(o). Clen o(j) — o (i) je zaporny prave vtedy, ked i < j a o (i) > o(j), —
kazdu taka dvojicu (i, j) nazyvame inverziou permutacie o. Identita idx ma 0 inverzii
ap(idy)=1""1.2""2. .(n—1t=11-2-...-(n—1)! > 0.

Staci teda dokdzat, ze pocet inverzii permutécii o a o o 7 sa lisi o neparnu hodnotu.
Nech 1 < k <l < n st tie dva prvky, ktoré vymiena transpozicia 7. Potom

o= 1 .. k .. [ ... n
S \o(1) ... ok) ... o) ... o(n))’
sor— 1 e k... l . n
~\o(l) ... o) ... ok) ... o))
Inverzie (i, j) permutacie o, v ktorych nevystupuje k ani [, st tiez inverziami permutéacie
o o 7. Inverzie, v ktorych vystupuja prvky ¢, k, a i,l, kde i # k,[, alebo obe stcasne
vzniknua alebo stcasne zaniknii v o o 7 oproti o. Koneéne, pokial (k,!) nebola inverziou

v o, stane sa nou v o o 7; pokial 1iou bola, tato inverzia v o o 7 zanikne. Teda celkovy
rozdiel poc¢tu inverzii permutacii ¢ a o o 7 je neparny.
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0.6. Ekvivalencie a rozklady

Podobne ako predosly, i tento paragraf moze Citatel zatial preskoc¢if. Jeho znalost bude
potrebna az neskor, v stvislosti s niektorymi otazkami tedrie grip. S pojmom ekviva-
lencie sa sice stretneme uz predtym, dovtedy ho vSak nebudeme systematicky vyuzivat.

Nech ~ je nejaky dvojmiestny vztah, do ktorého vstupuju prvky nejakého oboru
objektov M (tento obor moze, ale nemusi byt mnozinou). Zapisom x ~ y znacime, Ze
prvky x,y € M sa nachadzaju vo vztahu ~; ak sa z,y € M nenachadzaji v tomto
vztahu, pisSeme x £ y.

Hovorime, Ze vztah ~ je na obore M

(a) reflexivny, ak pre vsetky x € M plati x ~ x;

(b) symetricky, ak pre vSetky z,y € M plati x ~y = y ~ x;

(c) tranzitivny, ak pre vSetky x,y,z e M platiz ~y & y~z = =~ z.
Vztah ~, ktory je reflexivny, symetricky a tranzitivny na obore M, nazyvame vztahom
ekvivalencie alebo len kratko ekvivalenciou na obore M. Ekvivalencie budeme vicSinou
znaCif znakmi ~, ~, = a pod.

Kazdy vztah ekvivalencie na nejakej mnozine ¢ obore objektov M predstavuje isté
hladisko, z ktorého povazujeme niektoré prvky z M za rovnocenné, t.]j. ekvivalentné,
a iné nie. Napr. na mnozine vSetkych hracich guli¢iek v danej jamke mozno zaviest
vztah ekvivalencie, v ktorom sa nachidzaju Iubovolné dve gulicky prave vtedy, ked
maju rovnaku farbu. Vztah, v ktorom sa nachadzaju dve takéto gulicky prave vtedy,
ked maju rovnaki hmotnost, je inym prikladom ekvivalencie na tejto mnozine.

Jednym dychom vSak poznamenajme, Ze uvedené priklady neslobodno braf prilis
vazne, lebo rovnocennost sa v nich mieSa s podobnostou, — ,naozajstné“ ekvivalen-
cie predstavuju len v znacne idealizovanom pripade. S reflexivnostou a symetriou nie je
problém, v redlnom Zivote vSak zvykne zlyhat tranzitivnost. MoZeme sa napriklad zhod-
nut, ze gulicky a, b maju rovnaku farbu, a takisto maji rovnaka farbu gulicky b, c. No
farba guli¢iek a, ¢ sa ndm uz rovnakou zdat nemusi. Podobne moéZeme v ramci presnosti
nasich vah dospiet k zaveru, ze gulicky p, ¢ ako aj gulicky ¢, » maji rovnakd hmotnost.
AvSak hmotnost guli¢iek p, r sa ndm uZ vazenim moze podarit rozlisit. Lepsim pri-
kladom ekvivalencie je tak vzfah na mnozine vSetkych bankoviek danej meny, v ktorom
sa nachadzaju dve bankovky prave vtedy, ked maji rovnakd nominalnu hodnotu.

Na rozdiel od redlneho zivota sa v matematike nemusime trapit podobnymi tazkos-
tami. VSetky ekvivalencie, s ktorymi sa tu stretneme, budi mat v plnej miere vsetky
tri uvedené vlastnosti. Este jeden priklad za vSetky: vztahom

rvy & =yl

je definované ekvivalencia ,mat rovnaka absolttnu hodnotu“ na mnozine C vsetkych
komplexnych ¢isel.
Nech ~ je ekvivalencia na mnozine X. Pre x € X oznacme

T={ue X;u~uzx}

mnozinu vSetkych prvkov v € X ekvivalentnych s x, ktort nazyvame triedou alebo
blokom ekvivalencie prvku z. Zrejme pre Tubovolné x € X plati x € Z. Lahko tiez
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mozno dokazat (skuste sami), ze pre vSetky x,y € X plati
T~y & T=9 & €Y S ycr & Ny A0

Mnozinu

X/~ = {3 2 € X}

vsetkych tried ekvivalencie prvkov mnoziny X nazyvame faktorovou mnozinou mnoziny
X podla ekvivalencie ~. (Podotykame, Ze v zhode s paragrafom 0.2 sa kazda trieda &
nachddza v mnozine X/~ iba raz, i ked prvkov y € X, pre ktoré plati £ = §, mdze byt
mnoho.)

Priradenim x — & je definované surjektivne zobrazenie X — X/~ ktoré nazyvame
prirodzenou alebo tiez kanonickou projekciou mnoziny X na faktorovi mnozinu X /~.

Na faktorovi mnozinu X/~ sa mozno divat dvojakym spésobom. Jednak ako na
vysledok stotoznenia ¢i zlepenia navzajom ekvivalentnych prvkov mnoziny X; v takom
pripade sa na bloky z divame predovsetkym ako na pruvky, ktoré vznikli ,stiahnutim“
celej triedy  do jediného bodu, a vedome si nev§imame fakt, Ze st to zaroven mnoziny.
Pouzitim néazvu ,faktorovd mnozina“ naznacujeme, ze v danej chvili ddvame tomuto
pohladu prednost. Na druhej strane sa na mnozinu X/~ mozno divat ako na rozklad
mnoziny X na navzajom disjunktné neprazdne mnoziny .

Rozkladom mnoziny X nazyvame Iubovolny systém (t.j. mnozinu) jej neprazdnych
podmnozin R taky, ze kazdy prvok mnoziny X padne do prave jednej mnoziny zo sys-
tému R. Inymi slovami, systém R neprazdnych podmnozin mnoziny X je jej rozkladom
prave vtedy, ked spliia nasledujice dve podmienky:

(1) zjednotenim vSetkych mnozin A € R je celd mnozina X, t.j.
Vze X)(FAeR)(z € A);

(2) mnoziny z R st navzajom disjunktné, t.j.
(VA BER)(A#B = ANB=10).

Lahko mozno nahliadnut, ze faktorova mnozina X/~ mnoziny X podla ekvivalencie
~ je zaroven rozkladom mnoziny X, ktory je tvoreny triedami navzajom ekvivalentnych
prvkov. Taktiez naopak, kazdy rozklad R mnoziny X urcuje predpisom

rr~ry & (FAER)(v,y € A)

ekvivalenciu na mnozine X. Inak povedané, prvky z,y € X st vo vztahu ekvivalencie
urcenej rozkladom R prave vtedy, ked sa nachadzaju v tej istej (jednoznacéne urcéenej)
mnozine z tohto rozkladu. Citatelovi prenechavame, aby si samostane overil, Ze takto
definovany vztah ~gx je reflexivny, symetricky a tranzitivny, t.j. mé vSetky tri poza-
dované vlastnosti ekvivalencie, ako aj rovnost X/~r = R, t.j. Ze rozklad (faktorova
mnozina) uréeny ekvivalenciou ~% splyva s péovodnym rozkladom R.

0.6.1. Priklad. Rozklad prislichajtci k spominanej ekvivalencii x ~ y < |z| = |y| na
mnozine C je vlastne rozkladom komplexnej roviny na navzajom sustredné kruznice so
stredom v pociatku 0 a [ubovolnym polomerom r > 0 (kruznicu s nulovym polomerom
prirodzene stotoZznujeme s jej stredom).
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0.7. O matematickych dokazoch

Matematika je veda vybudovana prevazne (hoci nie vylucéne) deduktivne. To znamena,
ze v tej-ktorej matematickej tedrii vychadzame z urcitych zékladnych pojmov, ktoré
povazujeme za intuitivne jasné vdaka istym s nimi spojenym nézornym predstavam.
Dalsie pojmy potom definujeme pomocou pojmov zakladnjch alebo skor definovanych.
Zakladné pojmy oznacuju zakladné objekty, ktoré tvoria predmet nasho studia, alebo
uréité zékladné vztahy medzi nimi. Tieto objekty a vztahy st charakterizované istymi
vychodzimi tvrdeniami, ktorym hovorime aziomy. V najjednoduchsich pripadoch je
platnost axiém jasné z nézoru, ktory stoji v pozadi prislusnej tedrie. V zlozitejSich
pripadoch v8ak mozu nazorné predstavy zlyhat — vtedy sa na axiémy divame ako na
implicitné definicie zakladnych pojmov. To znamend, Ze rezignujeme na otazku, co
,naozaj“ oznacuju zakladné pojmy. Mézu oznacovat cokolvek, ¢o spliia dané axiémy —
to je vSetko, ¢o o nich predpokladame. Zisk z takéhoto pristupu spociva v univerzalnosti
matematiky — aj vysledky matematickych tedrii sa potom vztahuji na velmi réznorodé
oblasti reality. TotiZ na tie, v ktorych mozno interpretovat zakladné pojmy danej tedrie
tak, Ze su pritom splnené jej axiomy.

Pri deduktivnej vystavbe nejakej tedrie vyvodzujeme dalSie poznatky z jej axiém
logickymi prostriedkami, t.j. dokazujeme ich. Tymto dokdzanym poznatkom hovorime
vety, turdenia, lemy a dosledky, ¢im naznacujeme rozny stupen dolezitosti, ktory im pri-
pisujeme. Nazvom weta oznacujeme tie najdolezitejsie z nich, menej dolezité nazyvame
turdenitams a tvrdenia pomocného charakteru oznacujeme ako lemy. Daosledky, ako uz sa-
motny nazov napoveda, pripajame ako bezprostredné doésledky niektorych viet, tvrdeni
¢ liem, pokial ich vyznam nedosahuje troven viet. Poznamenajme, Ze toto rozdelenie
mé znacne subjektivny charakter a vyvoj ho ¢asto zvykne prekonat. Mnohé vety ¢asom
upadaju do zabudnutia, kym naopak mnohé lemy postupne nadobudaji na vyzname.

Zakladnym prostriedkom odvodzovania novych poznatkov v deduktivnej tedrii je do-
kaz. V tomto paragrafe sa velmi struéne zozndmime s hlavnymi typmi matematickych
dokazov: s priamym dokazom, s nepriamym dokazom a s dokazom sporom. Uvidime, ze
toto rozdelenie tak trochu stvisi so stratégiou vedenia prislusného dékazu. V nasledu-
juacom paragrafe sa este zoznamime s dokazom matematickou indukciou.

Vicsina matematickych tvrdeni mé tvar implikacie P = @, t.j. tvrdi sa v nich, ze
z predpokladu P vyplyva zaver (). Pritom predpoklad P je ¢asto konjunkciou nejakych
diel¢ich predpokladov, ¢ize ma tvar P; & ... & P,. Na tomto mieste sa obmedzime na
niekolko poznamok o dokazoch tvrdeni takéhoto tvaru.

0.7.1. Priamy dokaz. Pri priamom dokaze implikicie P = (@ dokazujeme (i sa
asponn pokusame dokézat) zéver ) z predpokladu P. Spociatku sa snazime dokazat
priamo zaver () z danych axiém a uz skor dokazanych tvrdeni. Postupujeme pri tom
tak daleko, ako sa len d4, pricom jednym ockom stale poskulujeme po predpoklade P, ¢i
diel¢ich predpokladoch Py, ..., P,. Vo chvili, ked uz nevieme ako dalej, siahneme po tom
z dieléich predpokladov P;, ktory nam umozni pohnit sa dopredu. Opitf postupujeme
dalej a vo vhodnej chvili zasa pouzijeme niektory diel¢i predpoklad P; (nie nevyhnutne
rozny od P;). Ak sme tspesni, nakoniec sa ndm podari dospiet k zaveru @, ¢im dokaz
kon¢i. Ak sme netspesni, musime to skusit inak, pripadne sa zamysliet nad otazkou, ¢i
spominana implikacia vobec plati.
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Moze sa stat, Ze pri nasom uspesnom dokaze sme nepouzili vsetky dielc¢ie predpoklady
Py, ..., P,, ale povedzme prvy a posledny z nich sme nepotrebovali. To znamena, ze
miesto povodného tvrdenia (P & P» & ... & P,_1 & P,) = @ sme dokézali silnejsie
tvrdenie (P & ... & P,—1) = Q.

0.7.2. Nepriamy dokaz. Pri nepriamom dokaze implikicie P = () dokazujeme
miesto nej logicky ekvivalentna tzv. transponovani implikdiciu —(Q) = —P prave opi-
sanou metédou priameho dokazu. Za tym téelom byva Gasto uzitoéné (pokial to ide)
roz¢lenit predpoklad —(@) na konjunkciu diel¢ich predpokladov Ry & ... & R,,. Ak po-
vodny predpoklad P bol konjunkciou diel¢ich predpokladov P, & ... & P,, tak jeho
negacia — P je ekvivalentna s alternativou —-P; V ... V —P,. Potom transponovana
implikacia =) = —P je logicky ekvivalentna s Tubovolnou z implikacii

(_'Q&Pl& &Pifl&PH_l& &Pn) = _|PZ'7

kde 1 < i < n. Novy zaver —P; sa, samozrejme, usilujeme vybrat ¢o najvyhodnejsie,
na ¢o neexistuje jednoznacny recept, no ¢asom sa nam azda podari nadobudnut cit,
ktorym sa budeme moct riadit.

0.7.3. Dokaz sporom. Dokaz sporom do istej miery pripomina nepriamy dokaz a
Casto sa s nim zvykne zamienat. Najmi zac¢iatoénik by mal k nemu siahnut az vtedy,
ked sa mu priamy ani nepriamy dokaz nedari, pripadne ked v nom skrsne podozrenie,
ze dokazované tvrdenie neplati. Namiesto dokazovanej implikacie P = () prijmeme
predpoklad P & —@Q, ktory je logicky ekvivalentny s jej negaciou (P = Q). Tento
predpoklad sa usilujeme doviest k sporu, ¢im sa mysli nejaky logicky absurdny zéver,
ako napr. x # x, alebo spor s niektorym z poévodnych predpokladov P, =@, pripadne
spor s niektorou z axiém alebo s niektorym zo skér dokazanych tvrdeni.

Na rozdiel od priameho alebo nepriameho dokazu, dokaz sporom nema vopred stano-
veny smer uréeny nejakym zndmym zaverom — ten by sa mal objavit az v jeho priebehu.
Ak sa ani pokus doviest k sporu predpoklad P & —(Q neskon¢i tspesSne, je namieste
pokusit sa ho dokézat, to znamené vyvratit povodna hypotézu P = Q.

0.7.4. Dokaz ekvivalencie. Niekedy sa nam moze podarit dokézat ekvivalenciu P <
QQ postupnostou logicky ekvivalentnych krokov, no to je skor vynimka nez pravidlo. Vo
vSeobecnosti si jej dokaz vyzaduje dokazat zvlast kazda z implikacii P = @, Q = P.
Pritom na kazda z nich mozno pouzit lubovolni z troch skér spominanych metéd. Casto
sa jedna z uvedenych implikacii dokazuje priamo a druhé nepriamo, teda dokaz uvedene;j
ekvivalencie pozostava napr. z priamych dékazov implikacii P = @ a =P = —Q.

V nasom kurze sa neraz stretneme s vetami, v ktorych sa tvrdi ekvivalencia viacerych
podmienok Py, ..., P,. V tom je zahrnutych n(n — 1) jednotlivych implikacii P, = P;
pre rozne i, j < n. Dokazovat ich vSetky by pre n > 3 bolo zna¢ne neefektivne a taktiez
zbytocné. Staci totiz dokazat n implikécii tvoriacich cyklus

Pa(l) = Pcr(2) = ... = Pa(n—l) = Pa(n) = Pa(1)7
kde o je Tubovolnd permutécia mnoziny indexov {1,...,n}, ktora si volime tak, aby to
bolo ¢o najvyhodnejsie.

S prikladmi vSetkych uvedenych typov dokazov sa budeme v nasom kurze neustale
stretavat.
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0.8. Matematicka indukcia a rekurzia

Mnozinu vsetkych nezédpornych celych ¢isel zna¢ime N = {0,1,2,...,} a nazyvame ju
tiez mnozinou vsetkych prirodzenych cisel.

0.8.1. Dokaz matematickou indukciou. Platnost nejakého tvrdenia P(n) pre vSet-
ky prirodzené d&isla, t.j. tvrdenie (Vn € N)P(n) sa obvykle dokazuje matematickou
indukciou. Dokaz indukciou spociva v dokaze dvoch tvrdeni: nato, aby sme dokézali, ze
kazdé prirodzené ¢islo n mé vlastnost P, stac¢i dokéazat, ze plati
1° P(0), t.j. 0 ma vlastnost P;
2° (VneN)(P(n) = P(n+1)),
t.j. ak n je lubovoIné prirodzené ¢islo, ktoré ma vlastnost P, tak aj ¢islo n+ 1 mé
vlastnost P.
Struktaru dékazu matematickou indukciou tak mozno zhrnaf do schémy

(P(0) & (Vn € N)(P(n) = P(n+1))) = (¥n € N)P(n).

Bod 2° vlastne tvrdi platnost vSetkych implikidcii P(0) = P(1), P(1) = P(2),
P(2) = P(3),.... Z bodu 1° a prvej z nich vyplyva P(1), z toho spolu s druhou
implikaciou dostavame P(2), z ¢oho pomocou tretej implikacie plynie P(3), atd.

Princip matematickej indukcie je logicky ekvivalentny so zdanlivo o¢ividnym prin-
cipom dobrého usporiadania, ktory tvrdi, Ze kazda neprazdna mnozina A C N ma
princip indukcie, predvedieme ako mozno princip indukcie z neho dokazat. Dokaz prin-
cipu dobrého usporiadania z principu indukcie prenechdvame na rozmyslenie ¢itatelovi.

Predpokladajme teda platnost principu dobrého usporiadania. Nech P je vlastnost
takd, ze plati P(0) a (Vn € N)(P(n) = P(n+1)). Oznatme A = {n € N; =P(n)}. Ak
neplati (Vn € N)P(n), tak A # (. Nech m je najmensi prvok mnoZiny A. Potom zrejme
m#0am—1¢ A, teda plati P(m — 1). No kedze P(m — 1) = P(m), plati P(m),
¢ize m ¢ A, ¢o je spor.

Z pedagogickych dovodov sa budeme (najmé spociatku) pri dokazoch indukciou od-
volavat radSej na princip dobrého usporiadania nez na princip indukcie, a tomu tiez
podriadime redakciu dokazu.

Pozndmka. (a) Niekedy je potrebné miesto poc¢iatoéného tvrdenia 1° osobitne dokazat
niekolko prvych tvrdeni P(0), P(1),..., P(k) a potom prejst k dokazu modifikovaného
tvrdenia 2°, totiz (Vn > k)(P(n) = P(n+1)).

(b) Indukciou mozno dokazovat aj tvrdenia tvaru (Vn > m)P(n), kde m je nejaké
pevné prirodzené ¢islo. Staci dokazaf mierne upravené verzie tvrdeni 1° a 2°: P(m) a
(Vn>m)(P(n) = P(n+1)).

(c) Pri dokaze indukciou mozno bod 2° nahradit tvrdenim

(VneN)((P(0) & ... & P(n)) = P(n+1)).

Inak povedané, pri dokaze zaveru P(n + 1) v bode 2° sa nemusime opierat len o pred-
poklad P(n), ale v pripade potreby moézeme ako predpoklady pouzit vSetky predché-
dzajuce tvrdenia P(0),..., P(n). Takyto dokaz indukciou sa vlastne riadi schémou

(VneN)((Vk <n)P(k) = P(n)) = (Vn € N)P(n).
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Rozmyslite si, ako je predpoklad 1°, t.j. tvrdenie P(0), uz zahrnuty v predpoklade
novej schémy pre n = 0, t.j. v tvrdeni (Vk < 0)(P(k) = P(0)). Dalej si premyslite,
ako mozno transpoziciou uvedenej implikdcie priamo dostat matematickt formuléciu
principu dobrého usporiadania.

0.8.2. Rekurzia. Princip matematickej indukcie sa pouziva nielen na dékazy tvrdeni
o prirodzenych ¢islach. Mozno ho pouzif aj na konstrukciu réznych, ¢ uz koneénych
alebo nekonec¢nych postupnosti. V takom pripade miesto indukcie budeme radsej hovo-
rit o postupnosti definovanej ¢i zostrojenej rekurziou.

Nech X je mnozina a F' je zobrazenie, ktoré kazdej konecnej postupnosti, (uspo-
riadanej n-tici) (z1,...,2,) prvkov z X (akejkolvek dlzky n € N) priradi nejaky pr-
vok F'(x1,...,x,) € X. Pomocou zobrazenia F' moZno zostrojit nekone¢nii postupnost
(an)5% o prvkov z X tak, Ze polozime

CLO:F(@)7 an+1:F(a07a'17"'7an)

pre kazdé n € N. V takom pripade, hovorime, Ze postupnost (a,,) je definovand rekurziou
pomocou zobrazenia F'.

Druht rovnost mozno samozrejme zapisat v tvare a,, = F'(ag,a1,...,a,—1) pren > 0.
TaktieZz mozno definiciu rekurziou obmedzit len na nejaky pociatoény tsek 0,1,...,n
mnoziny prirodzenych ¢isel a dostat tak rekurziou koneént postupnost (ag, a1, ..., ay).

Niekedy rekurziu zaciname nie od nuly ale od jednotky, pripadne od Iubovolného pri-
rodzeného cisla k.

Prvym ¢lenom postupnosti (a,, ) zostrojenej rekurziou pomocou zobrazenia F je prvok
ap = F(P) € X. Dalsie ¢leny potom vyzeraju takto: a1 = F(ag), az = F(ag,a1),
as = F(ap,a1,a2), ..., an = F(ag,...,an-1), any1 = F(ag,...,a,), atd.

Najcastejsie sa stretdme s pripadom, ked sa pri rekurzivnej konstrukcii ¢lena a,,41
nepouziva celd predchadzajuca ¢ast postupnosti (ag,...,a,) ale len jej posledny clen
an. Napriklad v aritmetickej postupnosti realnych cisel s pociatocnym c¢lenom ag a
diferenciou d plati a,,+1 = a, + d; podobne rekurentny vztah pre geometricki postup-
nost realnych ¢isel s po¢iatoénym ¢lenom ag a kvocientom g mé tvar a, 11 = qa,.

Inym zndmym éiselnym prikladom je tzv. Fibonacciho postupnost (¢,)52,, ktore]
rekurzivna definicia

¢o = ¢1 =1, Ont2 = Op + Pnt1

pouziva dva predchadzajice c¢leny. Rozmyslite si, ako tato definicia zapadd do nasej
vSeobecnej schémy.

0.8.3. Priklad. Bellove ¢isla st definované rekurziou

pri ktorej sa vyuzivaju vsetky predchadzajice c¢leny. Pre istotu pripominame, zZe

<n)_ n nn—1)...(n—k+1)

k) Kl(n—Fk)! k!
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oznacuje binomicky koeficient alebo kombinacné cislo udavajuce pocet vsSetkych
k-prvkovych podmnozin n-prvkovej mnoziny.
Vypodéitame niekolko pociato¢nych hodnot Bellovych ¢isel:

0 1 1
By=1 By = By=1 By = B By =2
0 ; 1 <O) 0 ; 2 (O) 0+<1) 1 ;

= Qs (o Qs G (s (-

Matematickou indukciou teraz dokazeme, ze pocet vsetkych rozkladov n-prvkovej
mnoziny (teda aj ekvivalencii na n-prvkovej mnozine) je rovny Cislu B,,. Zrejme na
prazdnej mozine existuje jediny rozklad R = (). Predpokladajme teraz, ze pre kazdé
k < n existuje prave By rozkladov k-prvkovej mnoziny. VSetky rozklady (n+1)-prvkove;j
mnoziny {0,1,...,n} mozno ziskat nasledujicim spdsobom:

(1) zvolime si Tubovolné k£ < n a Iubovolnt k-prvkovi podmnozinu A C {1,...,n} —
to pre dané k£ mozno urobit prave (Z) spOsobmi;
(2) vezmeme lubovolny rozklad R mnoziny A — ten podla indukéného predpokladu
mozno vybrat prave Bj sposobmi — a mnozinu A’ = {0,1,...,n} \ A priddme
k povodnému rozkladu R.
Zrejme sme takto ziskali nejaky rozklad R4 = R U {A’} (n + 1)-prvkovej mnozZiny
{0,1,...,n}, pricom kazdy rozklad & mnoziny {0,1,...,n} ma tvar S = R4 pre jed-
noznacne uréenu dvojicu (R, A). VSetkych rozkladov (n + 1)-prvkovej mnoziny teda je

ZZ:o (Z)Bk = B

CVICENIA
1. Pre lubovolné mnoziny X, Y st nasledujice styri podmienky ekvivalentné:
() X CY, (i) XNY = X, (i) XUY =Y, (iv) X \Y = 0.
Dokazte.
2. Vztah inkluzie je reflexivny a tranzitivny, t.j. pre lubovolné mnoziny X, Y, Z plati:
(a) X C X; M XCY&YCZ = XCZ
Dokazte. Najdite priklad dosvedcéujuci, Ze nie je symetricky.
3. NechZz=1{...,—-2,-1,0,1,2,...} oznacuje mnozinu vSetkych celych &isel. Pre kazdé 0 # n € Z

oznatme nZ = {nz; x € Z} mnozinu vSetkych celych &isel delitelnych ¢islom n. Dokazte, ze pre
IubovoIné nenulové celé ¢isla m, n plati
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(a) mZ C nZ < m je ndsobkom n;

(b) mZ =nZ < |m|=|n|;

(¢c) mZ N nZ = kZ, kde k je najmensi spoloény nasobok &isel m a n;

(d) Méze pre niektoré m, n nastat rovnost mZ NnZ = (), pripadne mZ NnZ = {0}? Zdoévodnite.

. Pre lubovolné mnoziny X, Y, Z plati

XNY =YnNX, XUY =Y UX,
XN nNnZ)=(XNnY)nZ, XUulYuZzZ)=(XUY)uZ,
XNX=X, XUX =X,
XNno=10, XUbh=X,
XN(YUZ)=(XNY)U(XNZ), XU(YNZ)=(XUY)n(XUZ),
XNX=0, X\0=X,
XNy ~X)=0, XU ~NX)=XUY,
(XNY)NZ=(X~2)Nn(Y \2), (XUY)NZ=(XN2)U(Y \2),
XN N2)=(X~Y)U(X\2), XNYUuz)=(X~\Y)N(X\2),
(X\Y)~Z=X~(YUZ), XN N2)=(X\Y)U(XnNn2Z),
(X\Y)NZ=(XnNnZ)\Y, X\Y)UZ=(XUZ)~(Y N 2).

Dokéazte. Pomenujte niektoré z uvedenych vlastnosti binadrnych operécii N, U a ~ (komutativnost,
asociativnost, ... ).

. Pre Tubovolné mnoziny X, Y, Z plati

Xx(YNZ)y=(XxY)Nn(X x 2), XxYUuZ)=(XxY)U(X x 2),
Xx(YNZ)=(XXxY)N (X x2), X x0=0.
Dokéazte. Napiste analogické vztahy distributivnosti kartezidnskeho sté¢inu vzhladom na operécie

prieniku, zjednotenia a mnozinového rozdielu pri nasobeni sprava.

Nech X, Y, Z st lubovolné mnoziny. Ndjdite ¢o najprirodzenejSiu bijekciu a k nej inverzné
zobrazenie medzi kazdou z nasledujicich dvojic mnozin (mnozina P(X) vSetkych podmnozin
mnoziny X z Casti (f) sa nazyva potenénd mnoZina mnoziny X):

(a) X XY,Y x X; (b) X x (Y x2),(X xXY)x Z;
(c) (X xY)Z, XZ x Y7, (d) X¥Y*Z, (X%

(e) Xm, X 1Lk (£) {0,1}%, P(X) = {4; AC X}
(g) XYUZ’ XY x XZ\Y; (h) XY % XZ, X(YX{O})U(ZX{l}).

Nech R oznacuje mnozinu v8etkych redlnych ¢&isel. Funkcie f,g,h: R — R st dané predpismi
f(x) = (x + 1)2, g(x) = 1 —sin2z, h(z) = e~ ®. Napiste a zjednoduste predpisy pre zlozené
funkcie fo f, fog,go f, foh,hof,goh, hog, fogoh,hogof,gofohagohof.

Nech f: X — Y, g: Y — Z st lubovolné zobrazenia. Dokdzte postupne nasledujice tvrdenia:
(a) Ak f, g st injektivne, tak aj go f je injektivne.

(b) Ak f, g st surjektivne, tak aj g o f je surjektivne.

(c) Ak f, g su bijektivne, tak aj g o f je bijektivne.

(d) Ak go f je injektivne, tak aj f je injektivne.

(e) Ak go f je surjektivne, tak aj g je surjektivne.

(f) Ak go f je bijektivne, tak f je injektivne a g je surjektivne.

Na priklade ukézte, ze v pripade (f) g nemusi byt injektivne ani f surjektivne. Co z toho vyplyva
pre pripady (d) a (e)?

Pre Tubovolné zobrazenia f: X — Y, g: Y — Z a mnoziny A C X, B C Z dokézte rovnosti:

(a) (g0 £)(A) =g(f(A)); (b) (go f)~1(B) = f~1 (g~ H(B)).

Nech f: X — Y je Iubovolné zobrazenie. Potom pre vSetky A, B C X, C, D CY plati

(a) AC B = f(A) C f(B); (b)CCD = fH(C)C YD)
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(c) fF(ANB) C f(A) N f(B); (d) f7H(CnD)=f~HC)nf~H(D);
(e) F(AUB) = f(A) U f(B); (f) f7H(CuD)=f~HC)U fFHD);
(8) F(ANB) 2 f(A) N f(B); (h) f~HC D) = fHC) ~ f~H(D);
(i) f7Hf(A) 2 4 G FF~H@) cc.

Dokéazte. Na prikladoch sa presvedcte, ze inklazie v pripadoch (c), (g), (i) a (j) nemozno zamenit
rovnostami. Ukazte, ze rovnost pre vsetky A, B C X je v Iubovolnom z pripadov (c), (g) a (i)
ekvivalentna s injektivnotou zobrazenia f. Podobne je rovnost pre kazdé C C Y v pripade (j)
ekvivalentna so surjektivnostou f.

Nech f: X — Y, g: Y — Z st bijektivne zobrazenia. Potom (g o f)~! = f~1 o g~!. Dokazte.

Odvodte z toho, ze pre kazdi permutaciu o € S,, plati |o| = |[07!| a sgno =sgno 1.

(a) Sformulujte pojmy Tavého a pravého neutralneho prvku bindrnej operécie * na mnozine X.
(b) Nech x>y = y pre vsetky z,y € X. Je tato bindrna operacia na mnozine X asociativna resp.
komutativna? N4jdite vsetky lavé a vSetky pravé neutralne prvky operécie .

(c) Predpokladajme, ze e je jedingm neutrdlnym prvkom (& uz lavym, pravym alebo oboj-
strannym) bindrnej operacie * na mnozine X. Sformulujte pojmy lavého a pravého inverzného
prvku k danému prvku z € X.

(d) Pomocou multiplikativnej tabulky najdite priklad (neasociativnej) bindrnej operacie * na
mnozine X, ktord ma jediny (obojstranny) neutrdlny prvok e, pri¢om niektory prvok a € X ma
jediny Tavy inverzny a dva rézne pravé inverzné prvky, a iny prvok b € X m4 jediny Tavy inverzny
no ziadny pravy inverzny prvok. Aké situdcie mozu este nastat? (Pozri cvi¢enie 18.)

Nech ¢ = (:1,’ i i’ ;), o= (; ;2:, i’ i) st permutécie mnoziny {1,2,3,4}. Vypocitajte permutéacie
1

o ,p T00p,PO0C,00p0 7,000 T ap ~00O0Q.

Nech 1 < i < n € N. Permutacia a € Sy, sa nazyva i-cyklus, ak na nejakej i-prvkovej mnozine

{a1,a2,...,a;} C {1,2,...,n} operuje cyklicky podla schémy a: a1 — a2 — ... — a; — a1 a
na zvysSku mnoziny {1,...,n} identicky, t.j. a(a) = a pre a € {1,...,n} ~{a1,...,a;}. Skratene
piseme a = (a1,...,a;). Dva cykly o = (a1,...,a;), 8 = (b1,...,b;j) sa nazyvaju disjunktné, ak
{a1,...,a;}N{b1,...,b;} = 0. Zrejme identickd permutéciu mozno povazovat za 1-cyklus a kazda

transpozicia je 2-cyklus. Dokézte postupne nasledujuce tvrdenia:

(a) Nech «, 8 € Sy, st dva cykly. Potom a o 8 = 8 o a prave vtedy, ked cykly «, 8 st disjunktné
alebo aspon jeden z nich je 1-cyklus.

(b) Kazd4 permutacia o € Sy, je kompoziciou disjunktnych cyklov 0 = a1 o...0 ai. Ak do
tejto kompozicie zahrnieme aj vSetky 1-cykly, tak uvedeny rozklad je urceny jednoznacne az na
poradie jednotlivych cyklov. (Ndvod: Vytvorte cyklus (1,0(1),02(1),...,0°"(1)). Na zvysku
mnoziny {1,...,n}, ak nejaky zostal, postup opakujte.)

(c) Kazdy cyklus je kompoziciou transpozicii (napr. (1,2,...,n) = (1,n)o...0(1,3)0(1,2)).
(d) Kazda permutécia o € Sy, je kompoziciou transpozicii.

(e) Dizka i-cyklu « je |a| =i — 1 a jeho znak je sgna = (—1)"~ 1.

(f) Nech 0 = aj o... 0 oy je rozklad permutacie o na disjunktné cykly, pricom «; je ij-cyklus.
Potom dlzka permutacie o je |o| = i1 + ... + i — k a jej znak je sgno = (—1)1TFTie—k Ak
uvedeny rozklad zahftia aj vietky 1-cykly, tak |o| =n — k a sgno = (—1)"F,

(a) Rozlozte kazdu z permutécii zo zadania aj vysledkov v cvi¢eni 13 na kompoziciu disjunktnych
cyklov (vratane 1-cyklov) a pre kazdu z nich uréte jej dlzku a znamienko.

(b) Spocitajte pre kazda z uvedenych permutécii pocet jej inverzii a porovnajte s jej dlzkou.
Presveddte sa, ze obe ¢isla sa nemusia rovnat, no vzdy maju rovnaka paritu.

(¢) Rozlozte permutaciu 7 = (1,3,5,7) o (1,2) 0 (2,4,6,8) o (4,5,6) € S10 na disjunkiné cykly
(vratane 1-cyklov) a uréte jej dizku a znamienko.

(a) Nech n € Z (pozri cviéenie 3). Dokézte, ze vztahom © =, y <& z—y € nZ je definovan ekvi-

valencia na mnozine Z. Tuto ekvivalenciu znacime tiez x = y mod n a nazyvame ju kongruenciou
modulo n.
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(b) Predpokladajme, ze n > 0, a ozna¢me Z, = {0,1,...,n —1} = {x € Z; 0 < z < n}. Potom
(Vx € Z)(3Az € Zyn)(x =pn z). Dokédzte. Toto jednoznacne uréené z € Z, nazyvame zvyskom po
delent cisla x Cislom n.
(c) Pre Iubovolné n € Z plati (Vz,y,u,v EZ)(z =n y & u=pnv = z+u=ny+v & zu =, yv).
(d) Ako vyzeraju triedy rozkladu mnoziny Z podla kongruencie =7
Matematickou indukciou dokazte nasledujice vzorce:
() o i=14+2+4+...+n= %n(n+1);
(b) Y71+ =1-242-34+...+n(n+1)=3n(n+1)(n+2);
() Sp_1k?2=12+4+224 . . 4n2= %n(n—l— 1)(2n + 1);
n n+1_
@) Erpd" =1+q+a*+...+¢" =T, (g#1);
(e) 22:1 sinpzr = sinz +sin2z + ... + sinna = Sm(nx/Zs)iﬁzr;(/(;)—i-l)x/z)’ (z # 2km, k € Z);
(f) Y p—ocospr = cosO+cosz + ...+ cosnz = cos(na/2)sin((n+1)x/2) = (y £ 2k, k € 7);

sin(z/2)
1+\/§ n+1_ 1_\/5 n—+1
(g) ¢’n = ( ) 2n+1(\/5 )

, (¢n st Fibonacciho ¢&isla).

(a) Priamym vypoc¢tom overte, Ze binomické koeficienty (Z) = #lk), vyhovuju rovnosti (Z) =

(,,",) a pravidlam Pascalovho trojuholnika, t.j. (3) = () = 1 a (nz_l) = (") + (%) pre
1<k<n.

(b) Ozna¢me C(n, k) pocet vSetkych k-prvkovych podmnozin n-prvkovej mnoziny. Kombinato-
rickou tivahou dokézte, ze aj tzv. kombinacné éisla C(n, k) vyhovuju pravidlam Pascalovho tro-
juholnika, t.j. C(n,0) =C(n,n) =1a C(n+1,k) =C(n,k— 1)+ C(n,k) pre 1 <k < n.

(c) Na zéklade (a) a (b) odvodte zndmy vzorec C(n, k) = (Z) Kde treba pritom pouzit matema-
ticka indukciu?

(d) Pre k > n dodefinujme (}) = C(n,k) = 0. Predpisom n * k = C(n, k) je tak definovand
bindrna operédcia na mnozine N. Je tato operacia komutativna resp. asociativna? M4 nejaky lavy
resp. pravy neutralny prvok? (Pozri cvienie 12.) Ako je to s pripadnymi lavymi ¢ pravymi

inverznymi prvkami?
(n+k)!
n! k!

(e) Rieste tlohu (d) aj pre bindrnu operaciu ne k = C(n+ k, k) = na mnozine N.

Matematickou indukciou dokézte princip dobrého usporiadania mnoziny N, podla ktorého kazdé
neprazdna podmnozina A mnoziny N mé najmensi prvok. (Ndvod: Transponujte implikaciu
(VneN)((Vk <n)P(k) = P(n)) = (Vn € N)P(n) a za P(n) dosadte vlastnost n ¢ A.)



