Program, algoritmus, funkce

Program je formZlni popis chovZEnigjak@ho systdmu (aplik&ni program, reaktivni

syst@m, operani systdm...). SkIA£dA se z popisu algoritma.

Algoritmus lze ch/Zpat jako parciZ&lIni funkci z mnoZiny vSectmoznych vstupl do mnoziny

vSech moznych vystupd.

funkce : Vstupy --+ Vystupy

Pozor, neni to definice: sice kazd@mu algoritmu odpovidZ& paiZIni funkce ze vstupl do

vystupl, ale naopak ne kaZzdou takovou funkci Ize vyjZ&dit algoritmem.

/




Algoritmus je parciZ&lIni funkce z mnoziny vstupl do mnozinyystupt, k niZ existuje

konecCny popis v urcitdm formalismu.

Timto formalismem je typicky programovaci jazyk, ale existuji i dalSi matematick@
formalismy: Turingliv stroj, RAM, lambda kalkul, kombinAbrovy kalkul,

vycisliteln@d funkce, Markovlyv algoritmus. ..

Slovo algoritmus je odvozeno ze jm@na starovek@ho persk@ho

matematika a astronoma al-Chwarezmiho (Abu ‘Abd Allah

Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi).




Funkce z mnozZiny vstupl do mnoZiny vystupll, kter@ lze vyjAffit algoritmem, se nazyvaji
rekursivneé spocetn@d

Reaktivni systdm je program, jehoz provZAeni normZAIl& nemusi konCit (napr. operacni
systdmy apod.), v obecrgjSim smyslu jsou to interaktivni programy.

Program, ktery je implementovanym algoritmem, pfi vypoctu precte vstup, zpracuje ho
(vstupni data transformuje na vystupni), vypiSe vystup a skonci.

VétSina soucasnych programu je interaktivnich, ale sou¢/Zsti vSech jsou algoritmy.



Korektnost algoritmu

In mnozina vstupnich dat

Out mnozina vystupnich dat

A :In --» Out algoritmus (na vstupu z In vypisujici vystup z Out)
@ : In — Bool vstupni podminka

1 : In X Out — Bool  vystupni podminka

Vstupni podminka ¢ urcCuje, zda dany vstupni cedaj je pro algoritmuspripustny,
vymezuje tedy jistou podmnozinu mnoziny vstupnich dat In.
Vystupni podminka 1) fikZ&, zda dany vystupni cedaj jéi neni vysledkem vypoctu

algoritmu na dan@m vstupnim cedaiji.




Vstupni podminka je unZrni predik/AEt na mnozévstupnich dat, vystupni podminka je binZrni
predikAEt na mnozinZch vstupnich a vystupnich dat.

Vystupni podminka 1) fik&, zda dany vystupni cedaj jéi neni (pro nedeterministick@ algoritmy
zda muze ¢i nemuze byt) vysledkem vypoctu algoritmu na dan@m vstupnim cedaji.



Priklad:  Algoritmus A precéte tfi Cisla a vypise je v neklesajicim pofadi; funguje
korektné pro ,mal/£" prozenACisla.
In =O0ut =% X Z X 7.,

_ 31 31 31
oA(x,y,2) =0< <27 A0<y<22AN0< 2<2
Yalx,y,z,u,v,w) = (u,v,w) € Permut(z,y,z) ANu < v < w

Pozn/Emka: Pripustime i algoritmy, kterd nen&itaji zAEdny vstup. Pro @ polozime

In = {0}.




Def: Rekneme, Ze A je konvergentni vzhledem k ¢, kdyz mnozina {x € In | ¢(z)}
je podmnozinou definiéniho oboru funkce A, tj. kdyz pro kazdou vstupni hodnotu x, pro

niz plati (), je vysledek vypottu podle algoritmu A definovZ&n (vypdet se zastavi).

Def: Rekneme, Ze A je parci/El@ korektni vzhledem k @ a 1, kdyz pro kazdou
vstupni hodnotu z z definiéniho oboru funkce A splfiujici vstupni podminku ¢ (tj. pro

kazd@x, pro néz je A(x) definov&Eno ap(x)) plati ¢ (x, A(x)).

Def: Rekneme, Ze A je tot/El@ korektni vzhledem k © a1, kdyz je konvergentni
vzhledem k ¢ a parciZlé korektni vzhledem k ¢ a 1.

Dilsledek:  Algoritmus A je totZEl& korektni vzhledem k ¢ a 1), prAEe kdyZ pro kazdou
vstupni hodnotu x splfiujici vstupni podminku vypocet podle algorimu A skon&i a jeho

vysledek splnuje i vystupni podminku.

Vstupni a vystupni podmince se tak@rik/Aspecifikace algoritmu. O totZ&l& korektnim

algoritmu pak rikZAEme, Zzevyhovuje specifikaci. /




Vypocetni paradigmata
Paradigma (vzor, pfistup, pojeti) ud&vA zplsob, jakym je algoritmus vyjAed.
VypocCetni paradigmata: — imperativni

— funkcionZ&lni

— logick@

— procedurZlni

— objektovd

— sekvencni

— paralelni




Imperativni paradigma

NeformZIni definice:

Vypocet je posloupnosti tzv. vypocetnich kroki. Vypocetni krok je realizaci instrukce
(jednoduch@ho g@ikazu) programu. Pfenos informace mezi jednotlivymi kroky vypocCtu

zprostredkov/Av/tav.

Jinak feCeno, prikazy programu jsou stavov@d transform/Ztory— (parciZlni) funkce

z mnoziny stavll do mnoziny stavu.




Pro formZlIni definici je nutno zavdst abstraktni péitac. V sekvencnim imperativnim
paradigmatu jim nejcastéji byvA Turingllv stroj nebo RAM (Random-Access Machine).

MUZe jim byt tak@ ,vysSi“ imperativni jazyk, ktery krom& elementZrnich stavovych
transformAEtori (typicky tzvpfifazovaciho prikazu) obsahuje sloZzend stavov@ transform/Ztory
realizujici sekvenci (begin-end), binZErni @tveni vypoctu (if-then-else), nfEsobn@ étveni
(case), opakovZni (while-do, for-do), apod.

Vypocetnim krokem je pak prechod mezi dvéma konfiguracemi Turingova stroje, resp.
provedeni jednd instrukce RAMu, resp. provedeni jednohoelement&rnihgofikazu.



Abstraktni pocitaCe pro imperativni programy
e Turinglyv stroj
e RAM

e (abstraktni) programovaci jazyk




TuringUv stroj
e Konecn/ZE nepr&zdn/E mnoZinasymboll — tzv. abeceda

e NekonecnApAska— spocetnZ posloupnost poliek. Kazdd poltko pZAsky obsahuje

jeden symbol abecedy, pficemz skoro vSechna poliCka obsahuji zvI£Stni symbol.
e Cteci hlava, jejiZ pozice na p/Esce je d&Enafjpozenym &islem.

e Kone¢n/E mnozinaS vnitfnich stavdl s vyznatenym polAténim stavem o a

koncovymi stavy ' C S.

e Piechodov/ funkced : S x ¥ — S x ¥ x {L,R}




RAM

e SpocetnZ posloupnostM registrll (pamétovych mist) — tzv. pamét. Kazdy registr

obsahuje cel@cislo, vzdy vSak skoro vSechny obsahuji nulu.
e Stavoc € S=NxZ"

e Koneln/Z mnozina instrukcil. Kazd/Z instrukcer € Z m/Z danou s@mantiku — funkci

L:S -——» S.

e Kone¢n/Z posloupnostP € Z™ instrukci, tzv. program




Priklad:  Vypocet faktoriZ£lu (funkcionZlni verze — Pascal)

Faktori/EInez/&porn@ho cel@héislan je éislon! =1-2-3---- - (n—1) - n.

SpeciZlé 0! = 1 (soudin nulov@ho pdtu Ciniteld).

function fact (n:Integer): Integer;

begin
if n==0 then fact:= 1 {return 1}
else fact:= n*xfact(n-1) {return nxfact(n-1)}
end

Véta:  Funkce fact konverguje vzhledem ke vstupni podmince ¢(n) =n € N.

Véta: Funkce fact je parci/le korektni vzhledem k ¢ a k vystupni podmince

Y(n, k) =k =nl

Disledek: fact je tot&le korektni vzhledem k o, 1.




Véta:  Funkce fact konverguje vzhledem ke vstupni podmince ¢(n) =n € N.

Dlkaz indukci podle nn. Pro n = 0 se vypocet zastavi; zastavi-li se vypocet pro n, zastavi se
ipron + 1.

Véta: Funkce fact je parciZl@ korektni vzhledem k ¢ a k vystupni podmince

Y(n, k) =k =nl

Diikaz opét indukci podle n. fact(0) = 1 = 0!,
Necht n > 0 a tvrzeni plati pro n — 1. Pak
fact(n) =n-fact(n—1) =n-(n — 1)! = n!, tedy tvrzeni plati i pro n.



Vypocet faktoriZ&lu (imperativni verze — Pascal)

function factorial (n:Integer): Integer;

var i, k: Integer;

begin
1 := 0;
k :=1;
while ¢ < n do
begin 1 := 1+1;
k := kxi
end;

factorial:= k {return k}

end

Véta:  Funkce konverguje vzhledem ke vstupni podmince p(n) = n € N.

Funkce je parciZLl@ korektni vzhledem k ¢ a k vystupni podmince @b(n, k) =k =nl J




Véta: Funkce factorial konverguje vzhledem ke vstupni podmince o(n) =n € N.

Dilkaz spociv/ZE v nalezentiseln@ hodnoty (z&visl@ na obsahu programovych proémnych),
kterE v ZAEdn@m okamziku vyptu nemuize byt zAEpornA& afffom pfi kazd@m prichodu &lem
cyklu klesne nejm@re o jednicku. V tomto pfikladé je touto hodnotou ¢islo 7 — ¢ a dlikaz
nezApornosti i klesZni je snadny.

Véta: Funkce factorial je parciZ&l@ korektni vzhledem k ¢ a k vystupni podmince

Y(n, k) =k =nl

Dlkaz spociv& v nalezeni mezilehlych podminek, zejm@na invariantuyklu while. Invariant
cyklu v misté testovZEni podminky jek = 2! A 0 <1 < n.



~

je mezilehl&£ podminka, kter/Z je spma v dan@m boce vypoctu podle algoritmu Invariant

Invariant cyklu

cykluv kazd@m prlichodu cyklem.

V nasem pfikladé bude invariantem cyklu while podminka k = 2! A 0 < 7 < n a bude
se vztahovat k mistu testov4ni podminky cyklu. Dikaz parciEIni korektnosti funkce

factorial se rozlozi do krok:

1. Plati-li na zac“:/Etku,p(n), pak po provedeni cevodnich pifazeni bude splnén invariant

cyklu.

2. Je-li v néjak@m okamziku splrén invariant cyklu a provede se télo cyklu, pak po jeho

provedeni bude opét splnén invariant.

3. Je-li splnén invariant cyklu a neni splnéna podminka cyklu, pak je splnéna mezilehl &

/

podminka za cyklem, tedy ¥ (n, k).




Pro mista v algoritmu lezici mezi prikazy stanovime tzv. mezilehl@ podminky. Podminka na
zat/Atku budep(n ), podminka na konci bude 1 (n, k). Z ostatnich bodd v algoritmu pro
diikaz parciZlIni korektnosti obvykle st&i vybrat jen vyznacnZ mista, v nichz se stav vypaétu
vyznamné méni. Takovymi misty jsou body uvnitf cykll, napfiklad na jejich zac/Ztku.
MezilehlZ£ podminka pro misto uvnit cyklu se nazyvAnvariant cyklu.



~

Priklad:  Algoritmus umocnhov/ZnKisla na prirozeny exponent (funkcionZlni verze —

Pascal)

function pow (z:Real; n:Integer): Real;
{ Predpoklada se z>0, n>0 }
begin
if n==0 then pow :=1
else pow := z * pow(z,n-1)

end

Veta: Funkce pow konverguje vzhledem ke vstupni podmince
o(z,n)=z€RneN z>0.

Dlikaz: Klesajici hodnotou je zde exponent.

Véta: Funkce pow je parciZle korektni vzhledem ke vstupni podmince ¢ a k vystupni

podmince ¥ (z,n,r) = r = 2". Y




Dlkaz véty: Indukci podle exponentu.



~

Pfiklad:  Algoritmus umocnovZncisla plilenim exponentu (imperativni verze — Pascal)

function power (z:Real; m:Integer): Real;
{ Pfedpoklada se z>0, n>0 }
var y,r:Real; k:Integer;
begin
k := n;
y = 2;
r := 1;
while k > 0 do
begin
if odd(k) then r :=r * y;
k := k div 2;

y := sqr(y)
end ;
power = r

end | J//




Véta: Funkce power konverguje vzhledem ke vstupni podmince
o(z,n)=ze€RneN, z>0.

Dlkaz: Klesajici hodnotou je zde exponent. KlesZni je tenbkrZ&t rychlejsi nez

v predchZEzejicim piklade, ale pro k > 0 je vZdy ostr@.

Veta: Funkce power je parciZle korektni vzhledem ke vstupni podmince ¢ a

k vystupni podmince ¢ (z,n,r) =1 = 2".

Invariantt r-y*=2" A k>0




Veta: Funkce power konverguje vzhledem ke vstupni podmince
o(z,n)=z€RneN z>0.

Dilkaz: Klesajici hodnotou je zde exponent. KlesZ&ni je tenbkr4&t rychlejsi nez
v predch/ZEzejicim pikladé, ale pro k > 0 je vzdy ostrd.

Véta: Funkce power je parci/le korektni vzhledem ke vstupni podmince ¢ a k vystupni
podmince ¥(z,n,r) =r = z".

Dlkaz: Invariant cyklu while, ktery plati vzdy v okamziku testov/ZEni podminky cykluk > 0), je

r-y*=2" ANk>0
Po posledni iteraci plati tento invariant v konjunkci spolu s negaci podminky cyklu
(—l(k > O)). Z t@to konjunkce vyplyvA = 2", pfitemz r je vyslednZ hodnota funkce
power. Plati tedy i vystupni podminka (z, n, power (z,n) ).



Priklad:  Algoritmus razeni vklZAEdAnim (imperativni verze — Pascal)

1 const MAX = 999;
2 type Elem = Integer;
3 Posl = array [1..MAX] of Elem;

4  procedure iInsSort (n:Integer; var A:Posl);

5 var i, j : Integer; x : Elem;
6 begin

7 for i := 2 to n do

8 begin

9 x := A[il; j := i-1;
10 while (j>0) && (A[jl>x) do
11 begin

12 A[j+1]1 := A[j];

13 j = j-1

14 end;

15 A[j+1] :=x

16 end

17 end




Véta: Algoritmus 1InsSort je tot&El@ korektni vzhledem k podminkAEm

w(n, A) posloupnost A je neprEzdn/£E a > 1 je jeji dDlka

p(n, A, A')

posloupnost A’ je permutaci posloupnosti A a je neklesajici




Véta: Necht Z* oznaluje mnoZinu vdech kone&nych celo&iselnych posloupnosti,
In =N x Z*,0ut = Z*. Necht p(n, A) =n > 1A |A| = n,

Y(n, A, A") = A" € Permut(A) A Vi, j,1 <i < j <nAj <A

Pak iInsSort je tot&l@ korektni vzhledem k podmink£Emp, ).

Dilkaz rozlozime na dlkaz konvergence a parciZ&Ini korektosti.
Lemma: Algoritmus 1InsSort je konvergentni vzhledem k .

Dlkaz: Vnéjsi cyklus for vzdy skonéi, protoze je vzdy predem dZ&n pevny paéet jeho
opakovZnif — 1). Vnitfni cyklus while se provZdi jen kdyzj > 0. Ale pfi kazd@m prlichodu
telem tohoto cyklu hodnota proménn@ j klesne. To znamen/E, Ze cyklus while se provede
kone¢nékr/Et (nejvyse(i — 1)-kr/Et).

Lemma: Algoritmus iInsSort je parciZ£lé korektni vzhledem k podminkZEmp, 1.



Dlkaz: Vstupni posloupnost oznaéme (al, Cee an), obsah pole A (v dan@m stavu vypcditu)
oznatme (A1,...,An).

Invariantem vnéjSiho cyklu for (splnénym vzdy na zaC/Ztku tohoto cyklu) je podminka

A1 <A <. <A, 1 A (Al, e 7Ai—1) < Permut(al, .. .,ai_l) N A; =

a;, ..., A, = a,, takze po poslednim prlichodu cyklem for plati 41 < Ay < ... < A4,,.
Invariantem vnitfniho cyklu while (opét splnénym vzdy na zaC/Ztku cyklu) je podminka
A< <A 1 <A =411 <A< <

A; N (Al, ce ,Aj, a;, Aj_|_2, ce 7142) c Permut(al, e ,ai)

(Dlkaz, zZe jde skute¢né o invarianty, je snadny.)



FunkcionZlni paradigma

NeformZlIni definice:
Vypocet je posloupnosti tzv. redukénich krokl, z nichz kazdy je element&rni cepravou

programu (vyrazu). Vysledkem vypocCtu je hodnota, kterou uz nelze dZle zjednodusit.

D@lka vypditu je pak d@lkou t@to posloupnosti, tj. péet redukénich krokll vedoucich
k vysledku.

Pro form/ZlIni definici je nutno zav@st formAlIni kalkul. Ve fkaion/AInim paradigmatu jim

nejCasteji byv/A jazyk vych/Zzejici z lambda kalkulu funkcion/ZEIni jazyk




Priklad:  Funkce maxim najde nejvétsi Cislo z konecn@ho neprAEzdn@ho seznamdéis
maxim [x] = X
maxim (x:y:s) = 1if x>y then maxim (x:s)

else maxim (y:s)

maxim [4,3,5,1]

~>

~>

$

i

i

$

$

i

if 4>3 then maxim [4,5,1] else maxim [3,5,1]

if True then maxim [4,5,1] else maxim [3,5,1]

maxim [4,5,1]
if 4>5 then maxim [4,1] else maxim [5,1]

if False then maxim [4,1] else maxim [5,1]
maxim [5,1]
if 5>1 +then maxim [5] else maxim [1]

if True then maxim [5] else maxim [1]

maxim [5]

~

el




Priklad:  Algoritmus razeni vklZAEdAnim (funkcionZlIni verze — Haskell)

fInsSort [] =[]
fInsSort (x:s)

where ins x [] = [x]

ins x (fInsSort s)

ins x (y:t) = if x<=y then x:(y:t)
else y:(ins x t)

Necht In = Out je mnozina vSech seznamu (posloupnosti) celych &isel,
©(s) = s je konetny,
Y(s,t) = ,tje permutaci seznamu s a t je neklesajici*.

Véta: AlgoritmusPak £ InsSort je totZ&lé korektni vzhledem k ¢, ).

Pozn/Emka: V Haskellu Ize definici zapsat i kratCeji:
fInsSort = foldr ins [].




Véta: AlgoritmusPak f InsSort je tot&le korektni vzhledem k ¢, 1.

Dlkaz: Necht s je koneény seznam d@lkyn. Konvergence obou funkci se uk&ze indukci pes
ddlku seznamu.

PFi dikazu parciZIni korektnosti vyjdeme z vlastnosti funke ins: Je-li seznam u neklesajici,
pak ins Yy u je neklesajici permutace seznamu y : u. Zbytek indukci pres d@lku seznamus.



