
Program, algoritmus, funkce

Program je formÆlní popis chovÆní ňejakØho systØmu (aplikǎcní program, reaktivní

systØm, operǎcní systØm. . . ). SklÆdÆ se z popisu algoritmů.

Algoritmus lze chÆpat jako parciÆlní funkci z množiny všechmožných vstupů do množiny

všech možných výstupů.

funkce : Vstupy 9 9 KVýstupy

Pozor, není to definice: sice každØmu algoritmu odpovídÆ parciÆlní funkce ze vstupů do

výstupů, ale naopak ne každou takovou funkci lze vyjÆďrit algoritmem.
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Algoritmus je parciÆlní funkce z množiny vstupů do množinyvýstupů, k níž existuje

konečný popis v určitØm formalismu.

Tímto formalismem je typicky programovací jazyk, ale existují i další matematickØ

formalismy: Turingův stroj, RAM, lambda kalkul, kombinÆtorový kalkul,

vyčíslitelnØ funkce, Markovův algoritmus . . .

Slovo algoritmus je odvozeno ze jmØna starov̌ekØho perskØho

matematika a astronoma al-Chwarezmího (Abū ‘Abd Allāh

Muh. ammad ibn Mūsā al-Khwārizmı̄).
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Funkce z množiny vstupů do množiny výstupů, kterØ lze vyjÆdřit algoritmem, se nazývají

rekursivně spočetnØ.

Reaktivní systØm je program, jehož provÆďení normÆlňe nemusí končit (např. operační

systØmy apod.), v obecňejším smyslu jsou to interaktivní programy.

Program, který je implementovaným algoritmem, při výpočtu přečte vstup, zpracuje ho

(vstupní data transformuje na výstupní), vypíše výstup a skončí.

Většina současných programů je interaktivních, ale součÆstí všech jsou algoritmy.



Korektnost algoritmu

In množina vstupních dat

Out množina výstupních dat

A : In 9 9 KOut algoritmus (na vstupu z In vypisující výstup z Out)

' : In ! Bool vstupní podmínka

 : In� Out ! Bool výstupní podmínka

Vstupní podmínka ' určuje, zda daný vstupní œdaj je pro algoritmuspřípustný,

vymezuje tedy jistou podmnožinu množiny vstupních dat In.

Výstupní podmínka  říkÆ, zda daný výstupní œdaj jěci není výsledkem výpočtu

algoritmu na danØm vstupním œdaji.
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Vstupní podmínka je unÆrní predikÆt na množiňe vstupních dat, výstupní podmínka je binÆrní

predikÆt na množinÆch vstupních a výstupních dat.

Výstupní podmínka  říkÆ, zda daný výstupní œdaj jěci není (pro nedeterministickØ algoritmy

zda může či nemůže být) výsledkem výpočtu algoritmu na danØm vstupním œdaji.



Příklad: Algoritmus A přečte tři čísla a vypíše je v neklesajícím pořadí; funguje

korektně pro „malÆ“ p̌rirozenÆčísla.

In = Out = Z � Z � Z ,

'

A

(x; y; z) � 0 � x < 2

31

^ 0 � y < 2

31

^ 0 � z < 2

31

 

A

(x; y; z; u; v; w) � (u; v; w) 2 Permut(x; y; z) ^ u � v � w

PoznÆmka: Připustíme i algoritmy, kterØ nenǎcítají žÆdný vstup. Pro ňe položíme

In = f;g.
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Def: Řekneme, že A je konvergentní vzhledem k ', když množina fx 2 In j '(x)g

je podmnožinou definičního oboru funkce A, tj. když pro každou vstupní hodnotu x, pro

niž platí '(x), je výsledek výpočtu podle algoritmu A definovÆn (výpǒcet se zastaví).

Def: Řekneme, že A je parciÆlňe korektní vzhledem k ' a  , když pro každou

vstupní hodnotu x z definičního oboru funkce A splňující vstupní podmínku ' (tj. pro

každØx, pro něž je A(x) definovÆno a'(x)) platí  (x;A(x)).

Def: Řekneme, že A je totÆlňe korektní vzhledem k ' a  , když je konvergentní

vzhledem k ' a parciÆlňe korektní vzhledem k ' a  .

Důsledek: Algoritmus A je totÆlňe korektní vzhledem k ' a  , prÆv̌e když pro každou

vstupní hodnotu x splňující vstupní podmínku výpočet podle algorimu A skončí a jeho

výsledek splňuje i výstupní podmínku.

Vstupní a výstupní podmínce se takØříkÆspecifikace algoritmu. O totÆlňe korektním

algoritmu pak říkÆme, ževyhovuje specifikaci.
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Výpočetní paradigmata

Paradigma (vzor, přístup, pojetí) udÆvÆ způsob, jakým je algoritmus vyjÆdřen.

Výpočetní paradigmata: – imperativní

– funkcionÆlní

– logickØ

– procedurÆlní

– objektovØ

– sekvenční

– paralelní

...
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Imperativní paradigma

NeformÆlní definice:

Výpočet je posloupností tzv. výpočetních kroků. Výpočetní krok je realizací instrukce

(jednoduchØho p̌ríkazu) programu. Přenos informace mezi jednotlivými kroky výpočtu

zprostředkovÆvÆstav.

Jinak řečeno, příkazy programu jsou stavovØ transformÆtory— (parciÆlní) funkce

z množiny stavů do množiny stavů.
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Pro formÆlní definici je nutno zavØst abstraktní pǒcítač. V sekvenčním imperativním

paradigmatu jím nejčastěji bývÆ Turingův stroj nebo RAM (Random-Access Machine).

Může jím být takØ „vyšší“ imperativní jazyk, který kromě elementÆrních stavových

transformÆtorů (typicky tzv.přiřazovacího příkazu) obsahuje složenØ stavovØ transformÆtory

realizující sekvenci (begin-end), binÆrní v̌etvení výpočtu (if-then-else), nÆsobnØ v̌etvení

(case), opakovÆní (while-do, for-do), apod.

Výpočetním krokem je pak přechod mezi dvěma konfiguracemi Turingova stroje, resp.

provedení jednØ instrukce RAMu, resp. provedení jednohoelementÆrníhopříkazu.



Abstraktní počítače pro imperativní programy

� Turingův stroj

� RAM

� (abstraktní) programovací jazyk
...
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Turingův stroj

� KonečnÆ neprÆzdnÆ množina� symbolů — tzv. abeceda

� NekonečnÆpÆska— spočetnÆ posloupnost polí̌cek. KaždØ polí̌cko pÆsky obsahuje

jeden symbol abecedy, přičemž skoro všechna políčka obsahují zvlÆštní symbolt.

� Čtecí hlava, jejíž pozice na pÆsce je dÆna přirozeným číslem.

� KonečnÆ množinaS vnitřních stavů s vyznačeným počÆtěcním stavem �

0

a

koncovými stavy F � S.

� PřechodovÆ funkceÆ : S � �! S � �� fL; Rg
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RAM

� SpočetnÆ posloupnostM registrů (pamět’ových míst) — tzv. pamět’. Každý registr

obsahuje celØčíslo, vždy však skoro všechny obsahují nulu.

� Stav � 2 S = N � Z

�

� KonečnÆ množina instrukcíI . KaždÆ instrukce� 2 I mÆ danou sØmantiku — funkci

� : S 9 9 KS.

� KonečnÆ posloupnostP 2 I

� instrukcí, tzv. program
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Příklad: Výpočet faktoriÆlu (funkcionÆlní verze – Pascal)

FaktoriÆlnezÆpornØho celØhǒcísla n je číslo n! = 1 � 2 � 3 � � � � � (n� 1) � n.

SpeciÆlňe 0! = 1 (součin nulovØho pǒctu činitelů).

funtion fat (n:Integer): Integer;

begin

if n==0 then fat:= 1 {return 1}

else fat:= n*fat(n-1) {return n*fat(n-1)}

end

Věta: Funkce fat konverguje vzhledem ke vstupní podmínce '(n) � n 2 N .

Věta: Funkce fat je parciÆlňe korektní vzhledem k ' a k výstupní podmínce

 (n; k) � k = n!.

Důsledek: fat je totÆlňe korektní vzhledem k ',  .
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Věta: Funkce fat konverguje vzhledem ke vstupní podmínce '(n) � n 2 N .

Důkaz indukcí podle n. Pro n = 0 se výpočet zastaví; zastaví-li se výpočet pro n, zastaví se

i pro n+ 1.

Věta: Funkce fat je parciÆlňe korektní vzhledem k ' a k výstupní podmínce

 (n; k) � k = n!.

Důkaz opět indukcí podle n. fat(0) = 1 = 0!.

Necht’ n > 0 a tvrzení platí pro n� 1. Pak

fat(n) = n � fat(n� 1) = n � (n� 1)! = n!, tedy tvrzení platí i pro n.



Výpočet faktoriÆlu (imperativní verze – Pascal)

funtion fatorial (n:Integer): Integer;

var i, k: Integer;

begin

i := 0;

k := 1;

while i < n do

begin i := i+1;

k := k*i

end;

fatorial:= k {return k}

end

Věta: Funkce konverguje vzhledem ke vstupní podmínce '(n) � n 2 N .

Funkce je parciÆlňe korektní vzhledem k ' a k výstupní podmínce  (n; k) � k = n!.
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Věta: Funkce fatorial konverguje vzhledem ke vstupní podmínce '(n) � n 2 N .

Důkaz spočívÆ v nalezení̌císelnØ hodnoty (zÆvislØ na obsahu programových prom̌enných),

kterÆ v žÆdnØm okamžiku výpočtu nemůže být zÆpornÆ a přitom při každØm průchodu ťelem

cyklu klesne nejmØňe o jedničku. V tomto příkladě je touto hodnotou číslo n� i a důkaz

nezÆpornosti i klesÆní je snadný.

Věta: Funkce fatorial je parciÆlňe korektní vzhledem k ' a k výstupní podmínce

 (n; k) � k = n!.

Důkaz spočívÆ v nalezení mezilehlých podmínek, zejmØna invariantu cyklu while. Invariant

cyklu v místě testovÆní podmínky jek = i! ^ 0 � i � n.



Invariant cyklu

je mezilehlÆ podmínka, kterÆ je splňena v danØm boďe výpočtu podle algoritmu Invariant

cykluv každØm průchodu cyklem.

V našem příkladě bude invariantem cyklu while podmínka k = i! ^ 0 � i � n a bude

se vztahovat k místu testovÆní podmínky cyklu. Důkaz parciÆlní korektnosti funkce

fatorial se rozloží do kroků:

1. Platí-li na začÆtku'(n), pak po provedení œvodních p̌riřazení bude splněn invariant

cyklu.

2. Je-li v nějakØm okamžiku splňen invariant cyklu a provede se tělo cyklu, pak po jeho

provedení bude opět splněn invariant.

3. Je-li splněn invariant cyklu a není splněna podmínka cyklu, pak je splněna mezilehlÆ

podmínka za cyklem, tedy  (n; k).
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Pro místa v algoritmu ležící mezi příkazy stanovíme tzv. mezilehlØ podmínky. Podmínka na

začÆtku bude'(n), podmínka na konci bude  (n; k). Z ostatních bodů v algoritmu pro

důkaz parciÆlní korektnosti obvykle stǎcí vybrat jen význačnÆ místa, v nichž se stav výpǒctu

významně mění. Takovými místy jsou body uvnitř cyklů, například na jejich začÆtku.

MezilehlÆ podmínka pro místo uvniťr cyklu se nazývÆinvariant cyklu.



Příklad: Algoritmus umocňovÆní̌císla na přirozený exponent (funkcionÆlní verze –

Pascal)

funtion pow (z:Real; n:Integer): Real;

{ P°edpokládá se z>0, n�0 }

begin

if n==0 then pow := 1

else pow := z * pow(z,n-1)

end

Věta: Funkce pow konverguje vzhledem ke vstupní podmínce

'(z; n) � z 2 R ; n 2 N ; z > 0.

Důkaz: Klesající hodnotou je zde exponent.

Věta: Funkce pow je parciÆlňe korektní vzhledem ke vstupní podmínce ' a k výstupní

podmínce  (z; n; r) � r = z

n.
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Důkaz věty: Indukcí podle exponentu.



Příklad: Algoritmus umocňovÆní̌císla půlením exponentu (imperativní verze – Pascal)

funtion power (z:Real; n:Integer): Real;

{ P°edpokládá se z>0, n�0 }

var y,r:Real; k:Integer;

begin

k := n;

y := z;

r := 1;

while k > 0 do

begin

if odd(k) then r := r * y;

k := k div 2;

y := sqr(y)

end;

power := r

end
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Věta: Funkce power konverguje vzhledem ke vstupní podmínce

'(z; n) � z 2 R ; n 2 N ; z > 0.

Důkaz: Klesající hodnotou je zde exponent. KlesÆní je tentokrÆt rychlejší než

v předchÆzejícím p̌ríkladě, ale pro k > 0 je vždy ostrØ.

Věta: Funkce power je parciÆlňe korektní vzhledem ke vstupní podmínce ' a

k výstupní podmínce  (z; n; r) � r = z

n.

Invariant: r � y

k

= z

n

^ k � 0
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Věta: Funkce power konverguje vzhledem ke vstupní podmínce

'(z; n) � z 2 R ; n 2 N ; z > 0.

Důkaz: Klesající hodnotou je zde exponent. KlesÆní je tentokrÆt rychlejší než

v předchÆzejícím p̌ríkladě, ale pro k > 0 je vždy ostrØ.

Věta: Funkce power je parciÆlňe korektní vzhledem ke vstupní podmínce ' a k výstupní

podmínce  (z; n; r) � r = z

n.

Důkaz: Invariant cyklu while, který platí vždy v okamžiku testovÆní podmínky cyklu (k > 0), je

r � y

k

= z

n

^ k � 0

Po poslední iteraci platí tento invariant v konjunkci spolu s negací podmínky cyklu

(:(k > 0)). Z tØto konjunkce vyplývÆr = z

n, přičemž r je výslednÆ hodnota funkce

power. Platí tedy i výstupní podmínka  (z; n; power(z,n)).



Příklad: Algoritmus řazení vklÆdÆním (imperativní verze – Pascal)

1 onst MAX = 999;

2 type Elem = Integer;

3 Posl = array [1..MAX℄ of Elem;

4 proedure iInsSort (n:Integer; var A:Posl);

5 var i, j : Integer; x : Elem;

6 begin

7 for i := 2 to n do

8 begin

9 x := A[i℄; j := i-1;

10 while (j>0) && (A[j℄>x) do

11 begin

12 A[j+1℄ := A[j℄;

13 j := j-1

14 end;

15 A[j+1℄ := x

16 end

17 end
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Věta: Algoritmus iInsSort je totÆlňe korektní vzhledem k podmínkÆm

'(n;A) � posloupnost A je neprÆzdnÆ an � 1 je její dØlka

 (n;A;A

0

) � posloupnost A0 je permutací posloupnosti A a je neklesající
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Věta: Necht’ Z� označuje množinu všech konečných celočíselných posloupností,

In = N � Z

� ,Out = Z

� . Necht’ '(n;A) � n � 1 ^ jAj = n,

 (n;A;A

0

) � A

0

2 Permut(A) ^ 8i; j; 1 � i < j � n:A

0
i

� A

0
j

,

Pak iInsSort je totÆlňe korektní vzhledem k podmínkÆm',  .

Důkaz rozložíme na důkaz konvergence a parciÆlní korektnosti.

Lemma: Algoritmus iInsSort je konvergentní vzhledem k '.

Důkaz: Vnější cyklus for vždy skončí, protože je vždy předem dÆn pevný pǒcet jeho

opakovÆní (n� 1). Vnitřní cyklus while se provÆdí jen kdyžj > 0. Ale při každØm průchodu

tělem tohoto cyklu hodnota proměnnØj klesne. To znamenÆ, že cyklus while se provede

konečněkrÆt (nejvýše(i� 1)-krÆt).

Lemma: Algoritmus iInsSort je parciÆlňe korektní vzhledem k podmínkÆm',  .



Důkaz: Vstupní posloupnost označme (a
1

; : : : ; a

n

), obsah pole A (v danØm stavu výpǒctu)

označme (A
1

; : : : ; A

n

).

Invariantem vnějšího cyklu for (splněným vždy na začÆtku tohoto cyklu) je podmínka

A

1

� A

2

� � � � � A

i�1

^ (A

1

; : : : ; A

i�1

) 2 Permut(a
1

; : : : ; a

i�1

) ^ A

i

=

a

i

; : : : ; A

n

= a

n

, takže po posledním průchodu cyklem for platí A
1

� A

2

� : : : � A

n

.

Invariantem vnitřního cyklu while (opět splněným vždy na začÆtku cyklu) je podmínka

A

1

� � � � � A

j�1

� A

j

= A

j+1

� A

j+2

� � � � �

A

i

^ (A

1

; : : : ; A

j

; a

i

; A

j+2

; : : : ; A

i

) 2 Permut(a
1

; : : : ; a

i

)

(Důkaz, že jde skutečně o invarianty, je snadný.)



FunkcionÆlní paradigma

NeformÆlní definice:

Výpočet je posloupností tzv. redukčních kroků, z nichž každý je elementÆrní œpravou

programu (výrazu). Výsledkem výpočtu je hodnota, kterou už nelze dÆle zjednodušit.

DØlka výpǒctu je pak dØlkou tØto posloupnosti, tj. pǒcet redukčních kroků vedoucích

k výsledku.

Pro formÆlní definici je nutno zavØst formÆlní kalkul. Ve funkcionÆlním paradigmatu jím

nejčastěji bývÆ jazyk vychÆzející z lambda kalkulu —funkcionÆlní jazyk.
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Příklad: Funkce maxim najde největší číslo z konečnØho neprÆzdnØho seznamǔcísel

maxim [x℄ = x

maxim (x:y:s) = if x>y then maxim (x:s)

else maxim (y:s)

maxim [4,3,5,1℄

 if 4>3 then maxim [4,5,1℄ else maxim [3,5,1℄

 if True then maxim [4,5,1℄ else maxim [3,5,1℄

 maxim [4,5,1℄

 if 4>5 then maxim [4,1℄ else maxim [5,1℄

 if False then maxim [4,1℄ else maxim [5,1℄

 maxim [5,1℄

 if 5>1 then maxim [5℄ else maxim [1℄

 if True then maxim [5℄ else maxim [1℄

 maxim [5℄

 5
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Příklad: Algoritmus řazení vklÆdÆním (funkcionÆlní verze – Haskell)

fInsSort [℄ = [℄

fInsSort (x:s) = ins x (fInsSort s)

where ins x [℄ = [x℄

ins x (y:t) = if x<=y then x:(y:t)

else y:(ins x t)

Necht’ In = Out je množina všech seznamů (posloupností) celých čísel,

'(s) � s je konečný,

 (s; t) � „t je permutací seznamu s a t je neklesající“.

Věta: AlgoritmusPak fInsSort je totÆlňe korektní vzhledem k ',  .

PoznÆmka: V Haskellu lze definici zapsat i kratčeji:

fInsSort = foldr ins [℄ .
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Věta: AlgoritmusPak fInsSort je totÆlňe korektní vzhledem k ',  .

Důkaz: Necht’ s je konečný seznam dØlkyn. Konvergence obou funkcí se ukÆže indukcí p̌res

dØlku seznamu.

Při důkazu parciÆlní korektnosti vyjdeme z vlastnosti funkce ins: Je-li seznam u neklesající,

pak ins y u je neklesající permutace seznamu y:u. Zbytek indukcí přes dØlku seznamus.


