Slozitost

Slozitost algoritmu vyjadfuje nZ&r@nost algoritmu na rizn@ zdroje v prik&hu vypodtu:
¢as vypoctu, velikost paméti, pocet procesorll apod. Podle toho rozliSujeme riizn@miry

slozitosti.
Miry slozitosti: — Casov/AE
— prostorov/Z (panetov/A)

— procesorov/A (hardwarovA)

Pro definici Casovd resp. prostorovd slozitosti zavedeme pojmyddlka vypatu resp.
mnoZstvi vypoctem spotfebovan@ paneti. K presn@ definici obou pojmi viak

potfebujeme tzv. vypocetni model. Jeho definice zAEvisi navypoCetnim paradigmatu.




Napfiklad pro Turingdv stroj d@lkou vypdsitu pocet vypocetnich krokd, tj. vnitfnich prfechodd.
Pro RAM je to pocCet provedenych instrukci. Pro funkcionZlni jazyk je to paet jednokrokovych
redukci.

Slozitost probl@muje je zavedena jako slozitost optimZlniho algoritmueSiciho tento probl@m.
Na fedeni n&jak@ho probldmu mdZeme pouzit mnoho réiznych algoritmé Casovou sloZitosti
probl@mu pak rozumimecasovou slozitost algoritmu, ktery fesi dany probl@dm (i na
,nejpomalejSich datech®) nejrychleji. Prostorovou slozitosti probldmu rozumime prostorovou
slozitost algoritmu, ktery feSi dany probl@m (i na nejm@e priznivych datech) v nejmensi
pameti apod.



Priklad:
e Re3ime probl@m: sdadit vzestupné n-prvkovou posloupnost celych &isel.
e K feSeni pouzijeme algoritmus fazeni vklIAdZAnim.

e NasSe konkr@tni posloupnosti, kter@ budou vstupem, jsou3, 6,9, ..., 3n (ij. jsou uz

sefazen@).
RozliSujeme tfi pojmy:
® Casovou slozitost probldmu

e Casovou slozitost algoritmu

e dJdlku vypctu




D@lka vypditu algoritmem iInsSort na rostouci posloupnosti d@lkyn je 61 — 4 (tolik se
provede vypocetnich kroku).

Casov/E slozitost algoritmui InsSort je vyj&Edena kvadratickym polynomem an® + bn + C,
jak pozdeéji uvidime. Je tedy vetSi nez d@lka vypcttu na naSich (pfiznivych) datech. Na jinych
posloupnostech d@lkyn stejny algoritmus strAvicasu vice. V nejhorSim pripade az
kvadraticky mnoho, proto je ¢asov/Z slozitost algoritmurazeni vklIAEdZAnim kvadratick 4.

Casov/E sloZitost probl@mu vzestupn@ho $azeni posloupnosti je viak lepsi neZ kvadratickE:
existuji algoritmy, kter@dn-prvkovou posloupnost sefadi v Case ¢ n log n (¢ je konstanta), a to

| v nejhorSim pripadé (tj. i pro ,nejzlomysingji zadan@* vstupni posloupnosti). Proto jeCasov/
slozitost probldmurazeni vyj/Edena funkci ¢ n log n (v promeénn@dn).



Ddlka vypditu vyrazl
D@Iku vypditu vyrazu e oznatime 7(e).
T(e) je rovna souctu d@lek vyhodnoceni vSech operaci, kter@ vyraze obsahuije.

Vyhodnoceni element/rnich aritmetickych, logickych, redaCnich operaci nad skalZArnimi
operandy je konstantni. Proto i ddlku vypcCtu vyrazu, ktery obsahuje pouze tyto

jednoduch@ operace, povazujeme za konstantni.

"N/

Obsahuje-li vSak vyraz e volZni slozijSich funkci, je nutno zapocitat ddlku jejich

vypottu do 7(e).




Presnéji:

7(c) = 0, je-li ¢ konstanta,

7(v) = 1, je-li ¢ odkaz na hodnotu skalZErni (fepisovateln@) proménnd. Tedy zgdistupnéni
obsahu proménnd povazujeme za jednotkovou operaci.

7(op a) = 1+ 7(a), kde op je primitivni unZErni oper/Etor, ktery vyhodnocuje svij opand,
napfiklad not.

7(a ®b) =1+ 7(a) + 7(b), kde @ je néktery z primitivnich binErnich operAtorl, kter@
vyhodnocuji oba svoje operandy, napfiklad +, —, *, /,div,mod, <, <,>, >, .. ..



Pozor, nékter@ oper/Atory a jazykovd konstrukce nemusi vzdy vyhodmomvat vSechny svoje
operandy. Podle toho se pak uréuje d@lka vypdtu vyrazi:

T(a && b) =1+ 7(a) + 7(b) pro a pravdivd
7(a && b) =1+ 7(a) pro a nepravdiv®

7(if a thenbelsec) =1+ 7(a) + 7(b) pro a pravdivd
7(if a thenbelsec) =1+ 7(a) + 7(c) pro a nepravdivd



Ddlka vypcattu volZ£ni funkce

Deklarace:

f (x1,...,2,) = €

VolZni hodnotou (striktni aplikace):

T(f(ay,...,a,)) =1+ 7(ay) + -+ 7(a,) + 7(e"), kde vyraz €'’ vznikne z vyrazu
e nahrazenim kazd@ho vyskytux; hodnotou vyrazu a;.

VolZ&Eni jm@nem (norm/Zlni aplikace):
T(f(ay,...,a,)) =1+ 7(€'), kde vyraz €’ vznikne z vyrazu e nahrazenim kazd@ho

vyskytu x; celym nevyhodnocenym vyrazem a;.



Bude-li n&Es zajimat pouze tzvasymptotick@ chovZnsloZitosti algoritml, budeme
ztotoznovat slozitosti liSici se jen kladnou multiplikativni konstantou. Pro takovd gipady

bude uziteCnZE nAEsledujici

Umluva:  Je-li e vyraz obsahujici jen skalZErni konstanty a pror@nn@ a elementZrni

operace (na skalZrnich hodnotZch), klademe ddlku jeho vyptu rovnu jednd.

Vyraz e zejm@na nesmi obsahovat vektorovdd operace (nap. aritmetick@® operace na

,2dlouhych* Cislech) ani volZ&Eni uzivatelskych funkci.




Tuto cemluvu zavZAdime proto, Ze proGaly zjistovAni asymptotick@ho chovZ&ni algoritmu je

praktictéjsi napriklad uvaZzovat d@lku dirazeni x:=a* (b+c+d) rovnu jednd, nez ji pcitat
jako 1 + 1 + 2 4 5. Stejné vime, Ze soucet je roven konstanté, a to n£m stéi.



U tzv. ,Cistych“ vyrazl predpoklZEd&LEme, Ze nemaji vedlejsi efekty. To vSak nemusi vidplatit.
D@lka vypditu vyraz(, kterd obsahuji volZni funkci, z&visi najen namotn@m vyrazu, ale

| na stavu, v némz se vyraz vyhodnocuje. Stavem rozumime okamzity obsah programovych
(prepisovatelnych) proménnych. V jazycich s vedlejSimi efekty se stav béhem vypoctu meéni.

Priklad:

var a:lInteger;
function f (n:Integer):Integer;
var i,k:Integer;
begin k := 0;
for 1:=0 to n*a do
k := k+1i;
a := k;
f:=a A{return a}
end



Glob/ZIni pepisovateln/E pronénn£Ea mA na z&/Atku hodnotu 2, pak ve vyrazuf (4)+f (4)
trv/E kazd@ vyhodnoceni stejn@ho podvyrazfi(4) riiznou dobu. (Jakou?)



\
Ddlka vypditu prikazl

Necht .S je mnozina stavll, o € S. Kazdy pfikaz p funguje jako stavovy transform/Etor

v(p): S --+ 8.
D@lku vypditu piikazu p ve stavu o oznatime 7(p, o).

PrAEzdny pikaz

7(skip, o) = 0 pro libovolny stav o

Prirazovaci prikaz
T(v:=e,0) =1+ 7(e, o), je-li vjednoduchZ pepisovateln/E prondnn/
Sekvence

k

T(beginpl; ...; Pr end, 0'0) = ZT(pi, 0'7;_1), kde o; = I/(pi)(O'i_l)
1=1




Vétveni

Necht o je stav, p, q pfikazy, e vyraz a o’ = v(e)(o).

/

)
T(if ethenpelseq,0) = 7(e,0) + 7(p,0’) pro pravdiv@e,
)

7(if ethenpelseq,0) = 7(e,0) +7(q,0") pro nepravdiv@e.

Pokud vyraz e nem/Z vedlejSi efekty, pako = o a
7(if ethenpelseq,0) = 7(e,0) + 7(p,0) pro pravdiv@e,
7(if ethenpelseq,0) = 7(e,0) + 7(q,0) pro nepravdiv@e.




~

Cyklus while
Necht ¢ = (while e do s) je pfikaz cyklu a o, je stav takovy, Ze ze stavu o piikaz

cyklu ¢ zopakuje pr/Ae n-krAt svddio s.

Pro 0 < i < n oznaéme o, = v(e)(o;),
pro 0 < i < n oznaéme 0,11 = v(s)(0;),
anecht pro 0 <4 < nje u(e)(o;) = pravda, p(e)(o,) = nepravda. Pak

7(t,00) = Z (T(e,04) +7(s,07)) + (e, on)

0<i<n

Pokud vyraz e nem/A vedlejSi efekty, pako; = ag a

T(t,00) = Z (T(G,O‘i) + T(S,O‘z‘>) + 7(e,on)

0<i<n




T zna&i mnozinu vech hodnot typu 1°, tzv. dom@nu
Stejn@ rozsreni definice ddlky vypcdtu se vztahuje i na vyrazy s vedlejSimi efekty.

Pfikazy mizeme povazovat za vyrazy, kterd maji speciZIni hdnotu e typu Com. S@mantika
kazd@ho @ikazu je pak konstantni funkce, tj. pro libovolny prikaz p a stav o je ,u(p) (J) = o,



Necht f je funkce definovan/Z

f (x1,...,2,) = €

a op je stav, ve kterdm zane vypocet.

Pak bud'to, v pfipadeé volAEni jm@nem,

7(f(ay,...,a,),00) = 1+ 7(€’,00), kde vyraz ¢’ vznikne z vyrazu e (téla funkce f)
nahrazenim kazd@ho vyskytux; vyrazem a;

anebo, v pripadeé volZAni hodnotou,

T(f(ay,...,an),00) = 1+7(a1,00) +7(az,01)+ - +7(an,on_1)+7(e",00),
kde 0; = v(a;)(0;_1) (pro 0 < 7 < n) avyraz € vznikne z téla e takto:

e’ = begin zy1:=p(a1)(oo);

T =p(an)(0n_1);
e
end



D@Iku vypcaitu prikazu cyklu for mizeme odvodit tak, Ze si cyklus for vyj&dime pomoci cyklu
while.

Necht t = (for i:=eto e’ do s) je pFikaz cyklu a o je stav takovy, Ze ze stavu o pfikaz
cyklu ¢ zopakuje pr/e n-kr/t sv@ddo s.

Oznatime oy = v(i:=e)(0),
pro 0 < ¢ < moznagime o, = v(i < €')(0;),
apro0 < i < noznatime o = v(s)(0;), 0541 = v(i:=succ(i))(o})

Pak

+7(i <€, o)



Veétsinou nZs vic nez ddlka jednoho konkr@tniho vymiu zajimA, jak se dany algoritmus
chovZ obec®, tj. jak vypadZ£ mnozina d@lek vSech moznych vypétll — pro mnozinu vSech
pripustnych vstupnich dat (vyhovujicich vstupni podmince).



Casov/ slozitost algoritmu

Je-li In mnozina v3ech vstupnich dat pro algoritmus A, pak pro € In zavedeme &islo

|z| € N, kter@ nazvemevelikost vstupni hodnoty .
PoC/AEténi stav vypoctu, ktery odpovidZ umiséni hodnoty x na vstupu, oznacime o ;.

Casovou sloZitost algoritmu A zavedeme jako jako funkci 74 : N — N takto:

Ta(n) =max{7(4,0,) | |x| =n}

Casov/E sloZitost algoritmu je tedy funkce, kterZE pro kaZzdowelikost vstupnich dat je

rovna ddlcenejdelSiho vypocCtu na vSech moznych datech t@to velikosti.




~

Velikost vstupnich dat odpovidZ& p@tu bitl, kterymi je vstupni cedaj vyj&edn. V praxi mA

casto tyto vyznamy:

Gislo n d@lka jeho bitov@ho zAEpisu, t/.log, 7 |
posloupnost Cisel pocet jejich prvki
graf pocet uzll + pocet hran

Protoze mnozina v definici slozitosti je vetSinou nekonecn/Z, musime hledan@ maximum

urcit analyzou nejhorsiho pripadu.




V nékterych pfipadech je vyhodnéjSi rozdélit velikost dat na dvé Cisla (graf) a upravit definici
slozitosti T’y : N x N — N



Priklad:  Algoritmus razeni vklZAEdAnim (imperativni verze — Pascal)

1 const MAX = 999;
2 type Elem = Integer;
3 Posl = array [1..MAX] of Elem;

4  procedure iInsSort (n:Integer; var A:Posl);

5 var i, j : Integer; x : Elem;
6 begin

7 for i := 2 to n do

8 begin

9 x := A[il; j := i-1;
10 while (j>0) && (A[jl>x) do
11 begin

12 A[j+1]1 := A[j];

13 j = j-1

14 end;

15 A[j+1] :=x

16 end

17 end




Priklad:  Analyza nejhorSiho pripadu

Algoritmus: 1InsSort
Vstup: posloupnost celych &isel A = (a1, ..., ay)
ddlkyn.

Vystup: posloupnost celych &isel B, kter/E je permutaci posloupnostid a pfitom je
neklesajici.

Oznacéme c¢; ddlku vypaitu prikazu nebo testu na ¢-t@miZAdku algoritmui InsSort, pficemz
na sedm@mrAdku (v zZhlavi cyklu for) jsotitelement4Erni akce £y init, C7 test: C7,inc-



Pak ddlka vypcttu je

n 1—1
T(n) = c7,nt + Z <C7,test + Co + Z(CIO + c12 + ¢13)
i=2 J=¢

+ C10 1+ C15 + C7,inc) + C7 test

kde £ je hodnota, pfi kter@ se vnitni cyklus algoritmu zopakuje nejvicekr/4Et, tj. nejmensi
mozn/ hodnotaj, pri niz je jeSté splnéna podminka za while (na 10. FA&dku algoritmu).

Takov@ minimZEIni mozn@ je zfejmé rovno 1, a to v kazd@m prichodu vréjsim cyklem for.
Situace, kdy v kazd@m prdchodu vrgjSim cyklem je & = 1, nastane, kdyZ vstupni
posloupnost A je klesajici.



Po dosazeni & = 1 a po cepraé dostEvAEme

C10 + C12 + C13 2

2
C C C
+ (C7,test + C7 inc + Co + ;O — ;2 — ; -+ C15)’n,

+ (¢7,init — C7,nc — C9 — €10 — Ci5)

T(n) =

coz je kvadraticky polynom v proménn@n.

~ 7 ~ "N/

dosazeni lze pracovat s polynomem §n2 + —n — 4.

2



Abychom mohli pfi porovnZvZAni sloZitosti algoritm0 abstrahovat od ryocbséti konkr@tniho
pocitacCe, budeme chtit srovn/Zvat funkce podle toho, ,jak rychle rgtou®, pricemz za
vyznamny rozdil v rychlosti rlistu nepovazujeme napriklad pfipad, kdy jedna funkce mAc-kr4Et
vetSi hodnoty nez druhZ (pro ejakou kladnou konstantu c).



Rychlost ristu funkci

Necht g : N — N. Zavedeme mnoziny funkci:

Mnozina funkci rostoucich nejvysSe tak rychle jako g :

O(g9) ={f | 3c>03Ing¥n >np.0 < f(n) < c-g(n)}

MnoZzina funkci rostoucich aspon tak rychle jako g :

2(g) = {f | 3¢ > 0Ing¥n > ng. 0 < f(n) > c- g(n)}

MnoZzina funkci rostoucich stejné rychle jako g :

O(g) = O(g) N 2(g)




Mnozina funkci rostoucich pomaleji nez g :

0(g9) ={f | Ve >0Ing¥n > ng. 0 < f(n) <c-g(n)}

MnoZzina funkci rostoucich rychleji nez g :

w(g) ={f|Ve>03dngvn >np.0<c-g(n) < f(n)}




fenNg) e Vn>n.0<dgn) < f(n)
feoh)s vn>n". f(n) < h(n)




Protoze se budeme zabyvat predevsim funkcemi vyjadfujicimi slozitost algoritmu (kterZ je
vzdy nez/&Eporn&), omezime se d&le na nezAEpornd funkce.



Vlastnosti mnozin O, {2, ©, o, w

véta:  Jsou-li f, g : N — N dvé funkce, pak f € O(g) prAe kdyz

ey > 0dcg > 03dngVn > ng.c1 - g(n) < f(n) <cs-g(n)

Véta: Pro kazd@ dwe kladnd funkce f, g : N — N plati:

f€0(g) < ge )
feolg) & gew(f)
febBlg) < geo(f
feolg) = feO(g)
few(g) = fe€yg)




1
V dilkazu prvnich dvou tvrzeni sta¢i obr/Ztit nerovnost a uvZ&Zzit kladnou konstantt .

C

Treti tvrzeni je trivi&EIni.

Ctvrtd tvrzenifik/E, Ze jist/E vlastnost plati pro vSechna kladn€EAle kladn/Aisla existuji,
napfiklad ¢ = 1. Tedy plati tak@ slabsi vlastnost pronéjak@c > 0.

Dikaz pZ&Atdho tvrzeni je analogicky.



Véta:  Pro kazd@ dw kladnd funkce f, g : N — N plati:

m 1)
feolg) & nh_)n(r)lo a(n) =0
few(g) & lim M:oo

n—oo g(n)




f(n) (n)

Rovnost lim ——= = 0 je ekvivalentni s podminkou V¢ > 03dngVn > ng. |——
n—oo g(n) g(n)
Obé funkce jsou kladnd, tedy absolutni hodnotu nemusime uvazovat a nerovnost Ize

vynZEsobitislem g(n ), ¢imz dostaneme podminku pro f € o(g). Uprava byla ekvivalentni,
takZe ekvivalentni jsou i obé podminky v prvnim tvrzeni.

< C.

f(n)

Rovnost lim ——= = o0 je ekvivalentni s podminkou
n— 00 g(n)
f(n)

g(n)
nemusime uvazovat a nerovnost lze vyn/Zsobitislem g(n) Cimz dostaneme podminku pro
f € w(g). Uprava byla ekvivalentni, takZze ekvivalentni jsou i ob& podminky v prvnim tvrzeni.

Ve > 0dngVn > nyg. > c¢. Obé funkce jsou kladn@, tedy absolutni hodnotu




Jsou-li f, g : N — N dvé kladn@ funkce, pak plati

o f

e gmy <0 T 1 €00
- f(n)

nh—{%o a(n) >0 = feg)

ObrZEcend implikace vSak obec@ neplati, protoze uvedend limity nemusi existovat.

Pro funkce f, g vSak plati siln&jsi tvrzeni:

. f(n)
l1£n_>sol<1)p ) <oo < fe 0(g)

.o f(n)
lhrggfm>0<:>f€(2(g)

CviCeni: Rozhodnéte a zdlvodnéte, zda pro kazdou kladnou funkci g plati

O(g) = o(g9) U B(g), 2(g) =w(g)U O(g).



Véta: Necht f,g,h : N — N jsou tfi kladn@ funkce a necht funkceq : N — N je

= f(n) +g(n).

definov&Enaq(n)

Pak plati:

feOh)ANge Oh) = qe O(h)
fenRh)nge 20h) = qe 2(h)
feOh)Nge O(h) = qe O
feolh
few(h

YAg € o(h) = q€ o(h
)

ANg €w(h) = q€w(h)

~




Pozn/£Emka: Plati fada podobnych odvozenych vlastnosti, napriklad

fenh)Nge O(h) = q€ 2(h)
feO®h)ANge Oh) = qe€ O(h)
fe®h)Ngeolh) = qe O(h)

apod.

CvicCeni:  Formulujte a dokazte dalSi vlastnosti, kter@ z \ety vyplyvaiji.



Vvéta: Necht f,h : N — N jsou dvé kladn@ funkce,c, d konstanty, ¢ > 0, a necht

funkce p : N — N je definovEnap(n) = ¢ - f(n) + d.

Pak plati:

fe O) = pe O(h)
feh) = pe 2(h)
feOh) = pe Oh)
feolh
fewh

) = peco(h)
)

= p € w(h)

~




Dikaz: Nejprve necht d = 0; tvrzeni obdrzime vhodnou volbou kladn@ konstanty v definidch
tiid O, {2, O, o, w. Pro obecn@d # 0 jde o speciZlni pipad pfedchozi véty, kdy funkce g
z jejich predpokladl je konstantni.



Véta: Necht f, g, h : N — N jsou tfi funkce, pak

feO0(gNgeOh) = feOh)
feolg Nge Oh) = feolh)
fe€O0(gngeolh) = feolh)
feg)Nge 2h) = fe2(h)
few(g)Nge 2(h) = [ew(h)
fe2g)hngewlh) = few(h)
Dusledek:  Relace ,rust nejvySe tak rychle” tvofi pfeduspofAEdAnma mnoziné vSech
funkci N — N.

PoznEmka: Relace ,rust prAe tak rychle“ tvori ekvivalenci na mnoZziné vSech funkci
N — N.

Tyto relace vSak nejsou cepIn@. Existuji dvojice funkci, ktgd nejsou porovnatelnd. /




PoznEmka: PredusporAEdAnitdzpolousporfAEdAEnie binrni relace, kter/ je reflexivni a
transitivni. Uspof £dZne binZrni relace, kter/& je reflexivni, antisymetrick/E anstivni.
Ekvivalence je binZrni relace, kter& je reflexivni, symetrick&£ a tramsiti.

Cviceni:  Najdéte pFiklad dvojice funkci f, g : N — N, kter@ nejsou porovnatelnd, tj.

f¢ 0(g), f &)

Cviceni:  Dokazte tvrzeni:
Je-li kladnZE funkcef skoro viude majorizov/Ena funkcig (4. f(n) < g(n) pro skoro
viechnan), pak f € O(g).

CviCeni:  Dokazte tvrzeni:
Pro kazdou kladnou funkci g je 0(g) Nw(g) = 0.



Rust jednoduchych funkci
Def. Kladny polynom je polynom s kladnym vedoucim koeficientem.

Véta: Kladny polynom vysSSiho stupné roste vzdy rychleji nez polynom nizsiho stupne.
Dva kladn@ polynomy stejn@ho stupe rostou stejné rychle.
Pozn/Emka: Predchozi vétu lze zobecnit i na mocninn@ funkce s necelciselnymi

exponenty: jestlize 0 < a < b, pak n? € O(nb).

Véta: ExponenciZIni funkce se z&kladem > 1 roste rychleji nez libovolny polynom.

Logaritmick@d funkce rostou pomaleji nez funkce lineZrni.




CviGeni:  DokaZte, Ze pro kazd@ girozen@&islo k plati (n + 1)¥ € O(n").
(Vhodnou kladnou konstantu ¢ z definice mnoziny O uréete podle binomick@ \&ty.)



Véta: Necht 1 < a < b. Pak

log, € ©(logy)
a" € o(b")

Pozn/Emka: Roste-li funkce logaritmicky, pak na zZAkladu logaritmu neZElezi. (Jen musi
byt vétSi nez 1, coz je vSak nutnZ podminka k tomu, aby funkce vibe rostla.)

véta: Platin! € O(n"),n! € 2(2").

Dlikaz plyne z definice faktoriZElu.




Pozn/Emka: Misto ,6 (log)* se &asto pise , O (log n)*, podobné jako ,0(n?)* misto
,0(f), kde f(n) = n? pro kazd@n*,

a dokonce ,0(1)* misto ,0(g), kde g(n) = ¢ > 0*.
Mnozi autori zach/Azeji ve zneuziv/AEni notace jestdAle (nap. pracuji s mnozinami funkci,

jako by to byla Cisla).

Pozn/AEmka: Z tzv. Stirlingovy aproximace
V2rn(n/e)® < n! < V2mn(n/e)"el/ (121
vyplyvaji silnéjsi tvrzeni o rlstu faktoriZElu:

n!l € o(n™), nlew2)



Def: Rekneme, Ze funkce f roste nejvyse polylogaritmicky, kdyZ existuje &islo k > 0
tak,ze f € O <(Iog n)k>

Def: Rekneme, Ze funkce f roste nejvyse polynomiZEIg, kdyZ existuje &islo k > 0
tak, 7e f € O(nF).

Funkce f roste roste aspoi polynomi/Elg, kdyz existuje Cislo € > 0 tak, ze f € 2(n®).

Def: Rekneme, Ze funkce f roste nejvyse exponenciZl®, kdyZ existuje ¢islo a > 1
tak, ze f € O(a").

Funkce f roste aspori exponenciZI&, kdyz existuje Eislo a > 1 tak, ze f € 2(a").

Def: Rekneme, Ze funkce f roste asponi dvojité exponenciZl&, kdyZ existuje Cislo
a > 1tak, ze f € {2 (aan).




PoznEmka: Existuji funkce, kter@ rostou rychleji nez vsechnyk-nZEsobg exponenciZElIni
funkce, a to dokonce pro libovoln@k.

Naopak existuji kladn@ funkce, kter@d rostou (tedy rychlejnez konstantni), ale rostou pomaleji
nez funkce log o - - - o log, kde logaritmus mizZeme slozit sama se sebou libovolnékrZEt.



Def:  Fibonacciho funkce F' : N — N je definovan/E rekursive:

F(0) = 0
F(1) = 1
Fn+2) = Fn)+F(n+1)
pro vSechnan € N.
1 5 1 —
Véta: Necht ¢ = +2\/_, O = . Pak pro kazd@n plati
Spn . @n
F(n) = .
(n) 7

Disledek:  Pro Fibonacciho funkci F' plati F' € O ("), kde ¢ =

=




Dlkaz Véty — indukci podle n.

(i Pron = 0an = 1 tvrzeni plati:

0 20 1—1 1 21 1+v5 _ 1-/5
FoOy=2—* _~"~_o Frl)=2"% _ 2 2
V5 V5 V5 V5
(iiy Predpokl/Edejme, ze pro Bjakdn > 0 plati F(n) = © \}
n+1 ~n—+1 n-+2
T — @ T —
F(n+1)= , auk&Ezeme, zeF' (n + 2) =
Vb B H\F
et = Q" Pt ="
Fn+2)=Fn)+F(n+1)= + =
v/5 V/5
(155) - (459) + (9)" - (59)"
2

NG
114V5)" 4 (1-VE)" +2(145)"" —2(1-v5)""
2n+2./5




(442014 V5) (14 V5)" = (4+2(1 = V5)) (1= V5)"

2n+2,/5
(1+2v5+5) (1+v5)" = (1-2v5+5) (1-+5)"

2n+2\/g
n—+2 n—+2
(1 X \/g)n—|—2 B (1 B \/g)n—|—2 ) <1—|—2\/5) L <1—2\/5) g0n+2

2n—|—2\/5 o \/5



Lemma:  Funkce log(n!) roste stejné rychle jako funkce 7 - log n.

Dilkaz: NejdFive uk/Ezeme, ze logn! € O(n log n).

n n
logon! = Z logok < Z logon. = n log n, takze logon! € O(n log n).

n n
D/4le funkci logn! ohrani¢ime i zdola: 2 logon! = 2 Z logok > 2 Z logok >
k=1 k=|n/2]
n

- n n
2 Z logs LEJ = 2 L§J logs {§J € O(nlog n), takze logon! € 2(n logn).

Dohromady log n! € @ (n log n).




CviGeni:  Dokazte, ze d@Iky vypdtll podle né&jak@ho algoritmu A jsou v mnozing O (g),
pr/Ee kdyz Casov/E slozitost algoritmuA je v O(g) a dglky nejkratSich vypdtl patfi
do 2(g).

Cvi¢eni:  Sefadte podle rychlosti riistu funkce (v promé&nn@n): log n", Iog(log n) n\/ﬁ
2Ioggn_



