Algoritmus razeni slucovAEnim (funkc. verze)

mergeSort :: [Int] — [Int]

mergeSort [] = []

mergeSort [x] = [x]

mergeSort s = merge (mergeSort u) (mergeSort v)
where (u,v) = splitAt (n ‘div‘ 2)

n = length s

merge s [] = s

merge [] t =t

merge (x:u) (y:v) = if x < y then x : merge

else y : merge (x:u)

S

u

(y:v)

A%




Priklad:

vs [4,3,1,6,7,2,8,5]

mr

mr

mr

mr

mr

mr

(ms [4,3,1,6]) (ws [7,2,8,5])

(mr (ms [4,3]) (ms[1,6]1)) C(mr (ws[7,2]) (ws[8,5]))

(mr (mr (ms [41) (ms [31)) (mr (ms [1]) (ws [61)))  (mr (ror (ms [71) (ms [2])) (mr (ws [8]) (ms [61)))

Cor Cor [4] [31) (e [1] [61)) Cor Cer [71 [2]1) (e [8] [5]1))

(mr [3,4] [1,6]1) (mr [2,7] [5,8])

[1,3,4,6] [2,5,7,8]

[1,2,3,4,5,6,7,8]




Véta: Necht In = Out je mnozina vSech seznamu (posloupnosti) celych &isel,
gp(s) = S je konecny, w(s, t) — { je permutaci seznamu s a t je neklesajici.

Pak mergeSort je tot/&lé korektni vzhledem k podmink&Emyp, ).

Lemma:  Casov/E sloZitost pomocn@ funkcaerge je Therge € O(n0).

Véta: Casov/E sloZitost funkcemergeSort je TmergeSOI-t - @(n - log n)




Dlkaz tot&Ini korektnosti: Konvergence i parciZIni koreéhost se dok&AZe indukci podle d@lky
seznamu s, parciZlIni korektnost pomocnd funkcenerge se dok/Aze indukci podle sogtu
d@lek obou sltovanych seznamu.

Line/Erni slozitost funkcenerge je ziejmA: konstantni ddlka porovn/ZEni dipojeni mensiho
prvku na zaC/tek posloupnosti se dohromady provede tolikrZt, kolik jsoucet ddlek obou
vstupnich posloupnosti (argumentll funkce merge).

Odvozeni slozitosti funkce mergeSort je na nAsledujicich stranZch.



Algoritmus razeni slucovAEnim (imp. verze)

type Elem = Integer; Posl = array [1..MAX] of Elem;
procedure mergeSort (n:Integer; var A:Posl);
var B : Posl; { pomocné pole }

procedure msort (p,r:Integer); { seradi pole od p do r }
var q : Integer;
begin if p < r then begin
q = [@+)/2] ;
msort (p,q) ;
msort (q+l,r) ;
merge (p,q,r)
end

end




procedure merge (p,q,r:Integer);
{ slouci usek Alpl,...,Alq] s tusekem A[g+1],...,A[r] }
var i,]j : Integer;
begin
i:=p; Jj:=q+1;
for k := p to r do

if (1i<q & (j<r) && (A[il <ALjD) |l (§>r)
then begin B[k] := A[i] ; i := i+l end
else if (i<q) && (G<r) && (A[il>A[j1) |l (i>q)
then begin B[k] := A[j] ; j := j+1 end ;
for k := p to r do A[k] := B[k]

end

begin { mergeSort }
msort (1,n)

end { mergeSort }




Pozn/Emka: Podmineny prikaz v téle cyklu for procedury merge Ize ekvivalentneé zapsat
kratCeji takto (dokaZzte)

if (i<q ) && ( j>r || A[LI <AL )
then begin B[k] := A[i] ; i := i+l end
else begin B[k] := A[j] ; j := j+1 end ;



Casov/E slozitost algoritmurazeni slu¢ovZAnim

Analyza nejhorsiho pfipadu

Pro danou velikost n je d@lka vypctu vzdy stejn/E.

Casov/ slozitost
T(1)=a
T(n)=b+T([n/2])+T(|n/2|) + D(n), D€ O(n)

T'(1) =a
T'(n)=0+2T'(n/2) +n-c, T € O(T).




Analyza nejhorSiho pfipadu je zde triviZ£lIni: pro kazdou vstupni posloupnost ddly n
algoritmus déI/E stejnou pr4Eci. Pro slozitodt’ : N — N tedy plati, ze T'(n) je rovno d@Ice
vypocCtu na libovoln@vstupni posloupnosti ddlkyn.

Je-lin < 1, pakT'(n) = a, kde a je konstanta.

Je-in > 1,pakT'(n) =b+T([n/2]) +T(|n/2]) + D(n), kde D je slozitost zbytku
tela procedury msort (bez rekursivniho volZni), tedy zejm@na pomocnd procedunyerge.

Proceduramerge je tvorena cyklem s pevnym poctem opakovZni (), takze D(n) = cCc-n,
kde ¢ je konstanta. Tedy D € ©(n).

Protoze |n/2] a [n/2] se lidi nejvyse o 1 (t. o konstantu), miizeme tento rozdil zanedbat.
Takto upraven/E funkcel” roste stejné rychle jako T

T'(1) =a

T'n)=b0+2T"([n/2]) +n-c, T € O(T).



Pro nékolik hodnot n dostEvAEme

T'(16)

T'(32)

a

b+2-T'(1) + 2c

b+2-T'(2) + 4c

b+2-T'(4) + 8¢

b+2-T'(8) + 16¢

b+2-T'(16) + 32¢

2a + b+ 2c¢

4a + 3b + 8c

8a + 7b + 24c

16a + 15b + 64c

32a + 31b + 160c




“ - . . / . 0 v . s
VSimneme-li si hodnot 1" na mocnin&ch dvou, mliZzeme vyslovit tvrzeni

Véta: Pro kazd@k € N je

T'(2%) = 2Fa + (2% — 1)b + 2% ke

VyjAEdeno pomoci n:

T'(n)=a-n+b-(n—1)+c-nlogy n

ProtoZe lineZErni funkcea-n, b-n rostou nejvyse tak rychle jako n - log n, tak T ¢ @(n log n)

T’ roste stejné rychle, takzei 1" € @(n log n)




Rovnosti T'(1) = ¢

T(n)=2T([n/2])+d-n

jsou speciZlnim pipadem situace, v niz je

T(l)=c

T(n)=aT([n/b])+ f(n),kdea > 1,b > 1,¢ > 0a f je kladn4& funkce. Napiklad pro
algoritmus fazeni sluGovEnimjea = 2, b =2, f € @(n) tedy pripad ,2“ n/sledujici ety.

Véta: Nechta > 1,b > 1, f je kladn& funkce a

T(l)=c
T(n) :a,-T(%) + f(n)
Potom:

1. Pokud f € O(n°%* %) pro ngjak@e > 0, pak T' € O (n°%).

2. Pokud f € @(n°%%), pak T € O (n%*logn).

3. Pokud f € £2(n'°%*"¢) pro ngjak@e > 0 apokud a - f(n/b) < d- f(n) pro n&jakd
d < 1 askoro vechnan, pak T € O(f(n)).



Dolni odhad slozitosti fadicich algoritmu

Def.  Asociativni radici algoritmus je algoritmus, jehoz mnozinu pripustnych vstupnich
dat tvofi vSechny koneCn@ posloupnosti celychcCisel, a takovy, ze jeho vysledkem je

neklesajici permutace vstupni posloupnosti.

PoznEmka: Asociativni fadici algoritmus tedy nemuUze predpoklZAdat nic o velikosti

fazenych prvki a jedinou moznosti testov/ZEni je srovn&vatrpky mezi sebou.
Véta: Kazdy sekvengni asociativni fadici algoritmus m/ sloZitost vf2(n log n).

PoznfEmka: Veta rikA, zedolni odhad (Casov@) slozitosti probl@mu asociativniho
fazeni je v mnozine Q(n log n) Protoze vSak zn/Eme konkr@tniiadici algoritmy s touto
slozitosti, vidime, Ze tento odhad je dokonce t&sny: Casov/E sloZitost probl@mu

asociativniho fazeni je v mnozing ©(n log n).

~




Napf. slozitost fazeni vklAdAnim, v@rem, bubl&£ninTi rozdélovAEnim je
O (n?) C £2(nlogn), slozitost fazeni slucovAEninti haldou je O (n logn) C 2(n log n).

Pro urCeni slozitosti uvazujeme z/Z&pis algoritmu v jednoduch@m fokcionZAInim nebo
imperativnim jazyce, tj. ekvivalentni sekvencni implementaci RAMem.



Dlkaz Véty o doInim odhadu sloZitosti

Bez cejmy na obecnosti mizeme pedpokl&£dat, Ze prvkyazend posloupnosti jsou navzZAEjem
riznd: chceme-li nejhorsi @ipad, musime sefazovat co nejvice prvkl. Dokonce se mizeme
omezit jen na permutace mnoziny {1, . ,n}: asociativni algoritmus si vSimA jen srovn/Zni
dvojic prvka.

Ponévadz existuje celkem 1! moznych permutaci a pro kazdou takovou permutaci na vstupu
musi podle t@hoz algoritmu prok&hnout jiny vypocet, existuje aspon 7! riiznych vypoctd. Ve
v3ech téchto vypoctech je aspoint n! — 1 binErnich testd, jejichz vysledky odlisi jednotlivd
vypocty. Ale to znamen/Z, ze wnejdelSim vypoctu (jde n£Em o nejhorSi pipad) musi byt aspon
|log, n!| testd. Pro slozitost 1" kazd@hoalgoritmu tedy musi platit 7'(n) > |log, n!|. To
znamen/E, z2el" € (2(logn!) = 2(nlogn)



Cviceni: V dlkazu véty o dolnim odhadu slozitosti fadicich algoritm{ se mi¢ky
pfedpoklEd/E, Ze sloZitost jednoho porovnZni dvdisel a; a a; je konstantni. MUZete uv@st
lepsSi (realistictéjsi) odhad Casovd slozitosti jednoho porovnZEni?

CviCeni: UkaZte, Ze log (n - logn) € @(logn).

CvicCeni:  UvAZime-li realistickou slozitost jednoho porovn/Zni, jgkvyjde dolni odhad
slozitosti fadicich algoritm(? Je v rozporu s dokZAzanou &tou? Je jejim zesilenim?



Algoritmus fazeni rozdelovAnim

(funkcionZlni verze)

quickSort :: [Int] — [Int]
quickSort [] = [
quickSort (p:t) = quickSort 1t ++ [p] ++ quickSort ge
where 1t = [ x | x¢t, x<p ]
ge = [ x | x<t, x>p ]

Véta: Necht In = Out je mnozina vSech seznamu (posloupnosti) celych &isel,
©(s) = ,s je konetny*,
w(s,t) = ,lje permutaci seznamu s a t je neklesajici“.

Pak quickSort je tot&le korektni vzhledem k podmink&Emyp, 1.

Véta: Casov/ sloZitost algoritmuquickSort je v @(n2).




Dlkaz korektnosti: Konvergence i parciZ&lni korektnost seukZAze indukci vzhledem k d@lce
seznamu S.



Razeni rozd&lovAEnim (imperativni verze)

type Element = Integer;
Posl = array [1..MAX] of Element;

procedure QuickSort (n:Integer, var A:Posl);

procedure Q (1,r:Integer);
var p: Integer;
begin if 1<r then begin p := Part (1,r);
Q (1,p-1); Q (p+l,r)
end
end;

procedure Part (1,r:Integer);
var i,j: Integer; x,y: Element;
begin x := Alr]; i :=1 - 1;
for j:=1 to r-1 do
if A[j]l<x then begin i :
y
end;
y := A[i+1]; A[i+1] := Alr]; Alr] :=y
Part (= 1 + 1

i+1;

end;

begin Q (1,n) end

A[il; A[i] := A[j];

ALj]

=Y




Razeni rozd&lovAEnim (modif. imp. verze)

type Element

= Integer

.
b

Posl = array [1..MAX] of Element;

procedure QuickSort (n:Integer, var A:Posl);

procedure Q (1,r:Integer);

var p: Int

eger;

begin if 1<r then begin p := Part (1,r);

end;

if p-1<r-p then begin Q (1,p-1);
else begin Q (p+1,r);
end

procedure Part (1,r:Integer);
var i,j: Integer; x,y: Element;

begin x :=

Alr]; i

=1 - 1;

for j:=1 to r-1 do

y i=

Part
end;

begin Q (1,n)

if A[G1<Z

Ali+1];
=1+ 1

end

x then begin i := i+1;

y := A[il; A[il := A[j];
end;

A[i+1] := Alr]; Alr] :=y

Q (p+1,r) end
Q (1,p-1) end

ALj] := y;




Veta:  Algoritmus rfazeni rozdelovAEnim m/Z sloZitost v mnoi«fn@(w?).

PoznEmka: PrimérnAddlka vypditu podle algoritmu fazeni rozdélovAnim (tzv.

primérnZnebo oekAEvanAasovAE slozitos) je v mnoziné @(n log n)




Dlkaz véty o kvadratick@ slozitosti: Neni Zk@ zjistit, Ze ddlka vypaétu cyklu (repeat) je ¢ - 1
(cel@ pole se projde jednim prlichodem a vyména prvki trvZ&E konstantni dobu).

Ozna&ime-li T'(n) sloZitost sefazeni pole d@lkyn, dostaneme

Tn)=c-n+max{T(q) +T(n—q—1)|0< g <n}

Pfi nevyv/ZAEzen@m éleni posloupnosti na podposloupnosti d@lekn — 1, 0 je d@lka vypatu
kvadratick/E. Tedyl” € £2(n?). Ale vyraz T'(q) + T'(n — g — 1) nabude maxima pro ¢ = 0
nebo ¢ = n — 1 (o tomto pfipadu vime, Ze je kvadraticky) — druhZE derivac€l’(n) vzhledem
ke g pro kvadraticky odhad T'(n) < cn? je kladn/E.

Dohromady, T' € 2(n?), T € O(n?),4. T € O(n?).



Neform/ZlIni zdivodéni poznAEmky o pringérn@ sloZitosti:

Pri kazd@m vyvolZEni procedur{ se posloupnost ddlkyn rozdéli na dva ceseky ddlelg a

n — q — 1. Pfedpokl£dAme-li rovnoémnd rozlozenicisel (polozek) v sefazovand
posloupnosti, pak pravdépodobnost, Zze ¢ < rn, je rovna €islur, 0 < r < 1. Tedy
pravdépodobnost, zZe se pii vypocCtu ,nepriznivAE“ hodnota hraniceg vybere ve vyznamn@m
poctu pripadl, kles£& stislem r k nule. Proto staci uvaZzovat jen pripady, kdy se posloupnost
déli na ceseky d@lek &tSich nez n/ro pro néjak@ pevndry > 0 (ostatni pripady maji
nevyznamnou pravdepodobnost). Ale pak je nejvetSi hloubka zanoreni rovna

log 1 7 = —log, n. Soucet ddlek seazovanych cesekll v kazdd hloubce je nejvysen, takze
70
primérnAddlka vypcitu je nejvyse —c - n - log,, n, tedy v O(n log n). D/Ale se snadno

overi (napriklad pro g = 1/2), ze n log n je i dolnim odhadem, takze priimérnZ& ddlka
vypottu jev @ (n log n).



Prostorov/4 slozitostadicich algoritmU

Definujeme prostorovou slozitost algoritmu analogicky jako casovou slozitost, ale za
miru slozitosti misto poc¢tu krokl vypoctu zvolime maximZIni mnoZstvi panéti, kter A&

bude béhem vypocCtu obsazena.

Def:  ProstorovZ slozitost algoritmuA je funkce, kterZE pro kazdou velikost vstupnich

dat je rovna velikosti obsazen@ pameti pri vypocCtu, jenz tdto paneti spotfebuje nejvic.

Pozn/Emka: OznaCime-li p(A, ax) mnozstvi pameéti spotfebovand vypaitem podle
algoritmu A z po¢/Eténiho stavu o, (odpovidajiciho umisténi dat = na vstupu), potom

prostorov/Z slozitost algoritmuA je

Sa(n) = max{p(A, o) | |z] =n}




Prostorov/E slozitost viech zmiiovanych fadicich algoritmd je lineZErni, t.5 € @ (n). Dlvod
je ten, Ze souC/Asti dat, s nimiz algoritmus pracuje, je samaazen/ posloupnost, a ta mA
ddlkun. Ostatni data (mimo tuto posloupnost, tj. ,extrasekvencni*) maji v uvAE&nych
algoritmech velikost nejvyse O(n).



~

Def. Zavedeme extrasekvencni prostorovou slozitost fadiciho algoritmu jako funkci
zobrazujici ddlky vstupni posloupnosti na velikost paneti obsazend @i vypocCtu

v nejhorSim pripade, ale nezapocCitAEvAEme paét obsazenou sefazovanou posloupnosti.
Radici algoritmy, kter@ maji extrasekvertni prostorovou sloZitost konstantni, se nazyvaji
in situ.

Razeni rozdélovZAEnim nenin situ.

Véta:  Prvni varianta algoritmu quickSort m/Z extrasekvegni prostorovou slozitost
@(n) druh/Z (modifikovan/) varianta tohoto algoritmu mA extrds&ncni prostorovou

slozitost O (log n).




Pozn/Emka: Hovorit o fadicich algoritmech, zda jsou in situ, a zav/AE@t jejich extrasekvencni
prostorovou slozitost m/ prakticky vyznam jen tehdy, je-lposloupnost reprezentovAna polem
a ulozena v souvisl@m ceseku paraéti. Pfi jinych datovych reprezentacich posloupnosti (napf.
seznamem) se extrasekvencni prostorov/ slozitost nezavZdi.



Razeni haldou

Def: Necht K je cepl@ uspoiZEdanZE mnozina tzklict (typicky mnozina cisel
s pfirozenym uspofZAdAEnimn<). Bin&rni haldge bin&rni strom, jehoz uzly jsou

ohodnoceny prvky mnoziny K, a ktery spliuje tyto vlastnosti:

1. D@Iky vSech \&tvi se li&f nejvyse o 1: maji d@lkuk, pripadné & — 1. Cislu k pak
fik/Emehloubka haldy.

2. Hodnoty uzlll na kazd@ \&tvi jsou vzestupné (sestupné) usporZAdZny.

Jsou-li hodnoty uzlli na kazd@ \étvi sefazeny vzestupné (¢im dZle od kdene, tim vétsi

hodnoty), je v kofenu haldy nejmensi prvek. Hovorime pak o minimov@haldé (min-heap).

Jsou-li hodnoty uzlli na kazd@ \étvi sefazeny sestupné (¢im dZ&le od kdene, tim mensi

hodnoty), je v kofenu haldy nejvétsi prvek. Hovofime pak o maximov@haldée (max-heap).

/




Ve funkcion/ZlIni implementaci algoritmurazeni haldou, kde se pracuje s explicitni haldou
(datovou strukturou binZrni strom), pouzijeme minimovou laldu. Naopak v imperativni

implementaci, kde se pracuje s implicitni haldou (reprezentovanou polem), je vyhodnégjsi
pouzit maximovou haldu.



/ e
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Operace s binArni haldou
data Heap = Empty | Node Elem Heap Heap
Z/Ekladni operace — konstruktory a selektory — maji konstami slozitost.

Konstruktory

Empty : Heap

Node : Elem — Heap — Heap — Heap
Selektory

rootVal : Heap --» Elem

leftHeap : Heap --» Heap
rightHeap : Heap --» Heap

isEmpty : Heap — Bool




Dalsi operace pro prAci s binZrni haldou

VyhledZni minimAIniho prvku (v minimov@ haijl
minH : Heap --» Elem

minH — rootVal

(slozitost © (1))

Odstraneni minimZlIniho prvku (z minimov@ haldy)
extractMinH : Heap --» Heap

(slozitost O (log 1))

Odstraneni maxim/Zlniho prvku (z maximov@ haldy)
extractMaxH : Heap --» Heap

(slozitost O (log 1))




Prid&ni prvku
insertH : Elem — Heap — Heap
(slozitost O (log 1))

Odstraneni prvku
removel : Heap — Heap --» Heap
(slozitost O (log 1))




Véta:  Nepr&zdn/ binrni halda mauzlech m/ hloubku| logsm |.

Dlkaz indukci podle n.

Def: BinZ&rni strom, v jehoZ kazd@m podstromu se peet uzlli levdho a pravdho

podstromu liSi nejvySe o jednu, se nazyvAAuzlove vyvAEzenybinZrni strom.

Véta: Kazdy uzlové vyvAEzZeny bin&rni strom je haldou (aZ na ohodnoceni uzll).




Dlkaz: Je tfeba dok4&zat, Ze ddlky vSech étvi uzlové vyvAEZendho stromu se lisi nejvyse

o jednu.

PredpoklAEdejme sporem, Ze tvrzeni neplati, al’ je nejmensi strom, ktery tvrzeni porusuje.
Tedy v kazd@m podstromu stromu’l’ se pocet uzld vlievo a vpravo lisi nejvyse o jednu, ale
existuji zde dvé vétve d@lekm a k, pficemz m > k + 2. Z minimality stromu 1" plyne, Ze
jedna z téchto dvou vétvi, feknéme ta delsi, d@lkym, lezi v lev@m podstromul; stromu 1’, a
druh/E, kratsi, d@lky, v prav@m podstromul’;. stromu 1. Navic, rovné&z z minimality, v8echny
vétve jdouci do 7; maji d@lkum nebo m — 1, vdechny vétve jdouci do 71} maji d@lkuk nebo
k + 1. To znamen/E, zel; m/E aspa o dva uzly vic nez T;.. Ale podle pfedpokladu véty m/Z
nejvyse o jeden uzel vice, coz je spor.



Algoritmus razeni binZrni haldou (funkcionZni verze)

data Heap = Empty | Node Int Heap Heap

insHeap :: Int — Heap — Heap

insHeap u Empty = Node u Empty Empty

insHeap u (Node v p q) = if u > v then Node v (insHeap u q) p

else Node u (insHeap v q) p

toHeap :: [Int] — Heap
toHeap s = foldr insHeap Empty s

toList :: Heap — [Int]
toList Empty = []
toList (Node x 1 r) = x : merge (toList 1) (tolList r)

heapSort :: [Int] — [Int]
heapSort = tolList -+ toHeap




Korektnost razeni haldou
Véta: Algoritmus heapsort je tot/Ele korektni radici algoritmus.

Konvergence algoritmu je zfejmZ. Dikaz parciZIni korektnosti vyplyvAE z nA&sleduofici

lemmat.

Lemma: Funkce toList vytvorii z haldy A seznam s tymiz prvky jako méla halda h,

ale uspor/dany vzestupe.

Lemma: Je-li u Cislo a h uzlové vyvAEZen& halda, paknsHeap u h je halda

obsahujici pr/Ee prvky z haldy h a prvek wu.

Lemma: Funkce toHeap vytvori ze seznamu s haldu obsahujici tytdz prvky jako

sezZznam §S.




Dllkaz prvniho lemmatu indukci podle velikosti haldy.

Dikaz druh@ho lemmatu: indukci podle paitu prvkd v A se uk/&Eze, Ze bin/rni strom
insHeap u h bude opét uzlové vyvAZeny.

Podle véty o bin&rnich stromech vyvZ&AEZenych vzhledem k gou uzIt bude vysledek opét
halda.

UspofAEdZni hodnot pod@&ivi vyplyvA z definice funkceinsHeap.

Treti lemma indukci podle ddlky seznamu a z definice kombin/Atwu foldr.
foldr insHeap Empty [zi,z2,...,7,]
= insHeap z; (insHeap z2 (...(insHeap x, Empty)...))



Slozitost razeni haldou
Lemma:  Procedura insHeap m/E slozitost vO (log n).

Dukaz: Funkce insHeap se rekursivné vyhodnoti prAEe tolikr/Et, jako je hloubka haldy.

Ale ta je logaritmickZ vzhledem k p@tu jejich uzld, jichz je vzdy nejvySe n.

Véta:  Algoritmus fazeni haldou m/E slozitost vO (n log n).

Dikaz: Z predchoziho lemmatu vyplyv/ZE, Ze slozitost funkcetoHeap je v O(n log n)
Ve funkci toList je hloubka rekursivniho zanoreni logaritmick/Z, protoze seznamy se
puli. Slozitost pomocn®@ funkcemerge je line4rni a cehrnn/& ddlka vpo vSech vol&Eni

n
funkce merge ve stejn@ hloubcek (tj. se stejné dlouhymi seznamy) je — - oF — n.

ok
Funkce toList m/A tedy slozitost tak@ \O(n log n) Celkem je tedy horni odhad
slozitosti funkce heapSort n log n, ale podle Véty o dolnim odhadu slozitosti fadicich

je toto i dolnim odhadem.

~




V imperativnim algoritmu heapSort se pouzivAE maximov/A halda, tj. binf&rni halda, kter4

mZ polozky ve @tvich sefazeny sestupne. Tedy nejvetSi polozka je vzdy v koreni.

Jelikoz algoritmus mZ haldu efektive reprezentovZnu polem, je zde vyhodejSi uvazovat

bin&rni haldu nikoliv uzloe vyvAEzenou, ale naopak s levym podstromem @zSim*“.

Def:  Vlevo zarovnan/Z haldge bin/&Erni halda, jejiz vdechny @étve d@lky k leZi nalevo
od vétvi d@lkyk — 1.




Vlevo zarovnanZ halda

(12,
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oo ﬂ@
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Véta: Reprezentujme vlevo zarovnanou binZrni haldu nan uzlech posloupnosti
hodnot jejich uzli (al, e an) takto: a1 reprezentuje kofen haldy a je-li uzel u
reprezentovAn prvkema;, pak levy nZslednik uzluu je reprezentovZn prvkemas; a
pravy nZ&Eslednik uzluu je reprezentovZn prvkemas; +1. Pak posloupnost (aq, . . ., ay)

je haldou urcena jednoznacne.

Véta umoznuje pracovat s vlevo zarovnanou binrni haldou reprezenteanou v paméti

polem. Vlevo zarovnan/Z binZrni halda je tot@z jako pole rogsan@ ,po vrstvAch®.




Algoritmus razeni binZ&rni haldou (imp. verze)

type Element = Int;
Posl = array [1..MAX] of Element;

procedure heapSort (n:Int, var A:Posl);
var 1l,r: Int; x: Element;

procedure createHeap (1,r:Int);
{ vytvoreni haldy A[1]...A[r] ze dvou podhald zalinajicich A[2*1] a A[2%1+1] }
var i,j:Int; {pom. indexy} y:Element; {zarazovany prvek} p:Bool; {sestupovat?}
begin i := 1; j := 2%i; y := A[il; p := True;
while p && (j<r) do { sestupujeme }
begin if (j<r) && (A[j]l<A[j+1]) then j:=j+1;

{ A[j] je ted vétsi z kofend podhald pod A[i] }

p := y<A[jl;

if p then { A[jl>y, takZze posuneme A[j] o patro vys }

begin
Alfi]l := A[j];
i := 3J; J = 2%1
end
end;
A[i] :=y { prvek y zarazen na své misto }

end {createHeap};




begin {heapSort}
{ postupné vytvorime haldu A[1],...,A[n] }
for 1 := n div 2 downto 1 do createHeap(l,n);

{ V kofenu (A[1]) je prvek s nejvétSim ohodnocenim.}
{ Vyménime ho s koncem pole, haldu zkratime }
{ a restaurujeme zarazenim A[1] na spravné misto }
for r := n downto 2 do
begin
x := A[1]; A[1] := A[lr]; Alr] := x;
createHeap (1,r-1)
end
end {heapSort};




Korektnost a slozitost imperativniho algoritmu heapSort

Veéta: Mejme vlevo zarovnanou binrni haldu reprezentovanou poslopnosti
(al, e ar) a necht oba podstromy pod kofenem splnuji podminky haldy. Pak
posloupnost (ay, . . . ,a..) ve stavu po provedeni createHeap(a, [, r) spliiuje

podminky (vlevo zarovnand@) binZ&rni haldy.
Dlkaz indukci podle hloubky haldy.
Véta:  Provedeni procedury heapSort(A) sefadi posloupnost A

ldea dlikazu: Jednoprvkov@d podstromy reprezentovand drulou polovinou posloupnosti
A jsou triviZEIni podhaldy. Prvni f/Eze algoritmu vytVi& téchto podhald vétsi podhaldy.

Na konci prvni f/Eze je posloupnostA binErni haldou.

Druh/Z fAEze algoritmu vytvdz haldy sefazenou posloupnost. To vyplyvZ z toho, ze
nejvetsi prvek haldy je vzdy v jejim kofenu: nejvetsi prvky se sklZdaji na konec

posloupnosti.

~




Véta: Algoritmus fazeni haldou konverguije.
Dlkaz: Tvrzeni véty vyplyvZ&E z konén@ velikosti a hloubky haldy.

Véta: Razeni haldou (imperativni algoritmus) m/ slozitost vO (n log n).

n
Dikaz: Prvni fEze (vytvFEni haldy) m/E slozitostO <§ log n) druh& fAze mA slozitost
O(nlog n), obé& tedy dohromady O(n log n).
Podle Véty o doInim odhadu sloZitosti musi byt rovnéz v {2(n log n).

Z obou odhadl pak plyne tvrzeni.




