Datov@ struktury

Typy rozliSujeme datovda funkcionZlni
Datov@ typy lze zavdst pomoci funkcion/Elnich,fjpadné funkcionZlni typy Ize simulovat
pomoci nekonecénych datovych typu, ale kvili efektivnosti implementace se rozliSuji a

uvazuji se zvIZ&St.

Hodnoty funkcionZlInich typll jsoufunkce a procedury. Jednotlivd funkéni hodnoty (Ci
vedlejSi efekty procedur) nejsou znAEmy pedem, ale dospéje se k nim po vypocCtu. Ten je

spusten tzv. volAEninCili aplikaci na argumenty.

Hodnoty datovych typl jsou obvykle zn/Emy a uloZeny v pangti, ale jejich slozky je tfeba

najit a zpfistupnit (napriklad najit prvek pole podle indexu apod).

/
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Datovd typy mohou bytskal&Arninebo slozend

SkalZrni datov@ typy v dan@m programovacim jazyce obvykleahrnuji Ciseln@ typy (cel&
nebo desetinnALCisla z urCitd kone&€n@d mnoziny), znakovd typy, typ pravdivostnich hodnot
apod. Data skalZrniho typu zabiraji vzdy konstantni a mald mozstvi pameti (typicky

do 10 B). Zpristupnéni hodnoty skalZrniho typu trvA konstantni dobu.

Slozen@ datov@ typy jsou napiklad zAEznamy {i-tice s pojmenovanymi slozkami), uniony,
posloupnosti, mnoziny apod.

Data slozenych typl se nazyvaji datov@ struktury.

e Datov@ struktury pevn@ velikosti {2-tice, statick/& pole,...) — tzvstatick@ datovd
struktury

e Datov@ struktury pronmennd velikosti — tzv.dynamick@ datov@ struktury




Statick@ datov@ struktury maji konstantni velikost atasov/Z slozitost zpistupnéni libovoln@ho
prvku je konstantni.

Dynamick@ datov@ struktury maji velikost danou @jakou proménnou n, jejiz hodnota se
mlZe ménit. Casov/4 sloZitost zpistupnéni libovoln@ho prvku dynamick@ datovd struktury je
neklesajici funkci zAvislou nan; Casto lineZrni, u efektivnich datovych struktur lepsi, tyjcky
logaritmick Z.



Dynamick@ datov@ struktury

Seznam

Seznam nad bAzovym typenmB je line&rni datov4 struktura typ8 s nEsledujicimi

operacemi:

nil : S

cons : B XS — S
head : S --» B
tail : S --» S
null : S — Bool




Pro tyto operace a kazdou hodnotu x typu B a kazdy seznam s typu S musi platit

Axiomy seznamu

null(nil) = True
null (cons(x,s)) = False
head(cons(x,s)) = =x

tail(cons(x,s)) = s




Z/Esobnik

Z/AEsobnik nad bZAzovym typerB je line&rni datov/A struktura typ8 s nZsledujicimi

operacemi:

empty : S

push : B X S — S
top : S --—» B

pop : S -—» S
isempty : S — Bool




Pro tyto operace a kazdou hodnotu x typu B a kazdy zAsobniks typu S musi platit tzv.

Axiomy zAsobniku

isempty(empty) = True
isempty(push(x,s)) = False
top(push(z,s)) = =

pop(push(z,s)) = s




Jak je videt, z/Esobnik a seznam je tat/z datovZ struktura.
LiSi se pouze v pouziti:

O z/Esobnikuobvykle mluvime, kdyz na ném pouzivAEme jen zAkladni operace a
pracujeme jen s jednim zA&sobnikem nebo pevé danym malym poétem zAsobnikd.
ZAEsobniky byvaji dEnyrpdem: béhem vypocCtu se meéni jejich obsah, ale nemeéni se
pocet zZEsobnikd, tj. nerusi se a nevznikaji nov@d zAsobnikyréto se v imperativnich
jazycich z/Z&kladni operacecasto implementuji jako procedury; navic jejich parametr

z/Esobnik se vynechZAEVA, pracuje-li se jen s jednim zAsobnike
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rozdéleni seznamu na dva, spojeni dvou seznamul,...) a b&éhem vypoctu seznamy

vytvAEime a ruSime.

Napftiklad zménu tretiho prvku (alespon tfiprvkov@ho) seznamus na ¢islo d lze
realizovat sloZzenou operaci cons (a,cons (b,cons(5,t)))), kde a = head(s),
b =head(tail(s)),t = tail(tail(tail(s))).




Fronta

Fronta nad bZzovym typenB je lineZrni datovZ struktura typld s nAsledujicimi

operacemi:

empty : Q

head : Q --» B
enqueue : B X Q — Q
dequeue : Q --» Q
isempty : Q — Bool




Pro tyto operace a kazd@ hodnotyx, y typu B a kazdou frontu g typu Q musi platit

Axiomy fronty

isempty(empty) = True

isempty(enqueue(xr,q)) = False
head(enqueue(x,empty)) = =«

head (enqueue(z,enqueue(y,q))) = head(enqueue(y,q))
dequeue (enqueue (x,empty)) = empty

dequeue (enqueue (r,enqueue(y,q))) =

enqueue (x,dequeue (enqueue(y,q)))




Implementace datovych struktur

Jestlize typ datov@ struktury neni solLAEsti jazyka, je nutn@ vyjAtdatovou strukturu a

operace nad ni pomaoci jinych struktur a operaci. Takov@d kolekci definic fik/ Eme

Implementace datov@ struktury.

Napriklad zAEsobnik (omezen@ ddlky) Ize implementovat pomocsiatick@dho) pole,
frontu Ize implementovat pomoci dvou zAsobnikd,

frontu omezen@ ddlky pomoci cyklick@ho pole apod.




Pozn/Emka: Jazyky s malou podporou dynamickych datovych struktur (Pascal, C,...) Casto
poskytuji alespon dynamickou datovou strukturu ,nizk@ cerova“: pamet M spolu

s typem ukazatel (adresa) P,

nulZrni operacinil : P prAEzdn@ho ukazatele

a un/Zrni operaci zpistupnéni (dereferencovZniXAEsti pangéti deref :P--+M.

Pak napfiklad seznam se bézné implementuje pomoci zZA&znami WM, jejichZ slozky jsou
ukazatele na dalSi zA&znamy, apod.






Priklad:  Implementace ohraniCend fronty pomoci cyklick@ho pole

{ procedury pracuji pouze s jedinou globalni frontou }

const M = 256; { délka pole }
MAX = M-1; { kapacita fronty }
type R = 0..MAX;
Elem = Integer;
var  : record
a : array [R] of Elem;
h, t : Integer

end ;




procedure mkemptyq;
begin
Q.h :=0; Q.t :=20

end;

function isempty : Boolean;
begin
isempty := Q.h = Q.t

end;

function isfull : Boolean;
begin
isfull := Q.h = (Q.t + 1) mod M

end;




function headq : Elem;
begin
if isemptyq then err("headq prazdné fronty")
else headq := Q.alQ.h]
end ;

procedure enqueue (x:Elem);
begin
1f isfull
then err("enqueue do plné fronty")
else begin Q.alQ.t] := x;
Q.t := (Q.t + 1) mod M
end
end;




procedure dequeue;
begin
if isemptyq then err("dequeue prazdné fronty")
else Q.h := (Q.h + 1) mod M

end ;




Pfiklad:  Implementace fronty pomoci dvou seznamd

data Queue = Q [Int] [Int]

emptyq :: (Queue
emptyq = Q [1 [I

isemptyq :: Queue — Bool
isemptyq (Q [1 [1) = True
isemptyq _ = False
enqueue :: Int — Queue — Queue

enqueue x (Q h t) = Qh (x:t)




headq :: Queue — Int

headqg (Q (x:_.) _) = x
headq q = head h
where Q h _ = revq q
dequeue :: Queue — Queue
dequeue (Q (_:h) t) = Q ht
dequeue q = Qu []

where Q (_:u) [] = revq q

revg (Q [1 t) = Q (reverse t) []




Cvi€eni:  Funkce headq a dequeue z pfedesId strany zUst/vaji nedefinov/Anyimplikaci
na prAEzdnou frontu. Dopite jejich definice tak, aby jejich aplikace na prAzdnou frotu
zplsobila chybov@ hiZASeni. Vyuzijte haskellovskd funkcerror : : String—a.

D/ se lehce spaitat, Ze Casovd sloZitosti operaciisemptyq a enqueue z predchoziho
prikladu jsou konstantni, zatimco obé operace headq a dequeue jsou lineZrni vzhledem

k velikosti fronty. V nepfiznivdm @ipadeé je totiz nutn@ volat pomocnou operacirevq, kter/Z je
sama lineZrni.

Presto i na tyto ,drazsSi“ operace Ize v kontextu programu, v némz jsou pouzity, pohlizet
v jistdm smyslu jako na operace v primérn@m (ccekEvan@m) ipadé konstantni.



AmortizovanAcasovAE slozitost

Def: Necht f je operace na dan@ datovd struktiie D velikosti (nejvyse) n. Uvazujme
vdechny vypocty C'q, ..., C,, podle algoritmd pracujicich s datovou strukturou D.

Z kazd@ho takov@ho vypdtu vybereme viechna volZLni operacef (tj. vdechny aplikace
f na D), ¢imz dostaneme m posloupnosti volZEni operacef. Priimérnou d@lku vypditu
operace f v i-t@m vypditu oznatime Tf“’. Potom amortizovan/E sloZitostoperace f na
datovd struktire D je funkce 72" : N — N definovan/E pro kaZzdou velikost datn
takto

T2 (n) = max{7|1 < i < m}
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Priklad: ~ Amortizovand slozitosti operaciheadq a dequeue z prikladu implementace

fronty dvéma seznamy jsou konstantni.

Kazd@ ,drah@*“ vol/Eni operacdequeue nebo headq se totiz ,rozpusti“ v n/Esledujicich

aspon n ,levnych“ volAEnich &chto operaci.

PoznfEmka: Je-li CasovZ slozitost (ij. slozitost v nejhorSim pipade) nejak@ operace v
O(f), pak tak@ jeji amortizovan/4 slozitost je O ( f).

Pozn/Emka: Jestlize mA &jak4E operace amortizovanou sloZitost© (g), mdze to byt
m@ré piiznivd, nez kdyz m/E slozitost) (g), protoZe drah@ vol/Eni senlize vyskytnout.
Na druh@ straré je to pfiznivéjsi nez primérnAslozitost @(g), protoze amortizovan/
slozitost dZAEVAE horni ohradéni pro primérnou slozitost v rZEmci jedindho vypttu, a to

pro kazdy vypocet.

/




Stromy

Obecné strom je souvisly graf bez kruznic. NejCastéji pracujeme s tzv. korenovymi
stromy, tj. stromy, v nichz je jeden vyznaceny uzel, kofen, a hrany jsou implicitné

orientovZny snérem od kofene k listtim.

Je-li u uzel stromu a do uzld uq, ..., ux vedou z uzlu u hrany, pak uzly uy, ..., ug

nazyvAEmebezprostiednimi) nAEslednikyuzlu w.

Na bezprostrednich nA&slednicich kazd@dho uzld¢asto byvAE zavedeno cepln@ uspddZEni.
Pak se n&slednici uzlu zn&Azouji zleva doprava; u bin&rnich stroml se tedy rozliSuje

levy a pravy nZslednik.

Uzly bez n&slednikl se nazyvajlisty, ostatni uzly stromu jsou vnitini.




Stromy pevnd arity (S omezenym \etvenim)

Def:  Je dZ&Eno jirozen@ddislo n a tzv. bA£zovA mnozina (typ)3. Definujeme n-Arni

strom nad B takto:
e Pr/Ezdny stromi) je n-4rni strom.

e Jsou-li Ty, ..., T, n-/rnistromy a € B, pak (n+1)-tice (b,11,...,T,) je

n-Arni strom.

Listy n-/Erniho stromu jsou uzly tvaru(z, (), . . . , ()

Def: Cestu z kofene stromu do uzlu, jehoz aspon jeden bezprostredni n/&slednik je

prAEzdny strom, se nazyvAzetev stromu.

Opovidajici datovy typ zapsany v Haskellu napf. pron = 3 je

data Tree3 b = Empty | Node b (Tree3 b) (Tree3 b) (Tree3 b)




BinZErni strom (s pevnym pdadim nZ&slednikl)




TernZ&rni strom (s pevnym poadim nZslednikl)
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BinZrni stromy
Def.  BinZrni stromje strom arity 2.

Z/Ekladni operace nad binZ&rnim stromem

empty : T

node : B X T XT —T
rootval : T --» B

left : T -—» T

right : T --» T
isempty : T — Bool

Pozn/Emka: ZAkladni operace maji konstantni slozitost, slouzi k popis datovd
struktury a k jeji implementaci a k implementaci dalSich operaci, jako napriklad

vyhledZ&ni/pidAni/odebr&ni uzlu, vyvAZeni stromu a podadn
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Pro z/Ekladni operace, kazdou hodnotur typu B a kazd@ bin&rni stromy, r typu T musi

platit

Axiomy binZrniho stromu

isempty(empty) = True
isempty(node(x,l,r)) = False
rootval (node(x,l,r)) = =x
left(node(zx,l,r)) = 1

right (node(z,l,r)) = r




Implementace bin&rnich stromu v Haskellu

data Tree b = Empty | Node b (Tree b) (Tree b)
isempty :: Tree b — Bool

isempty Empty = True

isempty (Node _ _ _) = False

rootval :: Tree b — b

rootval (Node x

left :: Tree b — Tree b
left (Node 1 ) =1

right :: Tree b — Tree b

right (Node r) = r




Stromy s neomezenym vetvenim

Def:  Je d&Ena bZEzov/ZAE mnozina (typ). Necht b € B. Pak pro kazd@ girozen@cislo
k > 0 a kazdou k-prvkovou posloupnost neprZzdnych stroml nadB je dvojice

(b, [T1, ..., Tx]) neprAEzdnymstromem s neomezenym vétvenim nad B.

Pozn/AEmka: Druhou slozkou uspoiZdan@ dvojicdb, |11, . .., Tk]) je k-prvkovA
posloupnost stromdl, tj. seznam d@lkyk. Je-li kK = 0O, je seznam prZ&Ezdny a dvojice

reprezentuje jednouzlovy strom (list) s ohodnocenim b.

Stromy s neomezenym vétvenim se od strom& pevn@ arity lisi tim, Zecislo k neni

predem pevné dand, ale mize byt v jednom stromu pro rtizn@ uzly rizng@.

Pozn/Emka: Stromy s heomezenym vetvenim lze reprezentovat binrnimi stromy.




Stromy s neomezenym vetvenim a bin&rni stromy

data NTree a NNode a [ NTree a ]

data BTree a = BEmpty | BNode a (BTree a) (BTree a)
fb :: [ NTree a ] — BTree a

fo [] = BEmpty

fb (NNode v fr : frb) = BNode v (fb fr) (fb frb)

nb :: NTree a — BTree a

nb t = fb [t]

bf :: BTree a — [ NTree a ]

bf BEmpty =[]

bf (BNode v ec ys) = NNode v (bf ec) : bf ys

bn :: BTree a — NTree a

bn t = head (bf t)







VyhledAEvAni

Def: Necht (K, <) je cepl@ uspofZAdan/ mnozina tzklicd, V' je libovolnZE mnoZina
tzv. dopliiujicich cedajti. NechtU = K X V' je mnozina dvojic (k,v), v niz se kazdy Kli¢
k vyskytuje nejvyse jednou (tj. kazdy zZ&Eznam z mnozinyl/ je uréen jednoznacné svym
klicem).

Probl@mu nal@zt k dan@mu kii k zA£znam(k,v) € U se fikAvyhled/Evaci probl@dm

Pozn/Emka: Napriklad zZAEznamy mohou byt osobni data a ki jsou rodnACisla, anebo

z/Eznamy jsou cedaje o knihZch v kniha¥m klice jsou knihovni signatury apod.

/




Pozn/£Emka: V praxi mZ @tSinou smysl pouze piipad, kdy mnoZina V' je netriviZEIni, aby

bylo co hledat.

V uk&zkovych algoritmech se vSak dophujici cedajeCasto neuvazuiji, tj. vyhled&vaji se jen
klice. Pfislusn@ rozsfeni téchto algoritm je totiZz pfimocard.



Algoritmus binA&rniho vyhled&EvAEni

type Elem = Integer;
Pole = array [1..999] of Elem;

function bSearch (k: Elem; var D: Pole; n: Integer): Integer;
{ Posl. D je rostouci. Kdyz D[il=k, tak bSearch(k)=i, jinak bSearch(k)=-1 }

function bs (1, r: Integer) : Integer;

var m : Integer;

begin
if 1 > r then bs := -1 {nenalezeno}
else begin m := (1l+r) div 2;
if k < D[m] then bs := bs(l,m-1)
else if k > D[m] then bs := bs(m+1,r)
else {k = D[m]} bs :=m
end
end {bs};

begin DbSearch := bs (1,n) end




Véta: Algoritmus binZrniho vyhled£vZAni mA logaritmickaisovou slozitost, tj. jeho
slozitost je v O (log n), kde n je d@lka prohled&Avangho pole.

PoznfEmka: Extrasekvencni pameéetov/Z slozitost algoritmu je konstantni, protoze

rekursivni volZ&ni v em jsou prostA




CvicCeni: Implementujte algoritmus bin/&rniho vyhled£vAni bez potizekurse.

CviCeni:  Dokazte tot/lIni korektnost algoritmu binZrniho vyhled A4



HasovZAni

O mnoziné K vSech moznych klicti obecné predpokl£dZAme jen to, Ze na ni existuje cepln@
usporZEdZAEni. &kdy vSak tato mnozina mize mit dalsi speciZlIni vlastnostijichZ Ize vyuzit pro
efektivni vyhledEv4Eni. Ndiklad je-li K = {1,...,m} a&islo m je mal@, mizeme data

z mnoziny V' ulozZit do jednorozmérn@ho pole a klte vyuZzit jako indexy. Vyhled&v/AEni

v takov@to datov@ struktie je efektivni — stejné rychld jako indexovZni pole. Navic, pokud se
pocet n skutecné ulozenych prvkl bude blizit poctu m vSech moznych kli¢d, bude efektivni

| vyuziti pameti.

Pokud je | K| = m, ale klite nejsou &isla, Ize to obejit pomoci bijektivni funkce

h: K — {1,...,m} apole indexovat pomoci fukénich hodnot h(k), kde k € K. Je v3ak
dilezitd, aby vypaiet hodnot funkce h byl rychly, v ideZEInim pipadé aby mél konstantni
¢asovou slozitost. Funkci A nazyvZAEmehasSovaci funkci a pole indexovan@ jejimi hodnotami
nazyvAEmehasovaci tabulkou.



HasSovaci tabulky

HaSovaci tabulka je datov/ struktura, pomoci niz Ize praktky efektivne realizovat

,Slovnikov@* operace vyhled/Zni, ipdZEni a zruSeni polozky.

,Prakticky efektivné“ znamenZ, Ze operace maji piznivou primérnou ¢asovou sloZitost

(tedy ne nutné Casovou slozitost v nejhorSim pripade).

s~ O

HaSovaci tabulka je jednorozmérn@ pole H indexovan@disly 1, ..., n. Pfevod kli¢l na
¢isla realizuje haSovaci funkce h : K — {1,...,n}. VypoCet hodnot hasovaci funkce

musi byt efektivni, nejl@pe sloZitosti O (1).




Castym pripadem v8ak je, Ze pocet n skutecné uloZenych prvkd je podstatné mensi nez
pocet m vSech moznych kli¢l. | v tomto pfipadé lze postupovat podobné a data uklZAdat do
n-prvkov@ho pole, az na to, Zze funkceh : K — {1, - ,n} nebude injektivni. Bude tedy
existovat index ¢ a klice k1, . . ., k., tak, ze h(ky) = - - - = h(k,) = 7. To nemusi vadit,
pokud je spinéna nZ&sledujici podminka. Ozngéme K’ podmnozinu kli¢d, K’ C K, téch dat,
kter/E budou skuténé uloZena (tedy |K'| < n). Pak pozadujeme, aby z kazd@ mnoziny
klit, kter@ hasovaci funkce zobrazi na stejny index, byl v mn&iné K’ nejvyse jeden KIic.
MZE-li pro pevié danou mnozinu K’ kli¢d skuteéné uloZzenych dat hasovaci funkce tuto
vlastnost, nazyv4Ame jdokonalou hasovaci funkci pro klice z K. Vyhodou tabulek

s dokonalymi haSovacimi funkcemi je optim/Zlni slozitost vialedZni, vliozeni i zruSeni prvku; je
stejn/E jako pro pole.



Oznaéme K’ podmnozinu kli¢t, K’ C K, t&ch dat, kter& budou skuténé uloZena.

, ~ - / ~ s
Klice z mnoziny K’ nazveme pouzitd kite.

Je-li zeeZenih| i : K' — {1,...,n} injektivni, ikZEme, Ze hadovaci funkce je

dokonal&vzhledem k mnoziné pouZzitych klicl K’

Veta: MZA-li vypaet haSovaci funkce konstantni slozitost a hasovZni je dokoaal@ pro
mnozinu pouzitych KkIlich K, pak operace vyhled/Zni, vlozeni, resp. zruseni prvku
v haSovaci tabulce maji stejnou casovou slozitost, jako vyhledZni, vlozeni, resp. zruseni

prvku v poli.




Nevyhodou dokonalych haSovacich funkci je, Ze zAvisi na mndiné K'. Tato mnozina musi
byt zn/Ema pedem, abychom mohli dokonalou haSovaci funkci sestrojit. V praxi vsak
ukl/Edan/ datarpdem nezn/AEme a tato data se neéni. Proto v praxi pouzivand hasovaci
funkce vétSinou nebyvaji dokonal@d a musi se pcitat s takzvanymi kolizemi.

Kolize je pfipad, kdy m/Z byt vice dat ulozeno na jedn@ pozici haSovaci taulky, tj. chceme
ulozit data s rGznymi kli¢i k1, ..., k- ah(ky) = --- = h(k,).
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Tzv. kolize vznikaji pfi nedokonal@dm hasSovZni: hasovaci funkce zobrazuje vice pazitych

Kolize

klich na stejnou pozici pole.
Nejjednodussi feSeni kolizi je uklZ£dat do kaZzd@ pozice polseznam prvkl. V ném se

pak hledZ sekvegne.

SloZitost pridZ&ni prvku zUstEVA stejn/ jako sloZitost indexovAEm, @dé slozitost
vyhledZEni i sloZitost zru3eni prvku je@ (n). To je sice velmi Spatny vysledek, ale v praxi
nevadi, protoZze pramérnAcasovA slozitost dopadne pro vhodé sestrojenou haSovaci

funkci mnohem I@pe.

Véta: Necht haSovaci funkce zobrazuje pouzit@ kige na indexy 1, ..., n rovhomérné,

tj. pravdépodobnost, ze h(k) = i, je stejn/E pro vdechny indexyi, 1 < ¢ < n.

Pak primérn/Aasov/E slozitost vyhledZEni figd £ni a zrudeni prvku pak jeO (‘K" /n)

za predpokladu, Ze slozitosti vypocCtu hasovaci funkce i indexovZni pole jsou konstantnl'./
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Pravdépodobnostni rozloZeni vyskytl klict v mnoziné K nemusi byt rovhomérn@, ale dolie
navrzen/Z hasSovaci funkce transformuje toto rozlozeni na renomérn@ v mnozirg indexu

{1,...,n}. To znamen/, e pro n&Ehodnzvoleny kli¢ k € K’ aindexi, 1 < i < n,je

. , 1
pravdépodobnost, ze hodnota h(k) = 1, stejn/E nez/Evisle nk a ¢ a rovn/&E—.
n

Nyni pro jednoduchost predpoklZ&Edejme, zeK = {1, e ,m} am > n, kde n je velikost
haSovaci tabulky. Necht p je prvocislo, p > m, a necht a, b jsou cel&isla, 0 < a < p,
0 < b < p. HaSovaci funkci i, , zavedeme takto:

hap(k) = ((ak + b) mod p) mod n

Pak pfi volbé parametrll a, b nez/Evisle naK (coz je v praxi spInéno) maji hodnoty h(k)
rovnomérng@ pravdépodobnostni rozloZeni na mnozing indexd {0, ..., n — 1}.



Cvigeni:  M&jme tabulku indexovanou 0, . . ., 8, haSovaci funkci h, h(k) = k mod 9.
Vlozte do tabulky postupné klice 14, 5, 28, 19, 15, 20,33, 12,17, 10, 18, 24.



BinZrni vyhledAvaci stromy

Def. BinZrni vyhledAvaci strone binZrni strom nad cepéhusporA£danou mnozinou
(tzv. kIich) (K, <) takovy, Ze pro kazdy jeho podstrom £ plati:
hodnoty uzld v podstromu Left(¢) jsou mensi nez rootval(t) a hodnoty uzld

v podstromu right(t) jsou vétsi nez rootval(t).




Operace nad binArnimi vyhledAvacimi stromy

Datovy typ

data STree a = Empty | Node a (STree a) (STree a)

ZjistovZni pislusnosti

member :: a — STree a — Bool
member _ Empty = False
member k¥ (Node v 1 r) = k == v

|| Xk < v && member k 1
|| ¥k > v && member k r




VyhledAEvAni

search :: a — STree a — STree a
search _ Empty = Empty
search k t@(Node v 1 r)

| k == v =t

| k¥ < v = search k 1

| otherwise = gsearch k r




VKIZAEdAEnNi uzlu

insert :: a — STree a — STree a
insert k Empty = Node k Empty Empty
insert k t@(Node v 1 r)

| k < v = Node v (insert k 1) r

| k > v = Node v 1 (insert k r)

| otherwise =t




RusSeni uzlu

delete :: a — STree a — STree a

delete _ Empty = Empty

delete k (Node v 1 r)
| k¥ < v = Node v (delete k 1) r
| k¥ > v = Node v 1 (delete k r)
| otherwise = join 1 r

join :: STree a — STree a — STree a

join 1 Empty = 1

join Empty r = T

join 1 r = Node u (delete u 1) r

where u = rightmostkey 1

rightmostkey (Node v _ Empty) = v

rightmostkey (Node _ _ r) = rightmostkey r




Cviceni:  Vybudujte vyhledZ&vaci strom z posloupnosti k&l
9,12,10,7,12,1,8,5,11,4,0,14,13, 3,6, 2.

Cviceni:  Zruste v ném uzel s klicem D.

CviCeni:  Definujte v Haskellu funkci leftmostkey.

CviCeni:  Dokazte, ze bin/rni strom vznikly vlozenim resp. zruSenim alu z vyhledAvaciho
stromu pomoci funkci insert resp. delete bude opét vyhledAEvaci.



Cviceni:  Modifikujte funkce member, search, insert, delete tak, aby pracovaly
s realistictéjSim vyhled&£vacim stromem, v @mz jsou kromé kli¢l uloZzena i vlastni data:

data STree a b = Empty | Node (a,b) (STree a b) (STree a b)
member :: a — STree a b — Bool

search :: a — STree a b — Maybe b

insert :: (a,b) — STree a b — STree a b

delete :: a — STree a b — STree a b



Slozitost vyhledZ£vAni ve vyhled/Zvacich stromech
Oznacime-li T : N — N slozitost funkce search, pak

C

Th) = d+max{T(h"),T(h")}

~
—~
-
N
|

kde h je hloubka vyhled/Evaciho stromu/’ je hloubka jeho lev@ho podstromu,h” je hloubka
jeho pravdho podstromu ac, c jsou konstanty.

ztejmé max{T'(h"), T (h")} = h — 1 a FeSenim uvedend rekursivni soustavy rovnic je
lineZErni funkce.



Slozitost vyhledZA£vAni ve vyhledAvacich stromech
Slozitosti operaci vyhledZ&ni, pidZEni a zruSeni polozky ve vyhledZvacim stroéjsou
primo cenérn@ hloubce stromu. Ta je v nejhorSim @ipadeé line/&re z/vislAE na velikosti

stromu (poctu jeho uzld).

Slozitost vyhled&vAni, vkIZEdAEni a ruseni v obecn@m vyhled/n strome je tedy

lineZErni.




AVL stromy
Nazvand podle G. M. Adelsona-Velsk@dho a E. M. Landise.

Def.  VyhledZvaci bin&rni strom jAVL, kdyz hloubka lev@@ho a pravidho podstromu

libovoln@ho uzlu se liSi nejvySe o jednu.
Véta:  Hloubka AVL stromu v z/Evislosti na pétu jeho uzll je vzdy v ©(log).

AVL stromy tedy maji logaritmickou hloubku — pouzijeme-li je jako vyhledZvaci stromy,

pak m/E operace vyhledZni polozky logaritmickou slozitost.




Def:  Fibonacciho strom FA&duk definujeme takto:

FTy = empty
FT; = node(empty, empty)
prok € Nje FTp1o = mnode(FTy, FTyi1)

Lemma: Pro k > 1 je Fibonacciho strom F'1;. minimZEIni(vzhledem k poctu uzlll) AVL
strom hloubky & — 1.

Dukaz: Indukci pfes k se snadno uk/Eze, Ze hloubka nepr/AEzdn@ho strombi’l}, je k — 1.

Odtud a z definice Fibonacciho stromi vyplyv4, Ze Fibonacdio stromy jsou AVL.

Minimalita je dlisledkem pfedchozich dvou bodl: odebr&nim &jak@ho uzlu z jin@ nez

~ "N/

~ "N/



Véta: Hloubka AVL stromu v z/Z&vislosti na pétu jeho uzli je vzdy v @(Iog).

Dikaz: Oznatme N (k) velikost stromu F'T. Tedy N : N — N a
NO) = 0
N(1) = 1
prok € Nje N(k + 2) 1+ N(k)+ N(Kk+1)

1++5

bereme fAd stromu. Ale vime, ze&f/Ad stromu a hloubka je (skoro) tot@z, takze dost/EvAEMe, Ze
pocet uzll Fibonacciho stromu hloubky h roste aspor tak rychle jako gph’.

Protoze funkce N majorizuje Fibonacciho funkei, je N € £2("), kde ¢ = azak

Protoze Fibonacciho strom je minimZIni AVL strom, mAme, Zeqget uzll kazd@hoAVL
stromu hloubky h roste aspoii tak rychle jako gph. Obr/cer, kazdy AVL strom velikosti n mZA
hloubku O (log,, n).



Vime, Ze hloubka kazd@ho binZErniho stromu velikosti je {2(logs, 7).

Dohromady mA&me hloubku vO (log,, ) N §2(logy ) = O (log).



Operace na AVL stromech

Datov/ZE struktura:

data AVL a = Empty | Node Int a (AVL a) (AVL a)

Kazdy uzel nese informaci o hloubce (jakozto parametr konstruktorov@d funkceNode).
VyhledAEvAni v AVL stromu se neliSi od vyhledEvAEniezidm vyhledAEvacim stromu.

Po pfidZ&ni nebo odebr&ni polozky ovsem mize nastat situace, zZeyhledAvaci strom

prestane splnovat podminku AVL. Pak je nutn@ poznmenit strukturu stromu.




PridA&vAni polozky (novdho uzlu) do AVL stromu
Stejnd jako u Bzndho vyhledAvaciho stromu, ale s kontrolou vyvAZzenosti.
PridAEvany uzel ozn&ime .

Pokud se porusdi vyvAEZenost stromu, nalezne se nejmensi podsrom F', ktery je
nevyv/EZeny. Ozndime-li h jeho hloubku pred pfidAEnim uzlur, bude po pfidZ&ni jeho

hloubka i + 1. Kofen stromu F' oznacime f.

Bez cejmy na obecnosti Ize pedpokl/dat, ze uzelr je pridEvAn dev@dhopodstromu

stromu F'. Necht B je levy podstrom stromu F', GG je pravy podstrom stromu F'.

Strom B je nepr&zdny (jinak by pidA&vAEni uzls nemohlo porusit vyv/AEZenost stromul).

Oznacime A resp. D jeho levy resp. pravy podstrom, b bude kofen stromu B.

/




RozliSime dva pripady:
1. Uzel x je pfid&n do stromuA. Pak strom A m/ hloubkuh — 1, stromy D, G maji

hloubku i — 2.
Vytvofime strom 7' = Node h b A (Node (h—1) f D G).

Pak I" je AVL strom hloubky h se stejnymi uzly jako v F'.

2. Uzel x je pfid&n do stromuD. Pak stromy A, G maji hloubku h — 2, strom D mZA
hloubku h — 1. Oznacime d resp. C resp. E kofen resp. levy podstrom resp. pravy

podstrom stromu D.
Vytvofime strom
T = Nodehd (Node(h—1)bAC)
(Node (h—1) f E G)




Dva dilCi podpfripady jsou:

(a) Uzel x byl pfidZ&n do stromuC'. Pak C' m/E hloubkuh — 2, £/ m/Z hloubkuh — 3.
(b) Uzel x byl pfidZ&n do stromul’. Pak C' mZ hloubkuh — 3, £ m/ hloubkuh — 2.
V obou pfipadech vSak strom 1" m/ZE hloubkuh, je AVL a m/E stejn@ uzly jako

strom F'.

V plvodnim AVL stromu nahradime podstrom F' stromem 1. JelikoZ I’ m/E stejnou

hloubku jako mél plivodni podstrom bez uzlu x, zlstane cely strom vyvZAEZeny (AVL).

PrepocitZEme hloubky na cest od korene stromu 7" k uzlu .

Byl-li uzel x pridA&vAEn dprav@hopodstromu stromu F', je postup analogicky (stranové
prevr/Aceny).

J










Slozitost operace pridZni polozky do AVL
Hloubka AVL stromu je logaritmickZE vzhledem k patu jeho uzld.
Pfid&ni uzlur: O (log n).

Nalezeni nejmensiho nevyvAEzen@dho podstromu:
ProtoZe hloubky podstromU jsou spocteny a uloZeny v datov@ struktiufe, staéi po cesté

k uzlu x testovat, zda rozdil spoCtenych hloubek levdho a pravidho podstromu kazd@ho

"N/

podstromu F'. Jeho nalezeni trv&EE (log n).

Hloubky podstromU se pfepocit&Evaji jen po cest od kofene k x, tedy sloZitost t@to

cepravy jeO@ (log n).

Celkov/ slozitost pidZEni uzlu je tedy® (log n).




~

Ruseni polozky (uzlu) z AVL stromu
RusSeni vnitrniho uzlu prevedeme na rusSeni listu (podobné jako u vyhledZvaciho stromu).
Odebirany list oznaCime x.

Pokud se porusi vyv/EZenost stromu, nalezne se nejmensi podsrom B, ktery je

nevyv/EzZeny. Ozn@ime h jeho hloubku (pfed i po zruseni uzlu x je stejn/E).

Bez cejmy na obecnosti Ize pedpokldat, ze uzelr byl odebr/AEn d2ev@@hopodstromu

stromu B. Necht A je levy podstrom stromu B, F' je pravy podstrom stromu B.

Strom F' je nepr/&Ezdny (jinak by ruseni uzlur nemohlo porusit vyv/AEZenost stromub3).

Oznacime D resp. G jeho levy resp. pravy podstrom, f bude kofen stromu F'.




~

RozliSime dva pripady:
1. Hloubka stromu (7 je vétsi nebo rovna hloubce stromu D.
Vytvofime strom T’ = Node h’ f (Node (h'—1)b A D) G.
Pak T je AVL strom hloubky i’ se stejnymi uzly jakov B, h' = hneboh' = h — 1.
2. Hloubka stromu G je mensi nez hloubka stromu D). Oznac¢ime d resp. C resp. E
kofen resp. levy podstrom resp. pravy podstrom stromu D).
Vytvofime strom
T = Nodeh'd (Node (h'—1)bAC)
(Node (h'—1) f £ G)
Pak strom 7' m/ hloubkuh' = h — 1, je AVL a m& stejn@ uzly jako @l strom B.

V ptivodnim AVL stromu nahradime podstrom B stromem 7'

Prepocit£me hloubky na cest od korene stromu 1" k uzlu . J




V pfipadé ruseni uzlu se miZze st/Et, ze hloubka podstromul’ bude mensi nez hloubka

plvodniho podstromu, ktery byl na jeho misté.

Proto je nutn@ proces vyvazov/ZEni opakovat: nalezne se nejmesi nadstrom 75 stromu
1" = 17, ktery neni vyv/&EzZeny, vyvAEZime ho, nalezneme dalSi nevyv&#

nadstrom 13...atd., az je vyv/AEzeny cely strom /1.

Hloubky vSak staci prepocit/Evat vzdy od kdene stromu 1’ ke kofenu nejblizsiho

vyvazovan@dho nadstromu.




Slozitost operace ruseni polozky z AVL
Zrueni listu: @ (log n).

Necht hloubka nejmensiho nevyv/ZAEzZen@ho podstrom] je hi. Nalezeni tohoto
podstromu trvA @(hl), jeho vyv/&EzZeni (rotace uzli) trvZ&E konstantni dobu,fppocit&Eni
hloubek trvE 6 (hy).

Necht pro 1 < 7 < k je h; d@lka cesty z kdene podstromu 7;_1 do kofene stromu 7;.
Pak kazd@ nalezeni dalsiho nevyvAZengho podstromil; trvE O (h; ), jeho vyvAEZeni
trv&E O (1), pfepotit£ni hloubek trvED (h;).

k

To znamen/E, Ze celkov/ slozitost ruseni uzlu j& <Z hi> = O(log n).
1=1




Cviceni: Navstupujsou ¢isla 8,3,95,0,2,4,1,6,9, 7 a pfi jejich nacitZEni se postupe
vytvAEi AVL strom s uzly ohodnocenymi témito Cisly. Nakreslete tento AVL strom v kazd@m
kroku vytvAteni (tj. po pfidZ&ni kazd@ho uzlu).

CviCeni: Do AVL stromu, ktery je zpoCAtku prA&zdny, se postugnpfidAvaji polozky
4,1,2,7,5,6, pak se odebere polozka 7, pfid& polozka3, odeberou se postupné 5, 6, 1.
UrCete stav AVL stromu v kazd@m kroku.

Cvic¢eni:  AVL strom mZ uzly ohodnocen@isly 1 az 20 a mZ strukturu Fibonacciho stromu
Sest@hofAdu. Popiste a nakreslete proces ruseni listu obsahujicilo kli¢ 2.

CviCeni:  Fibonacciho strom CtvrtdhofZAdu na sedmi uzlech je ohodnocen jako AVL strom
¢isly 1,3,5,7,9,11, 13. Do tohoto stromu pfidA£me jako dalsi poloZku nA£hodnzvolend
sud@cislo k, 0 < k < 14. Jak/E je pravépodobnost, Ze budeme muset rotovat uzly,
abychom zachovali AVL vyv/Azenost?



Cernobil@ stromy

Cernobil@ stromy jsou binZErni vyhled/Evaci stromy, jejichizly nesou kromé klice dalsi

atribut — barvu — ¢ernou nebo bilou.

Def:  Cernobily strom je bin/Erni vyhled&vaci strom, jeho? kazdy uzel je obarven

cernou nebo bilou barvou. Musi splnovat tyto podminky:
1. Kofen stromu je Cerny.
2. Je-li vnitini uzel bily, jeho nZ&slednici (pokud existuji) jsoucerni.
3. VSechny vétve obsahuji stejny pocet ¢ernych uzld.

PoznfEmka: Vedle nfEzvicernobil@ stromy se lze setkat i s doslovnymi preklady
anglick@ho nAzvued-black tree (drzewo czerwono-czarne, rot-schwarzer Baum,

rugnigra arbo, voros-fekete fa,...).




Def:  Cern/ hloubkaternobil@ho stromut je poéet &ernych uzlli na libovolnd \&tvi.

Zna&ime ji bh(t).
Lemma: Hloubka €ernobil@ho stromut na n uzlech je nejvySe 2 log, (n + 1).

Dlikaz: Indukci podle hloubky stromu se uk&ze, ze kazdycernobily strom t' ma aspo
20N(") _ 1 uzIfi. Odtud vyplyv/AE biit’) < logs(n + 1). Ale podle definice &ernobil@ho

stromu jeho hloubka neprevysuje dvojnEsobek jehacern@ hloubky. Odtud plyne tvrzeni.

Dlsledek:  Vyhled&vAni (operacekember a search) v éernobil@m strong maiji

slozitost © (log n).




Cernobil@ stromy v Haskellu

data Barva Ce | Bi
data CBS a = E | N Barva a (CBS a) (CBS a)

VyhledZ&vAni ¢ernobildm stromu je stejnd jako v nevyvAEzen@dm vyhledAvacstromu.

ZjistovZEni pislusnosti

member :: a — CBS a — Bool
member _ E = False
member kK (N _ v 1 r) = k == v

|| ¥ < v && member k 1
|| ¥ > v && member k r




VyhledAEvAni

search :: a — CBS a — CBS a
search _ E = E
search k t@(N _ v 1 r)
| k == =t
| k < v = search k 1

| otherwise = gsearch k r




PridA&vAni uzlu déernobil@ho stromu

PfidZvany uzel bude bily. Tim se neznéni ¢ernZ& hloubka podstromt, ale mohou se

dostat pod sebe dva bil@ uzly.

Se dvéma bilymi uzly nad sebou a s Cernym uzlem nad nimi provedeme takovou rotaci,
abychom snizili hloubku stromu, ale prebarvime je tak, aby cernZ hloubka stromu

zlistala zachovZ&na: kden bude bily a jeho dva nZ&sledniciernt.

Tim se opét mohly dostat pod sebe dva bil@ uzly. Proto cely postup opakujeme tak

dlouho, dokud jsou nékde pod sebou dva bil@ uzly.

ZUstane-li bily kofen, pfebarvime ho na €erno. Tim se ¢ernZ& hloubka cel@ho stromu

zvysi 0 jednicCku.




PridA&vAEni uzlu

insert :: a — CBS a — CBS a
insert k s = N Ce y tl tr
where N _ y tl tr = ins s
ins E = NBi k EE
ins t@(N b y 1 r)
| k¥ < y =bal (N by (ins 1) r)
| k >y =bal (Nby 1l (ins r))
| otherwise =t

bal :: CBS a — CBS a

bal (N Ce z (NBiy (NBixab)c)d = rt
bal (N Ce z (NBi xa (NBiybc)) d = rt
bal (N Ce x a (NBi z (NBi ybc)d) = rt
bal (NCe x a (NBi yb (NBizcd))) = rt
bal t = t

where rt = NBiy (NCe xab) (NCezc d)







Slozitost operace pridZni uzlu

Véta: Operace insert pridZ&ni polozky docernobil@ho stromu velikostin mAe

asovou slozitost © (log n).

Dlkaz: VyplyvZ& z logaritmick@ hloubkgernobil@ho stromu a z toho, Ze operace

vyvAEzenibal mA konstantni slozitost.




CvicCeni: Proc se pri pridvAni polozky déernobil@dho stromu obarvuje ka'en cel@ho
stromu na cerno?

Cviceni:  Na vstupu je posloupnost 6, 5,4, 2, 3, 1, 0, z jejichz prvki se postupné vytvAi
cernobily strom. Jak@ jsou tyto stromy v kazd@m kroku?

CvicCeni:  Necht ¢ernozlutobily strom je binZrni strom spiujici podminky:

e kazdy uzel je obarven jednou barvou — Cernou, zlutou, anebo bilou
e pocet ¢ernych uzlll na kazdd \étvi je stejny

e bezprostredni pfedchiidce zlut@ho uzlu nesmi byt Zluty

e bezprostfedni prfedchidce bildho uzlu nesmi byt bily ani Zluty

e koren stromu je vzdy Cerny

Jak/Z je minimZ&lIni a jakAE maximZlIni hloulbkanozlutobil@ho stromu nan uzlech? Dokazte.



RusSeni uzlu z ¢ernobil@ho stromu

RusSeni vnitiniho uzlu pfevedeme znAEmym zplsobem na ruseni listu. Je-li ruSeny lis
bily, je zrusSeni triviZ£Ini — strom i bez listu zlstaneternobily. Je-li ruSeny list Eerny, je
nutno ho nejdfive ,odbarvit‘. Odbarvime-li €erny list, stane se tento list bilym a mlizeme

ho snadno zrusit.

Operace odbarveni spoCivAE v pesunuti prebyteCn@cern@ barvy blize ke kd'enu tak, aby
cern@ d@lky vSech @tvi zlstaly stejn@d. Hitom mlze dojit k ,pfibarveni* ¢ern@ho uzlu —
presuneme-li Cernou barvu na uzel, ktery byl s/EntCerny, stane se tento uzel
,2dvojn/Esobe Cerny“ a je nutno ho dZle odbarvovat (pesouvat Cern st/Ele blize ke

korenu), aby byl kazdy uzel ,nejvySe jednou Cerny*.

Stane-li se dvojn/Esobe Cerny kofen cel@ho stromu, gebytecnou Cernou barvu z ného

smazeme a nechZ£Zme ho ,jednowCerny®. Tim se snizi CernZ hloubka cel@ho stromu.

/




1. Bratr odbarvovan@ho uzlu je bily — gevede se na pripad 2

ta tc

te tg ti tk




2.

Bratr odbarvovan@ho uzlu jeCerny

2a DblizSi synovec je bily

ta tc

te tg

ta

tc

te




2.

ta

Bratr odbarvovan@ho uzlu jeCerny

2b vzdZlewjSi synovec je bily

tc te h

tg ti

ta

tc




2. Bratr odbarvovan@ho uzlu jeCerny

2c z/dny synovec neni bily




Ruseni uzlu

delete :: a — CBS a — CBS a
delete k¥ t = cbs (del t)

where del E = E
del (N b v 1r)
| k¥ < v = 1lbal b v (del 1) r
| k > v = rbal b v 1 (del r)
| otherwise = join b 1l r

join :: Barva — CBS a — CBS a — CCBS a

—=— definice jako u bindrniho vyhleddvaciho stromu




1bal
1bal

lbal

lbal

1lbal

1lbal

rbal

:: Barva — CCBS a — CBS a — CCBS a

Ce

CoO

CoO

CoO

CoO

d (CeCe tb) (N Bi h tf tj)

N Ce h (1bal Bi d (CeCe tb) tf) tj

d (CeCe tb) (N Ce h (N Bi f te tg) ti)
Ncof (NCedtbte) (NCehtg ti)

d (CeCe tb) (N Ce f te (N Bi h tg ti))
Ncof (NCedtbte) (NCehtg ti)

d (CeCe tb) (N Ce h tf tj)

cern (N cod tb (N Bi h tf tj))

d tb tf

N co d tb tf

:: Barva — CBS a — CCBS a — CCBS a

—— analogicky jako 1lbal

(1)

(2a)

(2v)

(2c)

(3)




data CCBS a = CeCe (CBS a) | Cbs (CBS a)

cern :: CBS a — CCBS a
cern E = Cbs E
cern (N Bi v 1l rr) Cbs (N Ce v 1 r)

CeCe (N Ce v 1 r)

cern (N Ce v 1 r)

cbs :: CCBS a — CBS a
cbs (CeCe t) =t
cbs (Cbs t) =t




Slozitost ruseni uzlu z ¢cernobil@ho stromu

ElementZrni pesun Cern@ barvy trvAE konstantni dobu, ale v nejhorSim ippadé je nutn@

odbarvovat az ke kofenu, tj. ©(log n).

Nalezeni rusen@ho uzlu a nA£hrada ruseni vnihiho uzlu za ruseni listu trvZAE tak@

logaritmickou dobu, takze cel/& operace rusSeni zabereCas @(Iog n)




CvicCeni:  Implementujte v Haskellu vyvazovaci operaci rbal.

CviCeni:  NapiSte definici funkce join.



DalSi typy vyhledZ&vacich stromu s logaritmickou slozito§l operaci

B-stromy Stromy s promé&nnym poétem n/Eslednikd, ale omezenym zdolatislem k a

shora ¢islem 2k pro pevné zvolenou konstantu &, tzv. FAEdB-stromu (viz PV062).

Slozitost operaci prid&ni/zruseni polozky je© (log;n).

2-3-4-stromy Speci&lIni pipad B-stromi. Kazdy vnitini uzel mZ bud' dva, iii, anebo Gtyfi

n/Asledniky. Maji ot logaritmickou hloubku.




